11 Anillos y cuerpos 257

Capitulo 11

Anillos y cuerpos

1. Definiciones y propiedades
2. El anillo de los polinomios
3. Cuerpos finitos

En el capitulo anterior se ha estudiado la estructura algebraica mas completa definida a partir
de una operacién, la estructura de grupo. En este capitulo iniciaremos el estudio de estructuras
algebraicas definidas a partir de dos operaciones, los anillos y los cuerpos, introducidas en el
primer capitulo de esta tltima parte.

Los sistemas de numeracién algebraicamente mas completos estan construidos a partir de
dos operaciones: la suma y el producto. Esto hace que sea importante el estudio de conjuntos
que se comporten de forma similar desde el punto de vista algebraico.

La primera seccién de este capitulo estd dedicada al estudio de las propiedades bésicas de
los anillos y de los cuerpos. Se introducen las nociones de ideal y anillo cociente, que serdn
utiles mas adelante. La segunda seccién se dedica al estudio de un ejemplo importante de
anillo, el anillo de los polinomios, que se utilizard para la construccién de cuerpos finitos en la
ultima seccién de este capitulo. Las aplicaciones basadas en estas estructuras se estudiardn en
el dltimo capitulo.

11.1 Definiciones y propiedades

Recordemos que un anillo A = (A,*,0) es una estructura algebraica en la cual A es un conjunto

6

y ‘x’, ‘o’ son operaciones binarias definidas sobre A que satisfacen las condiciones siguientes:

A1l (A,x) es un grupo abeliano.
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A2 (A, o) es un semigrupo.
A3 ‘o’ es distributiva respecto de “x’. Esto es, para todo a,b € A,

ao(bxc) = (aob)x(aoc)
(axb)oc=(aoc)x(boc)

El ejemplo mas sencillo y representativo de estructura de anillo lo encontramos en (Z, +, -),
el anillo de los enteros. De hecho, éste es un ejemplo de anillo unitario, es decir, admite
elemento neutro respecto de la segunda operacién. Hay, sin embargo, autores que incluyen
dentro de los axiomas de anillo la existencia de este elemento neutro. Esto se debe al hecho de
que la mayoria de los anillos més utilizados cumplen este requisito.

Por similitud con (Z,+,-), cuando tratemos con un anillo unitario cualquiera, en general
nos referiremos a la suma y al producto como primera y segunda operacién respectivamente y
utilizaremos el 0 y el 1 como neutros respectivos. Para abreviar la notacién, escribiremos ab
en lugar de a- b.

Esté claro que los axiomas de anillo son una abstraccién del comportamiento de los nu-
meros enteros respecto de las operaciones aritméticas elementales: la suma y el producto. Sin
embargo, (Z,+,-) tiene, ademds, otras propiedades referidas a la segunda operacién que per-
miten refinar esta estructura. Asi, la conmutatividad de esta segunda operacién conlleva la
estructura de anillo abeliano. Esta propiedad no la comparten, sin embargo, todos los anillos,
como es el caso del anillo de las matrices cuadradas de orden 2 sobre Z, (M, (Z),+,-).

Ejercicio 11.1. Demostrar que (M,(Z),+,-) es un anillo unitario no abeliano.

Una clase importante de anillos abelianos unitarios finitos es (Z,,+,-), el anillo de los
enteros médulo 7.

Ejercicio 11.2. Demostrar que (Z,,+,-) es un anillo unitario abeliano.

La ley de simplificacion es otra propiedad importante que cumplen los nimeros enteros, es
decir, para todo a,b,c € Z* = 7 \ {0} se verifica

ab=ac—b=c

Esta propiedad est4 relacionada con la definicién siguiente.
Diremos que el anillo (A,+,-) admite divisores de cero si existen a,b € A\ {0} tales que
ab=0.

Ejercicio 11.3. Demostrar que en un anillo A se verifica la ley de simplificacion si y sélo si A
no tiene divisores de cero.
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El anillo Z de los enteros no tiene divisores de cero, pero es facil encontrar ejemplos de
anillos que si tienen. En Zg, por ejemplo, se cumple que [2][3] = [4][3] = [0] y por tanto [2],
[3] y [4] son divisores de cero. Cabe observar, sin embargo, que [2] # [4]. Por ello, en Zg no es
valida la ley de simplificacion.

Se puede comprobar facilmente que Z3 o Zs no tienen divisores de cero. En el ejercicio
siguiente hay clasificados los valores de n para los cuales Z, admite la ley de simplificacién.

Ejercicio 11.4. Demostrar que (Z,,+,-) admite divisores de cero si y s6lo si n no es primo.

Un anillo abeliano sin divisores de cero se llama anillo integro o anillo de integridad. Si,
ademads, el anillo es unitario diremos que se trata de un dominio de integridad. Asi diremos que
(Z,+,-) es un dominio de integridad, mientras que (Z,,+,-) en general sélo tiene estructura
de anillo unitario abeliano.

El hecho de que, en Z,, la clase de n sea la clase del cero

(] =1+ 1+ +1] =[0]

n

sugiere la siguiente abstraccidn relativa a los anillos unitarios abelianos en general.
Se define la caracteristica de un anillo unitario abeliano A como el minimo nimero natural
n tal que

nl=1+1+-+1=0
~—_——

en A. Si este nimero no existe, se dice que el anillo tiene caracteristica cero. De hecho, po-
driamos interpretar la caracteristica de un anillo unitario abeliano como el orden del subgrupo
aditivo generado por el 1.

Est4 claro que la caracteristica de Z, es n. Un ejemplo también claro de anillo de caracte-
ristica cero lo encontamos en Z.

Proposicion 11.5. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o es un nimero primo.

Demostracion. Sea A un dominio de integridad de caracteristica ny # 0. Si existiesen a,b € N
tales que ny = ab, entonces querria decir que

1+ +D1+--+DN=14+---4+1=0
L4+ DI+ ) =14+

a b no

y A tendria divisores de cero, en contra de lo que hemos supuesto. U

Ejercicio 11.6. Demostrar que si la caracteristica de A es p, entonces
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1. n-1=1414---41 =0 implica que p divide a n;
~—_——
n
2. paratodoa€A,p-a=a+a+---+a=0.
N————

p

Finalmente, si los elementos no nulos de un anillo tienen estructura de grupo abeliano
respecto del producto, diremos que este anillo es un cuerpo y lo notaremos habitualmente con
la letra K. Dicho de una otra manera, (K,+,-) es un cuerpo si (K,+) y (K*,-) son grupos
abelianos y el producto es distributivo respecto de la suma.

Es fécil observar que en un cuerpo K no pueden existir elementos a y b de K* tales que
ab = 0, ya que, multiplicando por la izquierda por a~!, deducirfamos que b tiene que ser cero,
en contra de lo que hemos supuesto. Por tanto, podemos afirmar lo siguiente:

Proposicion 11.7. Todo cuerpo es un dominio de integridad.

El ejemplo més pequeiio de cuerpo lo encontramos en Zj. De hecho, es fécil obtener toda
una familia de cuerpos finitos no triviales, como muestra el resultado siguiente:

Proposicion 11.8. (Z,,+,-) es un cuerpo si y s6lo si p es primo.

Demostracion. Si (Z,,+,-) es un cuerpo, tiene que ser un dominio de integridad. Por el ejer-
cicio 11.4, p tiene que ser primo. En este caso, basta con ver que cada elemento tiene inverso.
Para cada b € Z,, el conjunto bZ, = {bx,x € Z,} tiene p elementos diferentes, ya que se sa-
tisface la ley de simplificacién. Como b0 = 0, existe x € Z, \ {0} tal que bx = 1 y por tanto x
es inverso de b. U

Ejercicio 11.9. Adaptar esta tltima demostracion para ver que todo dominio de integridad
finito es un cuerpo.

Otros ejemplos bien conocidos de cuerpos no finitos de caracteristica cero los encontramos
en (Q,+,-), (R+,-) o (C,+,-). En la tltima seccién de este capitulo construiremos nuevas
familias de cuerpos finitos de caracteristica p a partir del ya conocido Z,. Para poder hacer
estas construcciones es necesaria la nocién de subanillo.

Se dice que un subconjunto B de un anillo (A, +, ) es un subanillo de A si con las operacio-
nes ‘+’ y ‘-’ restringidas a los elementos de B se satisfacen los axiomas de anillo. Asi pues, B
tiene que ser un subgrupo del grupo aditivo de A y una parte estable de A por la multiplicacion.

Proposicion 11.10. Sea (A,+,-) un anillo y B C A. Entonces para que (B, +,-) sea subanillo
de (A,+,-) es necesario y suficiente que (B,+) sea subgrupo de (A,+) y que el producto sea
cerrado en B.

Ejercicio 11.11. Demostrar que Z es un subanillo de Q considerado como anillo.
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Ejercicio 11.12. Determinar los subanillos de Zs y Zg.
Ejercicio 11.13. Caracterizar en general los subanillos de Z,,.

Es facil observar que, si A es un anillo abeliano o integro, también lo es el subanillo B; pero
A puede ser unitario sin que lo sea B, como muestra el resultado siguiente.

Proposicion 11.14. Los subanillos de (Z,+,-) son los conjuntos nZ.

Demostracion. Tal como se vio en el capitulo anterior, los tnicos subgrupos de (Z,+) son
los conjuntos nZ = {nk,k € Z}, conjunto de multiplos de un entero n. Estos conjuntos son
claramente estables por la multiplicacién y por tanto son los inicos subanillos de Z. U

Observar que para n > 2, nZ. no es unitario.

Ideales y anillo cociente

Siguiendo un proceso paralelo al descrito en el capitulo anterior para la obtencién de la estruc-
tura de grupo cociente, definiremos aqui la nocién de anillo cociente. Por ello introducimos en
primer lugar la nocidén de relacién de equivalencia compatible con la estructura de anillo.

Diremos que una relacién de equivalencia R es compatible por la derecha con la estructura
de anillo si y sélo si R es compatible con la suma y el producto de este anillo. Es decir, para
todo a,b € A y para cualquier elemento x € A se cumple que

(a+x)R(b+x)

aRb <—
axRbx

De forma similar, R es compatible por la izquierda si la segunda condicién es xaRxb. Sa-
bemos que una relacién R que cumpla la primera de estas condiciones tiene la forma aRb <
a—b € B, donde B es un subgrupo aditivo de (A,+). Para la segunda de estas condiciones
necesitamos también que x(a — b) o (a — b)x sean elementos de B para cualquier x € A. Esto
obliga a restringir las relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de anillo a cier-
tos subgrupos del grupo aditivo, llamados ideales por la izquierda o por la derecha segin sea
la relacién.

Un subconjunto I C A es un ideal por la derecha del anillo A si (I,+) es un subgrupo de
(A,+) y para todo a € I y para todo x € A se cumple ax € I. El ideal es por la izquierda si esta
segunda condicién es xa € A. Por ejemplo, {0} es un ideal de cualquier anillo, como también
lo es el anillo entero A. Los ideales diferentes de {0} y A se llaman ideales propios.

De forma similar al caso de grupos, si un ideal por la izquierda coincide con el correspon-
diente ideal por la derecha, se dice que el ideal es bilateral. Los ideales bilaterales juegan en
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los anillos un papel similar al de los subgrupos normales en los grupos. Observemos que si A
es un anillo abeliano, sus ideales son bilaterales.

Es preciso tener en cuenta que es posible que un ideal tenga estructura de anillo no unitario,
aunque provenga de un anillo con unidad. Este es el caso de los ideales de Z, nZ.

Ejercicio 11.15. Demostrar que nZ son los tnicos ideales de Z.

Hemos visto que las uUnicas relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de
anillo son de la forma aRb < a— b € I, donde I es un ideal del anillo. Asi, como en el caso
de los grupos, las clases de equivalencia inducidas a partir de una de estas relaciones seran de
la forma a + 1 con a € A y las notaremos como [a]; = {a+1,a € A} (o simplemente [d] si la
referencia al ideal se sobreentiende). El conjunto formado por estas clases se llama conjunto
cociente modulo 1'y se representa por A/I = {[a],a € A}. SiI es un ideal bilateral, el conjunto
A/I tiene estructura de anillo con las operaciones inducidas de A y se llama anillo cociente
modulo 1. También se conoce como anillo factor de A respecto 1.

Ejercicio 11.16. Si / es un ideal bilateral de un anillo A, comprobar que las operaciones si-
guientes estdn bien definidas, para todo [a],[b] € A/I:

{[a]—H[b] = Ja+b]
[a]-4[b] = [ab]

La comprobacién del resultado siguiente es rutinaria y la dejamos como ejercicio para el
lector.

Proposicién 11.17. Si 7 es un ideal bilateral de un anillo A, entonces (A/I,+/,-;) es un anillo.

Observar que los anillos cocientes de Z son justamente los Z,,.

En lo que sigue consideraremos anillos abelianos, de manera que los ideales serdn bilate-
rales y nos referiremos a ellos simplemente como ideales.

Como en el caso de subgrupos, la interseccidn de ideales es también un ideal. En particular
tiene un interés especial considerar la interseccion de todos los ideales que contienen un deter-
minado subconjunto X C A. Entonces se dice que este ideal estd generado por X y se denota
por I = (X). En otras palabras, el ideal generado por X es el ideal mds pequefio que contiene
a X. Los ideales generados por un solo elemento tienen un interés especial y se llaman ideales
principales.

Observemos que el ideal generado por un solo elemento a € A tiene que contener los ele-
mentos de la forma na para cualquier n € Z, ya que tiene que ser subgrupo del grupo aditivo
de A. También tiene que contener los elementos de la forma xa para todo x € A. Por tanto,
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tiene que contener todo elemento de la forma na +xa, con n € Z 'y x € A. Estos elementos son
suficientes para formar un ideal, ya que

(na+xa)— (na+x'a) = (n—na+(x—x)a
y(na+xa) = (yn)a+ (yx)a

Observar que n—n' € Zy que (x—x'), yn, yx € A.

Si el anillo A es unitario podemos identificar n € Z con n-1 € A, que es el elemento que
consiste en sumar n veces el neutro del producto de A. De donde, na = (n-1)a € Aa. De aqui
obtenemos el resultado siguiente:

Proposicion 11.18. En un anillo unitario abeliano A, los ideales generados por a € A son de la
forma aA.

En general, el ideal generado por un conjunto de elementos de un anillo unitario abeliano,
{ai,ay,... ,a,} C A estd descrito por los elementos de la forma

aix)+axxr + -+ aux, x; € A,Vi
Asi, por ejemplo, el ideal de Z generado por el 2 y por el 3 es de la forma
{2x+3y, x,y € Z}

Hay anillos en que todos sus ideales son principales. En este caso se dice que el anillo es
principal. Este es el caso de Z que tomamos como ejemplo sencillo, reiterado e ilustrativo de
la mayor parte de las cuestiones consideradas en esta seccion. Cabe observar que la nocién
de anillo principal va ligada a los anillos unitarios abelianos, sobre los cuales, como hemos
mencionado anteriormente, trabajaremos a partir de ahora.

Ejercicio 11.19. Demostrar que Z es un anillo principal.
Ejercicio 11.20. Demostrar que en 27, el ideal I generado por 4 no es {4x,x € 2Z}. {Por qué?

Est4 claro que si I es un ideal de un anillo A, también es ideal de todos los subanillos B
de A que lo contengan. Sin embargo, es preciso observar que en sentido contrario no es cierto.
Por ejemplo, nZ es un ideal de Z, pero no es un ideal de Q.

Morfismos de anillos

Diremos que una aplicacién f de un anillo A sobre un anillo A’ es un morfismo entre anillos, o
bien un homomorfismo de anillos, si y sélo si f respeta la suma y el producto. Es decir, para
todo a,b € A,

flatab) = f(a)+a f(b)
flaab) = f(a)-af(b)
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Es preciso observar que, de hecho, no es necesario suponer que A’ sea un anillo; es suficien-
te considerar A’ como un conjunto con suma y producto, como pone de manifesto el ejercicio
siguiente.

Ejercicio 11.21. Comprobar que si A es un anilloy f: A — A’ es un morfismo, donde A’ es
un conjunto con suma y producto, entonces

1. f(A) es una parte estable de A';
2. (f(A),+ar,-ar) es un anillo.

Es facil comprobar que ciertas propiedades algebraicas de A se transmiten a través de f tal
como se indica en los ejercicios siguientes.

Ejercicio 11.22. Demostrar que, si f es un morfismo entre los anillos A y f(A), entonces

L f(0) =0y f(=a) = —f(a):

2. f~1(0) es un ideal de A, llamado niicleo de f.
Ejercicio 11.23. Demostrar que si A es un anillo unitario abeliano, entonces

1. f(A) es también abeliano;

2. /() =1

3. f(a™") = (f(a))~", siempre que a~! € A.

Recordemos que los subgrupos normales estdn intimamente relacionados con los morfis-
mos entre grupos. En el caso de anillos, serdn los ideales los que jugaran un papel similar.

Asi, la aplicacién f: A — A/I, donde I es un ideal de A tal que f(x) = x+ I para todo
X € A, es un homomorfismo exhaustivo o epimorfismo, llamado homomorfismo canénico.

Ejercicio 11.24. Demostrar que si f : A — A/I es homomorfismo candnico, entonces el nu-
cleo de f es el ideal 1.

Un morfismo entre anillos es inyectivo si y sélo si f~!(0) = {0}. En este caso se dice que
f es un monomorfismo.

Ademds, como en el caso de grupos, si el morfismo es biyectivo se dice que los anillos son
isomorfos.

Los homomorfismos conservan también los ideales en un cierto sentido, como se puede
comprobar mediante el siguiente resultado que usaremos mds adelante.
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Proposiciéon 11.25. Si f: A — A’ es un homomorfismo de anillos € I’ es un ideal de A,
entonces I = f!(I') es un ideal de A que contiene al niicleo de f.

Demostracion. Si a,b € I, entonces f(a —b) = f(a) — f(b) € I' de manera que a —b € I.
Similarmente, para todo x € A, f(ax) = f(a)f(x) € I' de manera que ax € I, e I es un ideal de
A que contiene a £~ 1(0). O

Ideales maximales y cuerpos

El hecho que Z /nZ = Z, sea un anillo unitario abeliano, y que para determinados valores de n
tenga estructura de cuerpo, no es un hecho particular de Z, sino que lo comparte con cualquier
anillo con las mismas caracteristicas. Encontrar condiciones por las cuales un anillo cociente
es un cuerpo es el objetivo que nos proponemos en esta parte.

Un ideal I en A se dice maximal si I # A y no existe ningtn otro ideal entre I y A.

Ejercicio 11.26. Demostrar que el ideal (p) = pZ es maximal en Z si y s6lo si p es primo.

Una manera Util de obtener cuerpos a partir de un anillo unitario abeliano consiste en loca-
lizar sus ideales maximales y construir el correspondiente anillo cociente. Este es justamente
el argumento utilizado en la dltima seccion de este capitulo para la construccién de cuerpos
finitos. Por ello vemos primero cudles son los ideales de un cuerpo.

Proposicion 11.27. Un anillo unitario abeliano K es un cuerpo si y s6lo si sus tnicos ideales
son {0} y K.

Demostracion. Supongamos primero que K es un cuerpo e I # {0} es un ideal de K. Entonces,
sia€l,a'a=1¢€Typortanto I = K.

Reciprocamente, sea I = (a) el ideal generado por a € K* = K\ {0}. Sil=aK =K,
entonces existe x € K* tal que ax = 1, de manera que x es el inverso de a. U

Esta dltima propiedad permite ver el resultado siguiente:

Proposicion 11.28. Si M es un ideal maximal de un anillo unitario abeliano A, entonces A/M
es un cuerpo.

Demostracion. Consideremos el epimorfismo canénico f: A — A/M. Ya hemos visto en el
ejercicio 11.23 que A/M es abeliano y unitario. Segun la proposicion 11.25, si [J] es un ideal
de A/I, entonces I = f~!([I]) es un ideal de A que contiene a M. Por tanto, o bien / = A
y [I]=A/M,obien =My [I] =[0]. Asi, A/M no tiene ideales propios y por tanto es un
cuerpo. U
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11.2 El anillo de los polinomios

En esta seccién se estudia un ejemplo importante de anillo, el anillo de los polinomios, que se
utilizard en la seccién siguiente para la construccién de cuerpos de orden finito.

Normalmente se interpretan los polinomios como expresiones formales del tipo “ag+ a;x+
-+ 4 a,x"” con “indeterminada” x. El origen de esta expresion se pondra de manifesto al final
de esta seccion. De momento nos preguntamos, ;qué representa esta x y como se hace para
sumarla o multiplicarla? Podemos resolver esta cuestién introduciendo los polinomios de una
manera aparentemente mds formal, pero mds precisa y mds util. La respuesta parte de una
observacion sencilla: un polinomio “ag +ajx+---+a,x"” queda determinado por la secuencia
(ag,ay,. .. ay).

Definimos el conjunto de los polinomios sobre un anillo unitario abeliano A como el con-
junto de todas las sucesiones de elementos de A que tienen un niimero finito de elementos no
nulos

a=(ap,ay,...,a,,0,0,...)

Diremos que ag,ay,... ,a, son los coeficientes del polinomio a. Si n es el entero mds grande
para el cual a, # 0, diremos que el polinomio a tiene grado n y lo notaremos escribiendo
gr(a) =n. Sia, =1 diremos que el polinomio a es mdnico. A los polinomios de grado cero
se los llama constantes. Es preciso observar que el polinomio nulo, el que tiene todos sus
coeficientes cero, que denotaremos directamente como 0, no tiene grado segin esta regla, pero
se interpreta también como un polinomio constante y se dice, formalmente, que tiene grado
—0o,

Definiremos dos operaciones, la suma y el producto, que permitirdn estructurar este con-
junto como el propio anillo A sobre el cual se ha contruido.

Dados dos polinomios a = (ag,ay,...) y b = (bg,b1,...) con coeficientes en un anillo
unitario abeliano A, definimos el polinomio suma 'y el polinomio producto

a+b = (ao—i-bo,al +b1,...)
k
ab = (co,c1,y--.), cr = z aibj:zaibk,i
i+j=k i=0
Observar que, en general,
gr(a+b) max{gr(a),gr(b)}
gr(ab) gr(a) +gr(b)

Ejercicio 11.29. Si a = (3,3,6,0,...) y b = (3,—3,3,—1,0,...) son polinomios en Z7[x],
calcular los polinomios a+ b y ab. Repetir el célculo si los polinomios a y b se consideran

NN

en Zg|x].
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La suma y el producto de polinomios involucra s6lo sumas y productos de elementos del
anillo de base A. Teniendo en cuenta esta observacion, es facil deducir que los polinomios
respecto de la suma se comportan como grupo abeliano con el polinomio 0 como elemento
neutro y que respecto del producto se comportan como un semigrupo abeliano con elemento
neutro el polinomio constante 1 = (1,0,...). La distributividad del producto respecto de la
suma es también consecuencia directa de las observaciones anteriores. Asi, el conjunto de
polinomios con coeficientes en un anillo unitario abeliano tiene también estructura de anillo
unitario abeliano.

La justificacion de la notacion clésica a que aludiamos al comienzo de esta seccion descansa
en el hecho de identificar el polinomio (0, 1,0,...) con x. De esta manera tenemos que, x - x =
x*=(0,0,1,0,...),x* =(0,0,0,1,0,...) y asi sucesivamente y, por convenio, x’ = (1,0,...) =
1. Por tanto, podemos escribir

n
a=(ap,ai,... ,a,,0,...) =ap+ajx+---+a,x" = Zaixi
i=0
Cabe observar que ahora x no es una “indeterminada”, sino un polinomio especial. Es
habitual, como consecuencia de esta expresion, denotar el conjunto de los polinomios con
coeficientes en A por A[x] y los polinomios de A[x] por a(x), para diferenciarlos, si es necesario,
de los propios elementos del anillo, a € A. Observemos también que A se puede interpretar
como el conjunto de los polinomios constantes, es decir, cada elemento a € A se asocia con el
polinomio a(x) = a+0x+0x>+--- € A[x]. Identificaremos por tanto los polinomios constantes
con los elementos del anillo.
Los resultados siguientes nos garantizan en qué condiciones estd permitida la ley de sim-
plificacién para los polinomios.

Lema 11.30. Si A es un dominio de integridad y a(x),b(x) € Alx], entonces gr(a(x)b(x)) =
gr(a(x)) +gr(b(x)).

Demostracion. Si a(x) y b(x) tienen grados n,m > 0 respectivamente, entonces el coeficiente
de grado m+n de ¢(x) = a(x)b(x) es cpin = anby # 0, ya que a, y b, son no nulos y A no
tiene divisores de cero. Si alguno de los grados es —eo, entonces a(x)b(x) = 0 y también vale
la igualdad. U

Cabe observar que en esta demostracion ha sido til la asignacién de —ee como grado del
polinomio nulo en lugar de asignarle grado cero, como harfamos con los otros polinomios
constantes.

Proposicién 11.31. Si A es un dominio de integridad, A[x] también lo es.
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Demostracion. Sabemos que A[x] es un anillo unitario abeliano. Tenemos que ver entonces
que, si A es integro, también lo es A[x]. Si consideramos a(x),b(x) € A[x] tales que a(x)b(x) =
0, como gr(ab) = gr(a) + gr(b), deducimos que a(x) =0 o b(x) = 0. O

El resultado siguiente demuestra la imposibilidad de ampliar la estructura algebraica de
los polinomios para obtener la estructura de cuerpo, demostrando la imposibidad de obtener
inversos para todos los elementos de A[x], independientemente de las propiedades de A.

Proposicion 11.32. Si A es un anillo integro unitario, los tnicos elementos invertibles de Alx]
son los elementos invertibles de A.

Demostracion. a(x),b(x) € A[x]* = Alx] \ {0} son inversos si y sélo si a(x)b(x) = 1. Como
gr(ab) = gr(a) + gr(b) = 0, deducimos que gr(a) = gr(b) =0y por tanto a(x) =a €Ay
b(x) =al. O

Divisibilidad en K|x]

Una vez definido y estructurado el conjunto de polinomios A[x] con coeficientes sobre un anillo
unitario abeliano A, nos interesa factorizar estos polinomios de forma similar a como factori-
zamos los nimeros enteros, es decir, descomponiéndolos como productos de elementos tan
“simples” como sea posible. En el caso de los enteros, sabemos que estos elementos son los
ntimeros primos. Como veremos a continuacion, en el caso de los polinomios, estos elementos
“simples” se llaman también polinomios primos. Para ello necesitamos introducir las definicio-
nes, las notaciones y las propiedades correspondientes al concepto de divisibilidad en el 4mbito
de Alx], y observaremos que son similares a las propias en el caso de Z.

Dados dos polinomios a(x) y b(x) de A[x], diremos que b(x) es un divisor de a(x), o que
b(x) divide a a(x), y 1o denotaremos escribiendo

b(x)]a(x)

siy solo si existe un polinomio c(x) € A[x] tal que a(x) = b(x)c(x).

Observemos que los polinomios constantes correspondientes a los elementos invertibles de
A, U={u€eA, I €A, uu' =1} son divisores de cualquier polinomio a(x) € A[X], ya que
a(x) = uu'a(x), donde u' es el inverso de u. Por el mismo motivo, ua(x) es divisor de a(x)
para todo u € U. Estos se llaman divisores triviales. Es preciso observar que, sea cual sea A,
exceptuando Z,, como minimo se tienen asegurados =1 y £a(x) como divisores triviales de
a(x). En Z[x] éstos son los tnicos, mientras que si A es un cuerpo, cualquiera de sus elementos,
salvo el cero, es un divisor trivial de a(x). Por otra parte, si gr(a) > gr(b) > 0, diremos que
b(x) es un divisor propio de a(x).

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



11 Anillos y cuerpos 269

Todo polinomio que no tiene divisores propios, es decir, que no tiene otros divisores que
los triviales, se dice que es primo o irreductible. Esté claro que todo polinomio de grado 1 es
irreductible. En el cuerpo de los nimeros complejos C, el teorema fundamental del dlgebra nos
garantiza que éstos son los dnicos polinomios irreductibles de Clx]. Desgraciadamente, no hay
resultados tedricos tan sencillos para conocer los polinomios irreductibles en otros anillos de
polinomios. Por ello, nos tendremos que conformar con resultados parciales que nos ayudaran
a estudiar la situacién en cada caso.

En nuestro contexto, nos interesan particularmente los polinomios definidos sobre un cuer-
po y en especial sobre cuerpos finitos. En lo que sigue centraremos nuestra atencién en el caso
particular de estos polinomios.

A continuacién enunciaremos un resultado tedrico, el teorema de factorizacion, esencial
para todo lo que sigue, cuya demostracion evitaremos, ya que no tiene ningin interés préctico
y es excesivamente laboriosa'.

Teorema 11.33 (Teorema de factorizacion). Dado un cuerpo K, cada polinomio k(x) € K|x]
admite una representacion tnica de la forma

k(x) = kp1(x)p2(x) - pm(x)
conk € K, pi(x), p2(x),...,pm(x) € K[x] polinomios ménicos irreductibles.

Esta descomposicién en factores primos tiene en la préctica una dificuldad fundamental:
la inexistencia de métodos sencillos para encontrar en general estos polinomios irreductibles.
Los conceptos y los resultados siguientes estdn dedicados al estudio de este problema.

Sea K un cuerpo. Para cualquier par de polinomios a(x) y b(x) de K[x] se define su mdximo
comuin divisor como el polinomio de grado mds grande que los divide a ambos. Es decir, D(x) €
K[x]* = K[x] \ {0} es un mdximo comun divisor de los polinomios a(x) y b(x), y escribimos
D(x) = mcd(a(x),b(x)) si se verifican las condiciones siguientes:

1. D(x)]a(x) y D(x)|b(x);
2. si D'(x)|a(x) y D'(x)|b(x), entonces D' (x)|D(x).

Es preciso observar que, tal como estd definido el mdximo comin divisor de dos polino-
mios, éste no es tnico, ya que si D(x) es un maximo comun divisor, entonces kD(x) también lo
es, para todo k € K. Tiene sentido, por tanto, escoger el polinomio mds sencillo que represente
toda esta familia. Este es el polinomio ménico correspondiente, que denotaremos como

d(x) = med(a(x),b(x))

UEl lector que esté interesado puede encontrar esta demostracién en [3], por ejemplo.
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Los factores en comin que tienen dos polinomios en sus factorizaciones son los factores
de su mdximo comiin divisor. Diremos que dos polinomios a(x),b(x) € K*[x] son primos entre
si o coprimos si med(a(x),b(x)) = 1.

De forma similar, se define el minimo comiin miiltiplo entre a(x) y b(x), M(x) = mcm(a(x),
b(x)), si se verifican las condiciones siguientes:

L. a(x)[M(x) y b(x)|M(x);
2. sia(x)|M'(x) y b(x)|M'(x), entonces M (x)|M'(x).

Como antes, se define m(x) = mcm(a(x),b(x)) como el polinomio ménico de entre los que
satisfacen las dos propiedades anteriores.

El teorema de factorizacién proporciona una manera tedrica de encontrar el mdximo comuin
divisor de dos polinomios: sélo es preciso seleccionar los factores comunes de sus factoriza-
ciones. En la préctica, sin embargo, resulta en general dificil encontrar estas factorizaciones.
Es importante, por tanto, disponer de algoritmos eficientes que permitan la obtencién directa
de estos maximo comun divisores. El teorema de Euclides, que enunciaremos a continuacion,
y una consecuencia inmediata de éste, conducirdn a un algoritmo de estas caracteristicas: el
algoritmo de Euclides.

Teorema 11.34 (Euclides). Dados a(x),b(x) € K*[x], existen dos tinicos polinomios g(x), r(x)
€ K|x] tales que

a(x) = b(x)q(x) +r(x),  gr(r) <gr(b)

La expresion anterior es la llamada division euclidea, de a(x) por b(x). En general, los ani-
llos para los cuales es vélida la division euclidea se llaman anillos euclideos. La demostracién
del teorema anterior prueba la existencia de los polinomios ¢(x),r(x) € K[x], llamados respec-
tivamente cociente y resto. Asi, K|[x] es euclideo. El resultado siguiente es una consecuencia
importante del teorema anterior.

Corolario 11.35. mcd(a(x),b(x)) = med(b(x),r(x)).

Demostracion. Si d(x) = mcd(a(x),b(x)), significa que a(x) = d(x)a; (x) y b(x) = d(x)b; (x)
para ciertos polinomios a; (x), b (x). De laigualdad del teorema de Euclides, a(x) = b(x)g(x) +
r(x), deducimos que r(x) = d(x)(a; (x) — b1 (x)g(x)), de donde d(x)|r(x). Por otra parte, de la
misma igualdad se deduce que cualquier divisor comun d’(x) de b(x) y r(x) divide también a
a(x). O
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Algoritmo de Euclides

En las condiciones del teorema de Euclides podemos usar el corolario anterior tantas veces
como sea posible, es decir, hasta que obtengamos como resto el polinomio nulo. Esto es,

a(x) b(x)qi(x) +ri(x),  gr(r) <gr(b
bx) = rnx)qk) +nrx), grin)<gr(n)
r1(x) r(x)q3(x) +r3(x),  gr(r3) <gr(r2)
Fna(x) = ro1(X)gn(x) +ra(x), gr(rm) <gr(rn—1)
P-1(x) = r(X)gnt1(x) +0

Aplicando reiteradamente el corolario anterior a las sucesivas expresiones, obtenemos
med(a(x),b(x)) = med(b(x),r1 (x)) = - - = med(r, (x),0) = ra(x)

Es decir, el mdximo comun divisor es justamente el tltimo resto diferente de cero.
Como ejemplo, podemos comprobar que a(x) = x* +3x*> —4x+ 1y b(x) = x> — 3x son
polinomios primos entre si en Zs:

4324 x+1 = (2422 +3x+2)+(2x+1)
¥+2 = (2x+1)(3x+2)+3
2x+1 = 3(4x+2)+0

La simplicidad y la utilidad de este algoritmo son bien evidentes y hacen innecesario cual-
quier elogio. Una consecuencia directa también muy importante de este resultado es la llama-
da identidad de Bézout, que esencialmente consiste en “recorrer” el algoritmo de Euclides en
sentido contrario, mediante substituciones sucesivas de los restos. Mds concretamente, en el
algoritmo anterior podemos escribir

T (%) = 1n—2(x) = 11 (x)gn (%)

De la misma manera, cada resto r;(x) se puede expresar en términos de restos anteriores hasta
obtener una expresion de r,(x) en términos de los polinomios iniciales a(x) y b(x).

Es preciso observar que el polinomio r,,(x) que se obtiene en el algoritmo no es necesaria-
mente ménico, de manera que tomaremos el correspondiente polinomio monico d(x) = ur,(x),
donde u es el inverso del coeficiente de grado mas grande de r(x), como maximo comiin divisor.
Con estas observaciones tenemos:

Teorema 11.36 (Identidad de Bézout). Dados a(x),b(x) € K[x]* con med(a(x),b(x)) = d(x),
existen dos polinomios s(x),#(x) € K[x] tales que

a(x)s(x) + b(x)t(x) =d(x)
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Si tomamos como ejemplo los polinomios anteriores en Zs[x], a(x) = x* +3x*> —4x + 1
y b(x) = x> — 3x, obtenemos la identidad de Bézout a partir del maximo comin divisor, que
hemos calculado previamente a partir del algoritmo de Euclides, de la forma siguiente:

2 4 2x
24 2x
X% +2x
X% +2x

3 —(2x+1)(3x+2)
—[(* 4382 +x+1) — (2 +2x) (2% +3x+2)](3x +2)
14 (2 +3x4+2)(3x+2)] — (* + 3> +x+ 1)(3x +2)

(3 +x% +2x) — (x* +3x2 +x+ 1) (3x+2)

X
X

(
(
(
(

~— '~ ~—

Por tanto, multiplicando por 2 los dos lados de la igualdad, obtenemos:

1= (2 +2x) (o +22 +4x) +(x* + 32 +x+ 1) (4x+ 1)
) (x)
t(x s(x

Ejercicio 11.37. Usar el algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comtin divisor d(x)
de los polinomios

a(x) = 1+2
b(x) = 1+2x+x?

en Zs[x]. Obtener después los polinomios s(x) y 7(x) que permiten escribir la identidad de
Bézout a(x)s(x) + b(x)t(x) = d(x).
Los ideales de K[x]

La nocién de divisibilidad introducida aqui para los polinomios es vdlida también para otros
anillos unitarios abelianos, en particular para Z. La simplicidad de toda la teoria de la divisibi-
lidad en Z proviene del hecho que Z es un anillo principal. Veremos en esta seccién que K|x]
es también un anillo principal, siendo K un cuerpo.

En primer lugar es preciso encontrar una traduccién del concepto de divisor en términos de
ideales.

Proposicion 11.38. En un anillo euclideo,

bla <= (a) C (b)
donde (a) y (b) son los ideales generados por a y b respectivamente.
Ejercicio 11.39. Demostrar la proposicién anterior.

Es preciso observar que hemos traducido las nociones cldsicas de divisibilidad en términos
de inclusién de subconjuntos. Esta nueva manera de interpretar la divisibilidad tiene ventajas
conceptuales que aprovecharemos en la seccion siguiente.
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La medida de proximidad, en cuanto a la divisibilidad, entre dos elementos de un anillo
integro unitario A la da su maximo comun divisor. En términos de ideales, la expresion de este
maximo comun divisor es muy simple.

Proposicion 11.40. En un anillo euclideo,
d = mcd(a,b) <= (d) = (a,b)

Demostracion. Observemos que el ideal generado por a y b estd formado por los elementos de
la forma ax+ by, x,y € A, y, por tanto, (d) = (a,b) = (a) + (b). O

Observemos que de la demostracion anterior se deduce de forma inmediata la identidad de
Bézout.

Ejercicio 11.41. Sean a y b dos elementos primos entre si en un anillo integro unitario. En-
contrar la expresion correspondiente en términos de ideales.

La proposicion anterior permite interpretar el anillo de polinomios sobre un cuerpo como
un anillo principal.

Proposicion 11.42. Si K es un cuerpo, K[x] es un anillo principal.

Demostracion. Tenemos que demostrar que los ideales de K[x] son principales. Sea I # {0}
un ideal de K[x] y b(x) un polinomio de grado minimo entre los polinomios de 7\ {0}. Para
cualquier a(x) € I, la division euclidea permite escribir a(x) = b(x)g(x) + r(x), para ciertos
polinomios b(x),r(x) y gr(r(x)) < gr(b(x)). Pero r(x) = a(x) — b(x)g(x) € I, de manera que,
siendo b(x) el polinomio de grado minimo de I\ {0} tiene que ser r(x) =0y a(x) € (b(x)). O

Podemos afirmar por tanto que los ideales I de K[x] son de la forma I = (a(x)) con a(x) €
K [x] ménico.

Para la construccién de los cuerpos finitos en la dltima seccién, se usard el resultado si-
guiente, que ya hemos demostrado en general para cualquier anillo unitario abeliano.

Teorema 11.43. Si K es un cuerpo y M(x) es un ideal maximal de K[x], entonces K|[x]/M (x)
es un cuerpo.

Es importante, por tanto, conocer cudles son los ideales maximales de K|[x]. Recordemos
que, siguiendo también en este aspecto la similitud con el anillo de los enteros, los ideales
maximales de K[x] son justamente los generados por sus polinomios primos o irreductibles.

Proposicion 11.44. Un ideal (a(x)) es maximal de K(x) si y s6lo si a(x) es un polinomio
primo.
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Demostracion. Ya hemos visto que todos los ideales de K(x) son principales. Si a(x) no es
primo, se puede poner a(x) = p(x)g(x), donde p(x) y g(x) son polinomios de grado mayor o
igual que 1. Entonces, el ideal (a(x)) estd estrictamente incluido en (p(x)), y no es maximal.
Reciprocamente, si a(x) no es maximal, ((a(x)) estd estrictamente incluido en (p(x)) para
algin p(x), de manera que a(x) = p(x)g(x) y a(x) no es primo. O

Raices de un polinomio

Es frecuente pensar en funciones cuando se habla de polinomios. Esta es la razén que lleva
a la notacion cldsica de los polinomios, a la que aludiamos al comienzo de esta seccién. Pe-
ro, de hecho, no toda funcién polindmica estd representada por un tnico polinomio, aunque
si sea cierto en sentido contrario. A continuacién definiremos las funciones polinémicas y
estudiaremos la relacién entre sus ceros y la factorizacion de los polinomios correspondientes.

Sea K un cuerpo y a(x) € K[x], a(x) = Xy a;x'. Se define la funcién polinémica asociada
al polinomio a(x) como la aplicacién

a:K — K

n
k — a(k) =Y aik'
i=0

Tomamos como ejemplo los polinomios a(x) = x —2y b(x) = x> — 2 en Z3. Las funciones
polinémicas asociadas a estos dos polinomios son la misma, como se puede comprobar en la
tabla siguiente:

En cambio, los dos polinomios no tienen los mismos coeficientes (no son el mismo). Com-
portamientos como el de este ejemplo son frecuentes en funciones polinémicas definidas sobre
Zp, donde p es un nimero primo. De hecho, serdn éstos los polinomios con los cuales tra-
bajaremos. Se debe decir, sin embargo, que si el cuerpo es de caracteristica cero, como por
ejemplo Q, R o C, cada funcién polindmica tiene asociado un tinico polinomio y por tanto en
estos casos no hay inconveniente en identificar los dos conceptos.

Se dice que o € K es una raiz (o cero) del polinomio a(x) € K[x] si a(a) = 0, es decir, si
es un cero de la funcién polinémica correspondiente.

El resultado siguiente da, mediante una condicién muy sencilla, la herramienta clave que
permite relacionar los ceros de una funcién polinémica con los factores de un polinomio.

Teorema 11.45. o € K es una raiz de a(x) € K|[x] siy s6lo si (x — o) |a(x).
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Demostracion. Observemos en primer lugar que gr(a) > 1, ya que si gr(a) = 0 querria decir
que a(x) es un polinomio constante y por tanto no tiene raices. Al hacer la divisién euclidea de
a(x) por x— o tenemos a(x) = (x— ot)g(x) +r(x) con gr(r) < 1; como o es raiz de a(x), r(x) =0
y de aqui (x — ot)|a(x). En sentido contrario s6lo es preciso observar que si (x — a)|a(x),
entonces existe un g(x) € K|[x] tal que a(x) = (x — a)g(x) y, por tanto, o es raiz de a(x). O

Se dice que o € K es una raiz de multiplicidad m > 1 del polinomio a(x) € K[x] si y s6lo
si (x— o)™ divide a a(x), pero no lo hace (x — o)™ *!,

El teorema siguiente establece la relacién entre el nimero de raices de un polinomio y su
grado. El resultado aparentemente inocente es esencial para tratar el problema central que nos

ocupa, la factorizacién polindmica.

Teorema 11.46. Si el grado de a(x) € K[x] es n, entonces la suma de las multiplicidades de las

raices es como maximo #.

Demostracion. Si a(x) tiene raices o, ... , 0y con multiplicidades my, ... ,my, entonces el po-
linomio b(x) = (x — o)™ - -+ (x — 0 )™ divide a a(x) y, por tanto, gr(b(x)) =m +---+my <
gr(a(x)). O

A veces se utiliza una version diferente de este teorema que dice que el nimero de raices
diferentes de un polinomio es como maximo igual a su grado.

11.3 Cuerpos finitos

Sabemos que (Z,,+,-) es un cuerpo de p elementos si p es un nimero primo. ;Existen cuerpos
finitos de cualquier orden? Responder a esta cuestion es el primer objetivo que nos proponemos
en esta seccion. Estudiaremos, para comenzar, la estructura interna que deben tener estos
cuerpos mediante el estudio de su grupo aditivo y multiplicativo. Describiremos de manera
breve las razones de su existencia, que dependerd, como veremos, de la existencia de ciertos
polinomios. Finalmente describiremos la manera general de obtenerlos mediante ejemplos
ilustrativos y comentaremos, para acabar, también brevemente, que los cuerpos que hemos
aprendido a construir son de hecho los tGnicos posibles.

Para comenzar recordemos que, si K es un cuerpo finito, su caracteristica tiene que ser un
ndmero primo.

Teorema 11.47. Si K es un cuerpo de caracteristica p, |K| = p", n € N.

Demostracion. Demostraremos que el grupo aditivo de K es isomorfo al producto directo de n
grupos ciclicos de orden p.
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En primer lugar, observemos que el subgrupo ciclico de (K,+) generado por un elemento
k € K tiene orden p, como consecuencia directa de su caracteristica. Es decir,

(k) = {k,k+ky... k4 +k} = {mk,m € Z,} ~ 7,

p

Supongamos ahora que {gi,g2,...,8»} sea un conjunto de generadores minimo de K, es
decir, que ningtin subconjunto de éste genere todo K. Esto quiere decir que para cualquier
elemento k € K existen n enteros {my,my,... ,m,}, tales que

n
k= mgi
i=1

Demostraremos que las p" posibles combinaciones de expresiones de esta forma son dife-
rentes y dan lugar por tanto a p" elementos diferentes de K. Supongamos que dos sumatorios
diferentes diesen lugar al mismo elemento de K, es decir,

n n
k=7 migi=Y m'gi
i=1 i=1

Si j fuese la primera posicién del sumatorio tal que m; % m’ ;, tendrfamos que

n
(mj—m';)gi= Y, (mi—m')g
it

Ahora bien, como (m; —m';) = (mj—m';)- 1 # 0 tiene inverso en K, obtendriamos

n
~1
gj=(mj—m';)=" Y (mj—m')g;
i=j+1

Esto contradice la hipdtesis de que {g1,£2,.--,8x} es un conjunto de generadores minimo.

Podemos asociar por tanto, de manera tnica, cada elemento k = Y}, m;g; de K con la n-
tupla {my,ma, ... ,m,} de elementos de Z,. Esta asociaci6n es por tanto una biyeccion de K en
LpXLpx - XLp= (Zp)", que es de hecho un isomorfismo entre (K,+) y ((Z,)",+). Por

n
tanto,

O

Acabamos de demostrar que el orden de cualquier cuerpo finito tiene que ser una potencia
de un niimero primo, p”". Esto lo hemos hecho estudiando la estructura de su grupo aditivo y

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



11 Anillos y cuerpos 277

hemos visto que éste debe ser isomorfo a ((Z,)",+). Es, por tanto, razonable interpretar los
elementos del cuerpo K como polinomios con coeficientes en Z, de grado inferior a n. Sin
embargo, si bien estd claro que este conjunto es adecuado como modelo para el grupo aditivo
del cuerpo, estd claro también que no lo es para su grupo multiplicativo. Sélo es preciso ob-
servar que el producto no es cerrado en este conjunto, ya que el producto de dos polinomios
sobre un cuerpo integro tiene por grado la suma de los grados de los polinomios correspon-
dientes. Convendra rectificar entonces el modelo, de manera que sea también compatible con
el grupo multiplicativo. Antes de presentar un modelo apropiado con la estructura de cuerpo,
estudiemos cémo tendria que ser su grupo multiplicativo.

Hemos visto que dos cuerpos finitos del mismo orden tienen sus grupos aditivos isomorfos.
Veremos ahora que también son isomorfos sus grupos multiplicativos.

Teorema 11.48. El grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.

Demostracion. Supongamos que K es un cuerpo de orden p”, con p primo y n un nimero na-
tural. Como el orden de cualquier elemento diferente de cero de un grupo finito multiplicativo
divide al orden del grupo, tenemos que, si k € K*, entonces k”'~! = 1. Esto es equivalente a
decir que la ecuacién

#l-1=0

tiene p" — 1 ceros en K.

Por otra parte, estd claro que el grupo multiplicativo de un cuerpo es abeliano y por tanto
podemos utilizar el resultado siguiente, que es consecuencia (no directa) del teorema de La-
grange para grupos abelianos: “el exponente de un grupo es miiltiplo de todos los 6rdenes de
los elementos del grupo”. De aqui que, si m es el exponente de (K*,-), cada elemento de K*
satisface la ecuacién x” — 1 = 0, y por tanto, existen p" — 1 raices diferentes en esta ecua-
ciéon. Pero, como cada polinomio de grado m tiene como méaximo m raices, deducimos que
m = p" — 1. Por tanto, el elemento que tiene orden m genera todo el grupo multiplicativo, es
decir, el grupo (K*,-) es ciclico. O

Hasta ahora hemos demostrado que, si existe un cuerpo finito K, debe cumplir las condi-
ciones siguientes:

1. |K|=p"
2. (K, +) ~((Zp)",+);

3. (K*,-) es ciclico.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



278 MATEMATICA DISCRETA

La pregunta que nos formulamos a continuacién tiene una apariencia sencilla, teniendo en
cuenta la informacién de que disponemos, pero realmente no es asi. Dado cualquier niimero
primo p y cualquier niimero natural n, jexiste un cuerpo de orden p"?

Sabemos ya que, si en el anillo de los nimeros enteros (Z,+,-) definimos la relacién de
equivalencia médulo un niimero primo p, obtenemos el cuerpo (Z,+,-) de orden p. De forma
similar, si en el anillo de los polinomios (Z[x],+,-) definimos la relacion de equivalencia
moédulo un polinomio primo de grado n, obtendremos un cuerpo de orden p”, llamado cuerpo
de Galois de orden p" en honor de Evariste Galois (1811-1832) y denotado por GF(p") o
simplemente F,, con g = p". Este es entonces el modelo que aventurdbamos anteriormente.

Teorema 11.49. Si p(x) € Z,[x] es un polinomio primo de grado n, entonces Z,[x]/p(x) es un
cuerpo de orden p", llamado cuerpo de Galois y denotado por F .

Demostracion. Por el hecho de ser Z,[x] un anillo principal, sus ideales maximales estdn jus-
tamente generados por polinomios primos y por tanto Z,[x|/p(x) es un cuerpo. O

El problema, entonces, consiste en asegurar la existencia de algin polinomio primo con
coeficientes sobre cualquier cuerpo Z, y de cualquier grado n. Demostrar la existencia de
estos polinomios es laborioso y requiere la introduccién de conceptos algebraicos que van més
alla de los propdsitos de este libro, pero alentamos al lector interesado y lo dirigimos a [3] [5].

Teorema 11.50. Para cualquier nimero natural n y cualquier nimero primo p, existe un poli-
nomio primo p(x) € Z x| de grado n.

Muy esquemdticamente, la demostracion consiste en caracterizar los elementos del cuer-
po a partir de las raices del polinomio (x”"~! —1)x = x*" — x. Trivialmente, localizamos los
elementos neutros del cuerpo como raices de este polinomio. El resto de los elementos serdn
también raices del polinomio y, por tanto, de los factores de su descomposiciéon. Mds concreta-
mente: se caracterizan los elementos del cuerpo a partir de las raices de los polinomios irreduc-
tibles de grado d, d divisor de n. Se demuestra que las raices de un polinomio irreductible de
grado d sobre F, son las p-€ésimas potencias de una de sus raices o o, 07, OLPZ, e ,OLI’%l , para
algiin elemento o del cuerpo. A partir de este resultado se deduce que los factores de x”" — x
son todos los polinomios irreductibles sobre F), de grado d. Finalmente se demuestra que, para
d = n, el nimero de estos polinomios es como minimo 1.

Sabiendo de su existencia, la obtencién practica de estos polinomios es también en gene-
ral muy laboriosa. Por este motivo se han construido unas tablas con todos los polinomios
irreductibles de grado n sobre F, para valores razonablemente moderados de p y de n. En la
tabla 11.1 presentamos una muestra que incluye los polinomios irreductibles sobre F, y sobre
F3 de grados 1,2y 3.
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Tabla 11.1: Polinomios irreductibles de grado 1, 2y 3 sobre F,

‘ grado ‘ F; F;

1 X X

x+1 x+1

x+2

2 4x+1 | 2+1

x4 2x+42

X 4+x+2

3 CHx+1 | B4+2x0+1
B+ +1 | P4+22+1
O+ +2
X422 42
B +x2+x+2
B4 +2x+1
B 4+2% +x+1
42224+ 2x+2

Observemos en primer lugar que se consideran sélo polinomios ménicos, ya que sabemos
que un polinomio p(x) € F,[x] es irreductible si y s6lo si lo es el polinomio kp(x), para todo
keF,.

Para los valores de p y n que aparecen en la tabla 11.1 es razonablemente sencillo deducir
los posibles polinomios primos. Para ello, procedemos de forma similar a como lo hariamos
para determinar si un nimero es primo. Claramente, los Unicos polinomios irreductibles de
grado 1 son los que figuran en la tabla. Los polinomios reducibles de grado 2 seran producto
de dos polinomios irreductibles de grado 1; asf tenemos que x-x = x%, x(x +1) =x> +x y
(x-+1)(x+1) = x*> + 1 son los tnicos polinomios reducibles de grado 2 sobre Z, y por tanto
x>+ x+ 1 representa el dnico polinomio irreductible de grado 2 sobre Z,. De hecho, hay cuatro
polinomios de grado 3 que contienen Unicamente factores de grado 1 y dos que contienen
factores de grado 1 y de grado 2. Por tanto, s6lo dos de los ocho posibles polinomios de
grado 3 sobre Z, son irreductibles. En general, es preciso observar que hay p" polinomios
monicos de grado n > 1. Algunos de estos polinomios se obtienen como producto de factores de
grado mds pequefio, pero, de hecho, no existen p" maneras diferentes de combinar polinomios
irreductibles de grado menor que n para obtener uno de grado n.
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Conociendo ya algunos polinomios irreductibles, pasamos a construir los cuerpos corres-
pondientes.

Comenzamos con Fy. Para ello, consideramos en Z[x] la relacién de equivalencia médulo
el tinico polinomio irreductible de grado dos que tenemos, p(x) = x*> +x+ 1. Las clases que se
obtienen quedan representadas por los polinomios {0, 1,x,x+ 1}. Asi,

Lo/ (2 +x+1) = {[0], [1], [x], [x + 1]}

Recordemos que en general la suma y el producto de clases estdn definidos a partir de sus
representantes. Por tanto,

{0, (1], [x], e+ 1]} = {0, 1, [x], [x] + 1}

Si representamos la clase [x] = {x+ (x* +x+ 1)c(x),c(x) € Za[x]} por o, las tablas 11.2'y 11.3
muestran el comportamiento de los elementos del cuerpo Z;[x]/ (x> +x+ 1) respecto de la suma
y el producto.

Tabla 11.2: Tabla de (F4,+)

L+ [ o[ 1 ] o [otl]
0 0 1 a |[o+1
1 1 0 o+ 1 o
o o |o+l1 0 1
o+1||oa+1 o 1 0

Tabla 11.3: Tabla de (F4(ct),-)

L[t [ e Jotl]
1 1 a |o+1
o o |o+1 1
o+1|loa+1 1 o

Es preciso observar que mediante la relacién de equivalencia definida se ha conseguido
tener el producto cerrado en el conjunto de polinomios sobre Z, de grado inferior a 2.
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Es interesante observar también que, en este caso, o es un generador del grupo multipli-
cativo (Z3[x]/(x* +x+1),-) = (F4(c),-), es decir, podemos obtener todos los elementos del
cuerpo salvo el cero, como las 2% — 1 potencias sucesivas de ou:

(23 (® +x+1)} = Fa(o) = {1,000+ 1} = {05, 0, 02}

Es interesante, para facilitar los cdlculos en las tablas de multiplicar, obtener un generador
simple. En general se dice que un generador del grupo multiplicativo del cuerpo es un elemento
primitivo. Cabe observar que este elemento siempre existe (el grupo multiplicativo del cuerpo
es siempre ciclico).

Para construir Fg tenemos dos posibles elecciones para el polinomio irreductible, x* +x+ 1
ox}+x2+1.

En primer lugar, calculamos los 8 polinomios de grado inferior a 3 con coeficientes en Z;:

{0,1,6,x+ 1,5, x* + 1,x* +x,0> +x+ 1}

Observemos que la tabla de sumar se obtiene directamente. Nos centraremos por tanto en la
tabla de multiplicar.

Estd claro que, multiplicando los representantes de cada clase y calculando los restos mo-
dulo x> +x+1 o0 x> + x>+ 1, obtendremos unos representantes moénicos de los elementos de
Zolx] /(x> +x+1) y Zo[x]/(x* + x> + 1) respectivamente. Pero estos célculos en general son
tediosos y es por ello interesante encontrar un elemento primitivo del cuerpo.

Si consideramos Z[x]/(x* +x + 1), por ejemplo, podemos comprobar que las 23 — 1 po-
tencias sucesivas de x dan lugar a toda una familia de representantes del grupo multiplicativo
del cuerpo y, por tanto, del propio cuerpo.

{0,282, 3 x4 X0 0 x"} = {2 x+ L2+ Fx+ 1,3+ 1,1}

Consecuentemente, podemos representar los elementos del cuerpo por las sucesivas potencias
de [x]:

{00 B = ]+ L0 = 2+ ], P = 2+ ]+ L] =2+ 1, [ =1}

Igual que en el ejemplo anterior, la clase de [x], que denotaremos también por ., es un
elemento primitivo del cuerpo que ahora denotamos por Fg(ct). Asi, para construir la tabla 11.4
usaremos las potencias de a. Para encontrar los polinomios correspondientes a las potencias
de o sélo es preciso deshacer los cambios que figuran a la derecha en la tabla 11.4.

Si utilizamos x* +x? + 1 para construir Fg, podemos comprobar, también en este caso, que
a partir de las 2° — 1 potencias sucesivas de x obtenemos toda una familia de representantes de
los elementos del cuerpo diferentes de cero. Pero en este caso las relaciones son las siguientes:

{3, ), 1] = [+ 1], 0% = [ +x+ 1], 0] = e+ 1], 1) = [+, 7] = 1}
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Tabla 11.4: Tabla de (Fg(o),-)

)
w
B
[
=)

‘ H a o o o o o 1 ‘
oo o of o o 1 o« ol =[x]
oo o o o 1 o o o = [x]?
dlot o a® 1 o o o o =[x]+1
oo o 1 o o o o ot = [x]* + [x]
ot 1 a o o} ot o o =+ 1] +1
a1 o o o ot o of o =[x]>+1
1o o o o o af 1 o =1

Igual que en el ejemplo anterior, la clase de [x], que denotaremos ahora por 3, es un elemento
primitivo del cuerpo, denotado por Fg(f3). Y, también igual que antes, construimos la tabla del
producto a partir de las potencias de (3 (Tabla 11.5).

Tabla 11.5: Tabla de (Fg(B),")

|- [B B B BB B 1]
BB B B P B 1 B Bl =[x

]
B8 Bt B B 1 B P B2 = [x?
BBt B B 1 B BB B} =[>+1
ptie B> 1 B p* p B B =[0* + ]+ 1
g 1 B B p B P B> =[]+1

]

B 1 BB B B B B[ BI=LPH
0 R R

Si comparamos las tablas 11.4 y 11.5, vemos que son evidentemente idénticas. Sin em-
bargo, después de substituir en estas tablas las sucesivas potencias por los polinomios corres-
pondientes, las tablas no coinciden. Es fdcil comprobar que B+ 1 es, de hecho, otro elemento
primitivo de x> 4+ x+ 1. Esto quiere decir que existe un isomorfismo ¢ de (Z[x]/(x> +x+ 1)
en (Zyx]/(x® + x> +1)

0: Fg(a) — Fg(B)

tal que (o) =P+ 1.
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Este hecho no es casual. En general, se demuestra que todos los posibles cuerpos de un
mismo orden son isomorfos. De hecho, hemos visto ya que todos los cuerpos de orden p”
tienen sus grupos aditivos isomorfos a ((Z,)",+) y sus grupos multiplicativos son ciclicos de
orden p" — 1. Queda, por tanto, por ver que la estructura del cuerpo no depende del generador
que escogemos ni en particular, entonces, del polinomio irreductible escogido. Por razones
similares a las aludidas cuando plantedbamos la existencia de un polinomio irreductible de
cualquier grado sobre cualquier Z, con p primo, prescindiremos de presentar aqui la demos-
tracion formal sobre la existencia en general de un isomorfismo entre dos cuerpos cualesquiera
del mismo orden y recomendamos, al lector interesado en esta cuestion, la misma bibliografia.

El teorema siguiente recoge de manera concisa el resultado que acabamos de mencionar.

Teorema 11.51. Para cada nimero primo p y para cada nimero natural n, hay un Gnico cuerpo,
salvo isomorfismos, de orden p" llamado cuerpo de Galois, GF(p").

Notas bibliograficas

Aunque la parte introductoria de este capitulo, es decir, la que se refiere a las definiciones
y primeras propiedades de los anillos, se puede encontrar en cualquier libro introductorio de
algebra, nosotros preferimos recomendar, incluso para esta parte, libros de cariz aplicado, ya
que éste serd nuestro Ultimo interés y es conveniente no dispersar los objetivos en cuestiones
extremadamente tedricas. En este sentido el libro de Birkhoff y Bartee [2] puede ser de gran
ayuda. Es interesante tener mas de una referencia, y tanto el libro del Stone [5] como el
de Childs [4] pueden también ser utiles en esta primera parte. Para la dltima parte, la que
corresponde a los cuerpos finitos, recomendamos el libro de Lindl [3], teniendo en cuenta que,
si bien su calidad es indudable, su nivel es superior al de este libro. Para compensar este
desnivel, el libro de Biggs [1] es ideal. También se encuentra explicado este tema a un nivel
intermedio en los otros libros recomendados para la primera parte.
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[5] H. S. Stone. Discrete Mathematical Structures and their Applications, Science Research
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Problemas

1. Demostrar que el producto en un anillo A es conmutativo si y sélo si para todo a,b € A,

(a+b)*=a*+2ab+b*

2. Comprobar que el conjunto de aplicaciones de un anillo A sobre él mismo, F (A), tiene
estructura de anillo con la suma y el producto de aplicaciones, es decir, que para toda
f,g € F (A) y para todo x € A se define:

(f+8)x) = fx)+s)
(fe)x) = fxek)

3. Demostrar, de forma general, que el conjunto de aplicaciones de un conjunto cualquiera
X sobre un anillo A, F (X,A), tiene con las mismas operaciones del ejercicio anterior,
estructura de anillo.

4. Sea (G,+) un grupo abeliano. Demostrar que el conjunto de aplicaciones de G en G con
la suma y la composicién de aplicaciones, (End(G),+,0), es un anillo unitario. ;Tiene
divisores de cero? Estudiar el caso de G = Zy X Z».

5. Demostrar que si un anillo (A # {0}, +,) es unitario, entonces los elementos neutros de
la suma y el producto son diferentes.

6. Un anillo A en el cual todo elemento a € A es independiente de la segunda operacion, es

2

decir, a® = a, se llama anillo de Boole. Demostrar que

(a) A es de caracteristica 2 y es abeliano;

(b) para todo a,b € A se cumple que ab(a+b) =0;
(c) si A es integro, entonces A = {0} o bien A ~ Z;
(d) soélo hay un anillo de Boole de cuatro elementos.

7. SiX es un conjunto cualquiera, demostrar que (P (X),A,N) es un anillo de Boole, con la
llamada diferencia simétrica, /A, como primera operacion. Es decir, para todo C,D C X

CAD=(CUD)—(CND)
8. Consideremos en el producto cartesiano de dos anillos A; y A; las operaciones suma y

producto siguientes:

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +by1,a0+by)
(a1,a2)(b1,b2) (a1b1,a2b7)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Demostrar que (A; X Az, +,-) es un anillo, llamado producto cartesiano.

(b) Estudiar cémo se trasladan la conmutatividad, la integridad y la existencia de uni-
dad de A1 y A2 aA1 X Az.

. El conjunto de elementos de un anillo A que conmutan con todos los elementos de A

Z(A)={x€A|xa=ax,Ya €A}
se llama centro de A. Demostrar que es un subanillo de A.

Dado un anillo unitario A y un elemento a € A, demostrar que la aplicacién ¢ : A — A

1

definida por ¢(x) = axa™" es un automorfismo de A.

Demostrar que el conjunto de elementos invertibles de un anillo unitario A
UA)={ucA|TacAau=ua=1}

es un subgrupo del grupo multiplicativo A*. Calcular U(Z), U (Z3), U(Z¢) y en general
U(Zy).

Demostrar que la imagen homomorfica de un cuerpo es un cuerpo.

Dado un cuerpo K, demostrar que la aplicacion f: K — K tal que f(k) = k” es un
automorfismo si K tiene caracteristica p.

Dado un subconjunto propio Y de un anillo A, consideremos el llamado anulador por la
izquierda de Y. Este es el conjunto X de elementos de A tal que

XY)={x€A|xy=0,VyeY}
Demostrar que es un ideal por la izquierda de A.

Si A es un anillo unitario, consideremos el producto cartesiano Z X A con las operaciones
siguientes:

(n,a)+ (m,b) = (n+m,a+Db)
(n,a)(m,b) = (nm,nb+ ma+ ab)

(a) Demostrar que Z X A es un anillo unitario.

(b) Demostrar que {0} X A es un ideal bilateral de Z x A.

Dar ejemplos de polinomios a(x) y b(x) de Zg[x] tales que gr(ab) < gr(a)+ gr(b). {Hay
polinomios con estas condiciones en Zs[x]? ;Por qué?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Comprobar que en Z[x] la igualdad siguiente es cierta:
(x+1)(x+11) = (x+7)(x+5)
(Es cierta también en Z3[x]? ;Por qué?
Encontrar un polinomio a(x) € Z,[x] no nulo tal que su funcién polinémica a(x) sea nula.

Demostrar que en Z,[x] (p es primo) los polinomios

alx) = xf
b(x) = «x

definen la misma funcién polinémica.

(Se puede efectuar la divisi6 euclidea en Z[x] de

a(x) = 5% +2x—1
b(x) = x*>=3x+117?

Por qué?
Sean a(x),b(x) € K[x] dos polinomios primos entre si. Demostrar que
a(x)|b(x)e(x) = a(x)c(x)
Comprobar que (x+ 1)* = x> + 1 en Z3[x]. Encontrar para qué valores de 7 es cierto en

Zy|x] que

(x+D)"=x"+1

Sea a(x) € Z,[x]. Demostrar que, en general, si p es primo, entonces se cumple

(@) (a(x))? =a(x")
(b) (a(x))”" =a(x")

Demostrar que los polinomios a(x) = x> + 1y b(x) = 2x son polinomios primos entre s
en Z[x]. Deducir que Z[x] no es principal.

Demostrar que en Z[x] el ideal generado por x> + 1 es primo pero no es maximal. ;Por
qué?

Factorizar 3x> 4+ 2x — 1 en Qx], Z3[x] y ZIx].

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



11 Anillos y cuerpos 287

27.

28.

29.

30.

Encontrar un polinomio irreductible de grado tres en Zs|x].

Demostrar que ax> + bx + ¢ es irreductible en Z »x] (p es primo), si y sélo si b? —4ac no
es un cuadrado en Z,,.

Demostrar que el grupo aditivo de Fg no es ciclico.

Construir dos representaciones de Fg y comprobar que son isomérficas.
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Capitulo 12
Estructuras combinatorias

1. Disefios combinatorios
2. Geometrias finitas
3. Cuadrados latinos

Las estructuras combinatorias estudian de manera sistemdtica la seleccion de objetos segin
unas reglas especificas, o bien, de forma equivalente, las relaciones de incidencia entre deter-
minados objetos y ciertos subconjuntos de estos objetos. La construccidon de estas estructuras
depende en gran medida de las estructuras algebraicas que se han descrito en los capitulos ante-
riores, aunque estan relacionadas también con otras ramas de la matematica, como por ejemplo
la teorfa de niimeros o las geometrias finitas entre otros.

Este capitulo pretende dar una visién general sobre estas estructuras, y dedica una aten-
cién especial a algunas de ellas como ejemplos ilustrativos importantes. La primera seccién
estd dedicada a introducir los disefios combinatorios como modelos generales de estructuras
combinatorias. En la segunda seccién se introducen las geometrias finitas y se particulariza el
estudio en los planos proyectivos y los planos afines como modelos geométricos de ciertos di-
seflos combinatorios. El capitulo finaliza con el estudio de los cuadrados latinos como modelo
combinatorio util para contrastar diferentes aspectos de un mismo fenémeno.

12.1 Disenos combinatorios

Un disefio combinatorio es un par D = (V,B) formado por un conjunto de elementos V =
{x1,x2,... ,x,}, llamado conjunto de variedades, y una familia de subconjuntos de estas varie-
dades B = {B;,B; C V'}, llamados bloques del disefio.
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El ndmero de variedades de un disefio D se denota por |V | = v y el ndmero de sus bloques
por b = |B|.

Un disefio es, entonces, un sistema general de incidencia que nos dice cudndo un elemento
(variedad) x; € V estd en un determinado subconjunto (bloque) B; € B. Una forma qtil y
sencilla de representar el sistema es a partir de lo que se llama su matriz de incidencia.

1, SixiEBj

A = (@)oo, “"1:{0 six; ¢ Bj
) i J

Por ejemplo,

=

Il
o = O O O
o = O O O
S = O = O
O = = = O

corresponde a la matriz de incidencia de un disefio D = (V,B), con conjunto de variedades
V ={1,2,3,4,5} y conjunto de bloques:

B= {{4}, {4}a {274}v {2a374}}

Observar que se admite la posibilidad que B tenga bloques repetidos. Cuando éste no es el
caso, se dice que el disefio es simple.

Se dice que dos disefios D = (V,B) y DE = (V',B’) son isomorfos si se puede obtener
uno del otro reordenando variedades o bloques. Es decir, sus matrices de incidencia, A y
A’, se obtienen una de la otra intercambiando filas (variedades) o columnas (bloques). Mads
concretamente, D es isomorfo a D’ si existen matrices de permutaciones Py Q (de dimensiones
v X vy b x b respectivamente) tales que,

A = PAQ

Por ejemplo, el disefio D’ que tiene por matriz de incidencia

Al =

—_—_—= O O
- O O O
- o O O O
- o O O O
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es isomorfo al disefio D descrito anteriormente, ya que existen dos matrices de permutaciones
Py Q tales que:

1 0000 0000 00 0 1
00001 0011 00 1 0
A=[00100 0 001 OloozPAQ
01000 1111 L 00 0

00010 0000

Esto corresponde a intercambiar las variedades y los bloques segtin las biyecciones siguientes:

/

X1 — X1 =X]
N ’ B, — B4:Bll

X2 X4 = X2
N ’ B, — B3:B12

X3 X3 =X3
N ’ By — B2:BI3

X4 X5 =X 4
/ By — B]ZBI4

X5 — Xp=Xj5

Hay diversas maneras de utilizar un disefio D = (V, B) para construir otros disefios relacio-
nados con él. Quiz4d la més sencilla de todas es la que corresponde al llamado disefio dual, en
el cual las funciones de las variedades y de los bloques se intercambian. De forma mds precisa,
si denotamos el disefio dual de D = (V,B) por

DT =T ,B")=(B,V)

entonces cada variedad x € V corresponde a un bloque de B y cada bloque B € B corresponde
a una variedad de V7. Las incidencias en D7 vienen dadas por la regla siguiente: una variedad
B e VT estden el bloque x € BT siysélosix €V esdeBcB.

Por ejemplo, dado el disefio D = (V,B), con V = {1,2,3,4,5,6} y el conjunto B formado
por los bloques:

By =1{1,2,3} Bs={2,4,5}
By=1{1,4,5} Be=1{2,4,6}
By =1{1,2,6} B;={3,4,5}
B, =1{1,3,6} Bg={3,56}

su disefio dual DT = (VT BT) tiene como conjunto de variedades V! = {1,2,3,4,5,6,7,8} y
como conjunto de bloques B” el formado por

31:{1727374} B4:{2757677}
32:{1737576} 35:{2757778}
B3 ={1,4,7,8} Bs={3,4,6,8}
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A partir de la definicién esta claro que el disefio dual del disefio dual es el propio disefio,
(DT)" =D. Se puede demostrar como ejercicio la relacién entre las matrices de incidencia de
un disefio y su dual:

Proposiciéon 12.1. Si A es la matriz de incidencia de un disefio D, entonces la matriz trans-
puesta AT es la matriz de incidencia del disefio dual D7

A partir de un disefio D = (V,B) también se puede definir la estructura que se obtiene al
reemplazar cada bloque B; € B por su complemento B; =V \ B;. De esta manera se obtiene
otro disefio sobre el mismo conjunto de variedades con el mismo nimero de bloques, llamado
diseiio complementario de D y que denotaremos por

D= (V,B)=(v,B)

Por ejemplo, la matriz

2

Il
— O =
— O =
— O = OO =
- o O O =

es la matriz de incidencia del disefio complementario del primer disefio considerado. Los
respectivos conjuntos de bloques figuran a continuacion:

B = {{4}7{4}7{254}7{27354}}
B = {{1,2,3,5},{1,2,3,5},{1,3,5},{1,5}}

Diseiios regulares

El estudio sistemdtico de estas estructuras hace necesaria la consideracion de ciertas restriccio-
nes sobre las relaciones de incidencia. Las mds bdsicas son las que figuran a continuacién y
caracterizan los disefos que las cumplen.

Se dice que un disefio D = (V,B) es

a) incompleto si existe algin bloque B; € B tal que, |B;| < v;
b) uniforme si cada bloque tiene el mismo ndmero (k) de variedades;

c¢) regular si cada variedad pertenece al mismo niimero (r) de bloques.
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Es fécil comprobar que los subconjuntos de V = {1,2,3,4,5,6}

By ={1,2,3} Bs=1{2,4,5}
By={1,4,5} Be=1{2,4,6}
Bs={1,2,6} B;=1{3,4,5}
By={1,3,6} Bs=1{3,56}

constituyen los bloques de un disefio que cumple estas condiciones.
Estas restricciones en las relaciones de un disefio se traducen en la correspondiente matriz
de incidencia en las condiciones siguientes:

a) existe alguna columna con algtn O;
b) cada columna tiene el mismo nimero (k) de 1;
¢) cada fila tiene el mismo nimero (r) de 1.

La matriz de incidencia del diseflo anterior es:

11110000
10101100
A 10010011
01001110
01 001011
00110101

Ejercicio 12.2. Demostrar que si A € M,,(Z;) es la matriz de incidencia de un disefio uni-
forme y regular, entonces, si J,, denota la matriz n X n con todos los términos iguales a 1, se
cumple:

b) JJA =kJ,xp
c) AJp =rJyxp

Estas fueron las condiciones que propuso R. A. Fisher en 1940 para obtener un buen mo-
delo estadistico para comparar diferentes marcas de un mismo producto. En este caso, un
determinado nimero de personas, b, tiene que probar v marcas de un determinado producto de
manera que cada persona tiene que probar el mismo nimero, k, de marcas y cada marca tiene
que ser probada por el mismo ndmero, r, de personas. Estd claro que si cada persona prueba
todas las marcas, entonces el problema tiene solucion, considerando, por ejemplo, la relacién
de pardmetros, b = v = k = r. Pero esta solucién es demasiado costosa y es conveniente buscar
otras con k < .
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Esta seccién la dedicaremos al estudio de este tipo de estructuras, a las que nos referire-
mos como disefios regulares, o directamente como disefios, e indicaremos sus pardmetros con
(v,k,r). El ndmero de bloques de un (v,k,r) disefio no es arbitrario. Es inmediato comprobar
que si existe un disefio regular, sus pardmetros tienen que cumplir la relacién siguiente:

Proposicion 12.3. En todo disefio regular de pardmetros (v, k,r) se cumple:

bk=rv

Demostracion. Es suficiente observar que el nimero (n) de incidencias se puede contar de dos
maneras diferentes:

1. n = bk, ya que hay b bloques con k variedades;
2. n=rv, ya que cada variedad pertenece a r bloques.

g

Ejercicio 12.4. Demostrar que si una matriz A € M, ;,(Z,) cumple las condiciones del ejerci-
cio 12.2, entonces A es la matriz de incidencia de un disefio regular con parametros (v,k,r).

t-disenos

Se puede aumentar la regularidad de un disefio exigiendo que cada z-subconjunto de variedades,
donde 1 <1 < k < v, esté contenido en el mismo nimero (L) de bloques. En este caso, el sistema
correspondiente se llama z-diserio y se denota por

t-(V,k, )")

Los disefios regulares son por tanto 1-disefios, tomando t = 1 y A = r. La proposicién 12.3
se puede obtener también como caso particular del teorema siguiente, que nos dice cudl es la
relacién que tienen que mantener los pardmetros de cualquier #-disefio. Su demostracion es
también una generalizacion del razonamiento utilizado en el caso de disefios regulares.

Teorema 12.5. El nimero de bloques de un ¢-(v,k,A) disefio es

0
"M
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Demostracion. Sea (V,B) un t-(v,k,\) disefio. Para obtener el resultado contaremos de dos
maneras diferentes el nimero de pares (7, B), donde T es un ¢-subconjunto de V 'y B € B es un
bloque que contiene el subconjunto 7.

El ndmero de t-subconjuntos contenidos en un bloque es (lt‘) y por tanto hay b(lt‘) de estos
pares. Por otra parte, (f) es el nimero de z-subconjuntos de V y A es el nimero de bloques que
contienen 7'y por tanto el nimero de pares (T, B) es también A(}). O

Esta condicién, contrariamente al caso de los 1-disefios, no es suficiente para la existencia
del disefio correspondiente. Por ejemplo, se ha demostrado la no existencia de ningtn disefio
con parametros 2-(43,7,1) o 10-(16,72,1). Es necesario, por tanto, encontrar recursos que
faciliten la obtencién en general de 7-disefios, o al menos, que nos aseguren su no existencia.

Siguiendo el mismo tipo de razonamiento, se puede generalizar el resultado anterior:

Teorema 12.6. El nimero de bloques, Ay, de un z-(v, k,,) diseflo que contienen un determina-
do s-subconjunto S C V, con s < t, es

Demostracion. Sea (V,B) un 7-(v,k,A) disefio. Contemos ahora de dos maneras diferentes
el nimero de pares (7,B), donde T es un 7-subconjunto de V que contiene un determinado
s-subconjunto S, y B € B es un bloque que contiene 7.

El nimero de z-subconjuntos que contienen S y estdn contenidos en un determinado blo-
k—s
t—s
t-subconjuntos que contienen S es (

que es ( ), y el nimero de bloques que contienen S es A,. Por otra parte, el nimero de
V—s

t—s

}\‘S<k—s> :xt<v—s>
r—s r—s

), y el ndmero de veces (bloques) que aparece cada
t-subconjunto es A,. De donde:

O

Observemos que el valor Ay, obtenido en el teorema anterior, no depende del conjunto S
que se ha considerado: todos los subconjuntos de tamafo s estin contenidos en A, bloques.
Como consecuencia inmediata deducimos que un ¢-disefio tiene que ser también un s-disefio
paral < s <t

Corolario 12.7. Todo r-disefio es también un s-disefio, para todo 1 < s < 7.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



296 MATEMATICA DISCRETA

Por ejemplo, los subconjuntos de {1,2,3,4,5,6,7,8}

{1,2,3,5} {2,3,4,7}
{1,2,4,8} {2,3,6,8}
{1,2,6,7} {2,4,5,6}
{1,3,4,6} {2,5,7,8}
{1,3,7,8} {3,4,5,8}
{1,4,5,7} {3,5,6,7}
{1,5,6,8} {4,6,7,8}

constituyen los bloques de un 3-(8,4,1) disefio , ya que, como es fécil comprobar, cualquier
3-subconjunto aparece una tnica vez. Es facil comprobar también que cualquier 2-subconjunto
aparece en tres bloques diferentes, por ejemplo el par {1,3} aparece en los bloques {1,2,3,5},
{1,3,4,6} y {1,3,7,8}. Asi, estos bloques son también bloques de un 2-(8,4,3) disefio y
también de un 1-(8,4,7) disefio. Es inmediato comprobar, sin embargo, que no constituyen un
4-disefio, ya que no aparece, por ejemplo, el 4-subconjunto {1,2,3,4}.

A causa de la dificultad que supone la construccion de un ¢-disefio en general, es interesante
como minimo poder obtener algunos disefios a partir de otros conocidos. En este sentido, el
teorema anterior (12.6) nos proporciona también un recurso qtil.

Dado un ¢-disefio D = (V,B) y un s-subconjunto S de V, con s < ¢, se define lo que llama-
remos disefio s-derivado de D respecto de S'y que denotaremos por

Ds = (Vs,Bs)
donde Vs =V \ Sy
BS = {Bi\S,Bi €B ISCBi}

Es decir, un disefio s-derivado es el que se obtiene de un ¢-disefio suprimiendo s < ¢ variedades
de V y de cada uno de los bloques de D que contienen cada una de estas s variedades. Si
S s6lo tiene un elemento, entonces se dice que Dy es una contraccion de D respecto del 1-
subconjunto S.

Por ejemplo, los disefios s-derivados del disefio 3-(8,4,1) descrito anteriormente son los
disenos 2-(7,3,1) yel 1-(6,2,1), que figuran a continuacién y que se obtienen suprimiendo de
3-(8,4,1) los subconjuntos S = {8} y § = {7,8} respectivamente.

{1,2,4}, {2,3,6}, {1,3,7}, {2,5,7}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,6,7}
{1,3}, {2,5}, {4,6}

Cabe observar que 2-(7,3,1) es una contraccién de 3-(8,4,1).
Es inmediato comprobar, como consecuencia del teorema 12.6, que Dg es efectivamente
un ¢-disefio con los pardmetros que figuran a continuacion.
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Corolario 12.8. Si existe un 7-(v,k,A) disefo, existe también el disefio s-derivado con parame-
tros (1 —s)-(v—s,k—s,\), paratodo 1 < s < 1.

En el mismo sentido se puede definir lo que llamaremos disefio s-residual de un ¢-disefio,
D = (V,B) respecto de un s-subcunjunto S de V, con s < t,

DS = (v5,B%)
donde VS =V \Sy
BS={B;cB:B,NS=0}

Es decir, un disefio s-residual es el que se obtiene de un 7-disefio suprimiendo un subconjunto
de cardinal inferior a ¢ del conjunto de variedades V y como bloques se consideran los del
disefio original que no contienen ningtin elemento de este subconjunto.

Por ejemplo, los disefios s-residuales que se obtienen del disefio 3-(8,4, 1) descrito ante-
riormente suprimiendo del conjunto de variedades los subconjuntos S = {8} y S = {7,8} son
respectivamente los que figuran a continuacion:

{1,2,3,5}, {1,2,6,7}, {1,3,4,6}, {1,4,5,7}, {2,3,4,7}, {2,4,5,6}, {3,5,6,7}
{1727375}7 {1737476}7 {2747576}

Cabe observar que a diferencia de los disefios s-derivados, los disefios s-residuales tienen todos
la misma uniformidad, es decir, los bloques que se obtienen son todos del mismo tamaifio que
los originales.

La proposicién siguiente permite deducir que esta construccidon proporciona efectivamente
un nuevo #-disefo.

Proposicion 12.9. El nimero de bloques de un #-(v,k,A;) disefio que no contienen ninguna
variedad de un determinado s-subconjunto S C V, con s < ¢, es

v—s
_o )
A =N ¢
k—t
Teorema 12.10. Si existe un 7-(v,k, A) disefio, existe también el disefio s-residual con pardme-
tros (1 —s)-(v —s,k,u), paratodo 1 < s < t.
Ejercicio 12.11. Demostrar el teorema 12.10 usando la proposicién 12.9.

Se puede demostrar sin excesiva dificultad que el disefio complementario de un #-disefio es
también un 7-disefio. Al final de esta seccion se deducirdn los pardmetros del complementario
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de un 2-disefio. Usando el mismo tipo de razonamiento, se pueden deducir los pardmetros del
complementario de un ¢-disefio en general.

Desgraciadamente no existen resultados generales que faciliten la obtencién de 7-disefios.
Un breve repaso histdrico dard una idea de la dificultad del problema y de su estado actual.

Es preciso mencionar que, para t > 4, se conocen muy pocos ¢-disefios. Por ejemplo, no
fue hasta 1976 que se obtuvieron los primeros 5-disefios de pardmetros

5-(12,6,1), 5-(24,6,1), 5-(28,6,1), 5-(48,6,1), 5-(84,6,1)

En 1978, W. Mills construy6 un 5-(72,6,1) disefio y desde entonces hasta 1986, en que D.
Kreher y S. Radziszowski encontraron el primer 6-disefio, 6-(14,7,4), no se obtuvo nada nue-
vo. De hecho, los especialistas en el tema conjeturaban la no existencia de tales disefios. Fue
L. Teirlinck, en el afio 1987, quien contradijo esta sospecha demostrando la existencia de un
t-disefo para cualquier valor de ¢. Pero los disefios que se obtienen a partir de su demostra-
cidn tienen unos pardmetros extraordinariamente grandes y, por tanto, la obtencion de ejemplos
pequeiios es ain un problema abierto.

Dentro de la clasificacién general de los ¢-disefios hay, sin embargo, dos casos especial-
mente importantes de los cuales es mas ficil obtener informacién. Estos son, de hecho, los
que dieron origen a esta teoria de disefios y que estdn relacionados, cronolégicamente hablan-
do, con problemas geométricos surgidos en el siglo pasado (J. Steiner, 1844) y con problemas
estadisticos tratados en este siglo (R. A. Fisher, 1940):

1. Los llamados sistemas de Steiner son t-disefios en los cuales A = 1 y se denotan habi-
tualmente por

S(t,k,v)

2. Los llamados BIBD (abreviacién de su denominacién inglesa Balanced Incomplete Block
Design) son 2-disefios, es decir, ¢t = 2. En este caso se dice que A es el pardmetro que
mide el equilibrio del disefio y el 2-disefio correspondiente se llama equilibrado y se
denota normalmente por

(v,b,r,k,\)-BIBD

(Existen disefios para cualquier valor de estos pardmetros? La respuesta a esta cuestién no
es hoy en dia aun del todo satisfactoria, como veremos a continuacién.

Sistemas de Steiner

Cualquier sistema de Steiner, ademds de las condiciones generales como z-disefio, cumple la
condicién adicional siguiente:
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Teorema 12.12. En cualquier sistema de Steiner, S(¢,k,v), se cumple:
v (t+1)(k—r1+1)

Demostracion. Sea (V,B) un S(¢,v,k) disefio. En primer lugar, observemos que en cualquier
sistema de Steiner dos bloques diferentes tienen como maximo (¢ — 1) variedades en comun.

Observemos también que debe existir algin (z + 1)-subconjunto que no esté en ningin
bloque. Sea X alguno de estos (7 + 1)-subconjuntos.

Para cada uno de los (7 + 1) 7-subconjuntos 7 C X de V, existe un unico bloque, By € B,
que contiene 7. Cada uno de estos By bloques contiene k — ¢ variedades que no son de X y
cada variedad de V \ X esta contenida como maximo en uno de estos By bloques, ya que estos
Br bloques tienen siempre ¢ — 1 variedades de X en comun.

Deducimos, por tanto, que la unién de todos estos By bloques contiene

v |UBr|=|X|+ Y |Br\X|=(+1)+ (t+1)(k—1)
TCX
variedades, como querfamos demostrar. U

Como consecuencia de este teorema podemos deducir, por ejemplo, la no existencia del
10-disefio que hemos mencionado anteriormente, S(10,16,72), ya que 72 < 11-7.

Los sistemas de Steiner mds conocidos y mds sencillos son los llamados sistemas triples
de Steiner constituidos por bloques de tamafio tres, es decir, S(2,3,v) y que habitualmente se
denotan por

STS(v)
Como ejemplo consideremos STS(9), que tiene por bloques los que figuran a continuacion:

{1,2,3} {2,4,8}
{1,4,7} {2,5,9}
{1,5,8} {2,6,7}
{1,6,9} {3,4,9}
{4,5,6} {3,5,7}
{7,8,9} {3,6,8}

Como consecuencia del teorema 12.5, el nimero de friplos (bloques) de un sistema triple de
Steiner es b =v(v—1)/6 y ésta es por tanto una condicién sencilla para deducir la no existencia
de un S(2,3,v). Por ejemplo, no existe ningtin S(2,3,8). Esta expresion nos permite deducir
también que el sistema triple de Steiner mds pequefio es el STS(7) descrito a continuacion:

{1,2,4} {2,3,5}
{1,3,7} {2,6,7}
{1,5,6} {3,4,6}

{4,5,7}
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Proposicion 12.13. El nimero de bloques en un sistema triple de Steiner, STS(v) es
b=v(v-1)/6
Ejercicio 12.14. Demostrar que no existe ningdn STS(v) para valores de v =4,5,6.

Los 2-sistemas de Steiner son un caso particular de BIBD y los trataremos en el apartado
siguiente. Un ejemplo de 3-sistema de Steiner estd descrito en 12.1. Los sistemes de Steiner
mds interesantes son los que corresponden a valores de ¢ > 3 y son también los de m4s dificil
obtencion. Por ejemplo, para ¢ > 4, Ginicamente se conocen las contracciones de los 5-disefios
mencionados anteriormente (12.1):

S(4,5,11), S(4,5,23), S(4,5,27), S(4,5,47), S(4,5,83)

BIBD

Si centramos ahora la atencién en los 2-disefios (BIBD), el problema en general de su obtencién
es también un problema abierto, pero en este caso hay mds resultados parciales y de mas fécil
tratamiento, como veremos a continuacion.

En primer lugar sabemos que en cualquier 2-(v,k,A) disefio se cumple:

1. bk=vr
2. r(k—=1)=A(v—1)

La primera de estas condiciones es consecuencia de la regularidad del disefio y la segunda se
obtiene del teorema 12.6 tomando s = 1.

Estas condiciones necesarias, sin embargo, sabemos también que no son suficientes. En
particular, no existe ningtn (43,7, 1)-BIBD.

El siguiente teorema, conocido como desigualdad de Fisher, proporciona una condicién
muy sencilla para la no existencia de BIBD. Este resultado se obtiene teniendo en cuenta el
comportamiento de las matrices de incidencia de estos disefios.

Proposicion 12.15. Si A es la matriz de incidencia de un (v,b,r,k,A)-BIBD, entonces
AAT = (r= NI+

Demostracion.

b b
AAT — Ci = Zh:l a,'zh = Zh:1 ajp =7r
- (Cij)VXV7 _ b _ }\'
Cij = Dp_1GinQjn =
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Observar que los elementos de la diagonal de AA” son todos iguales a r como consecuencia de
la regularidad del disefio, y el resto son todos iguales a A como consecuencia de su equilibrio.
Asi,

r Ao A
AT Aor A
A r

O

Teorema 12.16. El nimero b de bloques de un (v,b,r,k,A)-BIBD es como minimo igual al
nimero v de variedades:

b>v

Demostracion. Calculamos de forma inmediata el determinante de AA”, restando la primera
fila de las otras filas y sumando a la primera columna la suma del resto de columnas, para

obtener
(rE=DA) A A
AAT| = " N T = et - -
0 0

Usando la condicién que proporciona el equilibrio del disefio y teniendo en cuenta que r > A,
deducimos que

IAAT | = (r+ (k= 1)) (r=A)" =rk(r=2)""1#0
Finalmente, se obtiene el resultado teniendo en cuenta que
v = rang(AAT) < rangA < min(v,b)
O

Si se considera el caso limite de la desigualdad de Fisher, es decir, igual nimero de bloques
que de variedades, se obtienen los llamados disefios simétricos, que se denotan habitualmente
por

(v,k,)-SD
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De la igualdad bk = vr, deducimos que en un disefio simétrico, k = r.

El ejemplo mds pequefio y también mas conocido de disefio simétrico es el (7,3,1)-SD,
que ya hemos considerado anteriormente como sistema triple de Steiner y que trataremos de
nuevo en la seccién siguiente como ejemplo importante de geometria finita.

La simetria de los disefios es una caracteristica que se pierde con facilidad cuando se mani-
pulan estos disefios para obtener otros. Por ejemplo, el dual de un disefio simétrico no siempre
es simétrico.

Ejercicio 12.17. Buscar un ejemplo de un disefio simétrico tal que su dual no lo sea.

Es facil comprobar, sin embargo, que el disefio complementario de un disefio simétrico es
también simétrico.

Proposicion 12.18. El disefio complementario de un disefio simétrico (v,k,A)-SD es también
un disefio simétrico de parametros (v,v —k,b —2r+A)-SD, si b—2r+A > 0.

Demostracion. Sea D = (V,B) un disefio simétrico de pardmetros (v,k,A)-SD. Es inmediato
comprobar, a partir de la definicién, que el disefio complementario D = (V,B) cumple |V| =,
|B| =b=vy que todo B € B tiene cardinal |B| = v — k.

El pardmetro de equilibrio de D, A, se obtiene descontando del niimero de bloques b de B
aquellos que contienen una determinada pareja {x,y} de V, A, y también aquellos bloques que
s6lo contienen alguno de los elementos x o y, r. Tenemos, por tanto:

A=b—-2(r—A)—A=b—-2r+Ax
U

Como ejemplo, el disefio (7,4,2)-SD que figura a continuacién es complementario del
(7,3, 1)-SD descrito anteriormente como sistema triple de Steiner.

{3,5,6,7} {1,4,6,7}
{2,4,5,6} {1,3,4,5}
{2,3,4,7} {1,2,5,7}

{1,2,3,6}

Se pueden obtener 2-disefios de dos maneras especiales a partir de disefios simétricos, con-
siderando en los dos casos como punto de referencia un bloque del disefio original. Estas cons-
trucciones aparecen como generalizaciones de ciertas construcciones geométricas que veremos
en la préxima seccién. La denominacion de estas construcciones puede llevar a confusion, ya
que son similares a otras introducidas por #-disefios.
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Dado un disefio simétrico D = (V,B), se define el disefio derivado de D respecto de un
bloque B € B,

Dg = (V3,Bp)

como el disefio que tiene por conjunto de variedades el propio B, Vg = B y como conjunto de
bloques el que se obtiene de intersectar todos los otros bloques de B con el propio B:

B = {BiﬂB, B; € B \B}

Si consideramos el disefio (15,7,3)-SD, con conjunto de bloques

B, = {1,2,3,4,5,6,7} Bs = {2,4,6,8,10,12,14}
B, = {1,2,3,8,9,10,11} By = {2,4,6,9,11,13,15}
By = {1,2,3,12,13,14,15} By = {2,5,7,8,10,13,15}
B, = {1,4,58,9,12,13} B = {2,5,7,9,11,12,14}
Bs = {1,4,5,10,11,14,15} B, = {3,4,7,8,11,12,15}
Be = {1,6,7,8,9,14,15} Bis = {3,4,7,9,10,13,14}
B; = {1,6,7,10,11,12,13} B = {3,5,6,8,11,13,14}

Bis = {3,5,6,9,10,12,15}

su disefio derivado respecto el bloque B; es el disefio que tiene como conjunto de variedades
Vg =B ={1,2,3,4,5,6,7} y tiene por bloques

B, = {1,2,3} By = {2,4,6}
B, = {1,2,3} By = {2,5,7}
By = {1,4,5} By = {2,5,7}
B, = {1,4,5} B = {3,4,7}
Bs = {1,6,7} B, = {3,4,7}
By = {1,6,7} Bz = {3,5,6}
B; = {2,4,6} By = {3,5,6}

Comprobar que identificando los bloques iguales el disefio que se obtiene es isomorfo al diseio
simétrico (7,3,1)-SD.
Se define también el residual de D respecto de un bloque B € B,
D2 = (vB,B?)

como el disefio que tiene por conjunto de variedades el que se obtiene suprimiendo B de V,
VB =V \ By como conjunto de bloques el que se obtiene suprimiendo los elementos de B de
todos los otros bloques:

B = {B;\B, B;c B\B}

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



304 MATEMATICA DISCRETA

Como ejemplo, consideremos el disefio residual del disefio (7,3, 1)-SD respecto del bloque
B ={3,4,6}. Asi tenemos VZ = {1,2,5,7} y como conjunto de bloques se obtiene

BY = {{1,2},{2,5},{5,7},{5,1},{7.2},{7,1}}

Se puede comprobar sin dificuldad que en los dos casos se obtienen BIBD con los pardme-
tros que figuran a continuacion:

Proposicion 12.19. Dado un disefio simétrico de pardmetros (v,k,A)-SD, su disefio derivado
tiene parametros (k,v —1,k—1,A,A— 1)-BIBD.

Proposicion 12.20. Dado un disefio simétrico de pardmetros (v,k,A)-SD, su disefio residual
tiene parametros (v — k,v— 1,k,k —A,A)-BIBD.

Los disefos simétricos constituyen la clase mas estudiada de disefios. En particular cum-
plen una condicién muy simple respecto de lo que se llama orden del disefio, que se define
como k — A. Esta condicién fue obtenida por Bruch, Ryser y Chowla en 1950 y se conoce
directamente como la condicién BRC.

Teorema 12.21. Si el nimero v de variedades de un (v,k,A)-SD es par, entonces el orden del
disefio, k — A, es un cuadrado.

Demostracion. La matriz de incidencia del disefio (v,k,A)-SD es cuadrada y entonces
AAT| = AP = (4 = DR (=)™ =K k=)
por tanto, (k —A)"~! debe ser un cuadrado. Si v es par, entonces k — A es un cuadrado. O

Los mismos autores obtuvieron también una condicién necesaria para la existencia de un
disefio simétrico con un nimero impar de variedades. La demostracion en este caso es mds
complicada y usa resultados de teorfa de nimeros que no tienen cabida en este libro.

Teorema 12.22. Si el nimero v de variedades de un (v,k,A)-SD es impar, entonces existen tres
ndmeros enteros x, Y, z tales que

2 = (k=M% + (=1) D722

No se conoce ningtin conjunto de pardmetros que cumpla las condiciones de los teore-
mas 12.21 o0 12.22 para el cual no exista el disefio simétrico correspondiente. Pero la suficien-
cia de este resultado es aiin un problema abierto. Por ejemplo, no se ha podido determinar la
existencia de un disefio de pardmetros (111,11, 1)-SD.
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12.2 Geometrias finitas

Una geometria finita es un sistema particular de incidencia en el cual, a partir de una determina-
da axiomatica, se define una cierta familia de subconjuntos de un conjunto finito de elementos
llamados puntos. En particular, una geometria finita es un disefio combinatorio en el que se
consideran las variedades como puntos.

En funcién de la axiomdtica definida aparecen diferentes estructuras geométricas. Unas
de las més sencillas son las llamadas geometrias lineales finitas, en las cuales la axiomética
se refiere a propiedades que deben cumplir ciertos subconjuntos de puntos llamados lineas o
rectas. Asi, si P={pi,p2,...,py} representa un conjunto de puntos, el conjunto de lineas serd
un determinado subconjunto de las partes de P, L = {l,l,,... Iy} C P (P) y la correspondiente
geometria se representa por

G=(PL)

El nimero de puntos de una linea / € L lo notaremos por |I| = |{p € P,p € I}|. Como
veremos a continuacion, es util considerar el conjunto de lineas que contienen un determinado
punto p. Representamos este conjunto por L, = {/ € L | p € I}.

De hecho son las geometrias casi-lineales las que tienen la axiomatica mas simple:

QL0 Paratodo!/ €L,

I|>2
QL1 Paratodo p,q € P, |L,NL,| <1

El primero de estos axiomas no es propio de estas geometrias, sino que lo comparten todas
las geometrias finitas no triviales. El segundo es por tanto el que las caracteriza y asegura que
dos puntos cualesquiera estdn como médximo en una linea. Siimponemos que haya exactamente
una linea que los contenga, obtenemos la axiomdtica propia de una geometria lineal finita:

L0 Paratodo/ € L,|l| >2

L1 Paratodo p,g € P, |L,NL,| =1

Planos proyectivos

La geometria proyectiva tiene sus origenes en el siglo IV (Pappus de Alejandria) pero no fue
hasta el siglo XVI, mediante los pintores flamencos, que se le dio importancia, y atin se demo-
16 tres siglos més para hacer sistemdtico y riguroso su estudio (Boole, Cayley, Sylvester, siglo
XIX). La version finita de las geometrias proyectivas tiene miltiples aplicaciones en combina-
toria relacionadas con la construccién de ciertos disefios simétricos y también con la obtencién
de lo que se llaman cuadrados latinos, que estudiaremos en la préxima seccion.
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Afiadiendo condiciones a las descritas anteriormente para geometrias lineales, se obtienen
tipos especiales de geometrias lineales finitas. En particular si se considera que dos lineas
diferentes siempre tienen un Gnico punto en comun, y que existen como minimo cuatro puntos
no colineales tres a tres (esto, como veremos, evita casos triviales), se obtiene lo que se llama
plano proyectivo finito. Asi, un plano proyectivo es una geometria lineal finita que cumple los
axiomas siguientes:

PO Paratodol/ €L,

I|>2
P1 Paratodo p,q€ P, |L,NL,| =1
P2 Paratodo [,I' € L, |INl'| =1

P3 Existen p,q,s,t € P, no colineales tres a tres

Observar que en un plano proyectivo todas las rectas se cortan, de manera que no se satis-
face el axioma de Euclides, que afirma que por un punto exterior a una recta pasa una unica
paralela.

El plano proyectivo mds pequefio es el plano de Fano que aparece en la figura 12.1.

Figura 12.1: Plano de Fano

(Existen planos proyectivos con cualquier nimero de puntos? Comprobaremos que la
respuesta a esta pregunta es negativa si descartamos los casos llamados degenerados que se
muestran en la figura 12.2.

Ejercicio 12.23. Comprobar que no existe ningin plano proyectivo no degenerado de cuatro
puntos.

Es preciso observar en primer lugar que el axioma P3 se impone para eliminar los casos
degenerados. Es preciso observar también que P1 y P2 son condiciones duales, es decir, que
se obtienen una de la otra intercambiando puntos por lineas. En particular, también se verifica
el dual de P3.
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)

Iy
P P2

Figura 12.2: Planos proyectivos degenerados

Proposicion 12.24. En un plano proyectivo hay al menos cuatro lineas tales que tres cuales-
quiera de ellas no contienen un mismo punto.

Demostracion. Sean p,q,r,s € P cuatro puntos no colineales tres a tres. Entonces tres de las
lineas [,4,14r,1ps, ;s nO tienen ningln punto en comun. Por ejemplo, si 4, [y, 15 tuviesen un
punto 7 en comun, las lineas /y, [, y I coincidirian, ya que las dos primeras y las dos dltimas
tendrian dos puntos en comun y psr serian colineales. U

Este resultado junto con los tres axiomas P1, P2 y P3 hacen que cualquier resultado sobre
planos proyectivos tenga su dual (intercambiando puntos por lineas). Se dice por tanto que los
planos proyectivos verifican lo que se llama principio de dualidad.

El comportamiento regular de los planos proyectivos se evidencia mediante los siguientes
resultados que ponen de manifiesto al mismo tiempo este principio de dualidad.

Teorema 12.25. En un plano proyectivo, todas las lineas contienen el mismo nimero de puntos
y cada punto pertenece al mismo ndmero de lineas.

Demostracion. Para demostrar que cada linea contiene el mismo nimero de puntos, estable-
cemos una biyeccion entre los puntos de dos lineas diferentes [ y I'. Para ello, consideremos
x € P tal que no sea un punto de /U1,

La proyeccién sobre ' de cada punto p € [ respecto al punto x es el punto p’ € I’ que se
obtiene como interseccién de la linea I, con I":

p=0Inlk,

tal como se puede ver en la figura 12.3.

Observar que si p,q € I, p # g, entonces p' # ¢' (axioma P2). Por tanto, la proyeccion es
una biyeccion.

Por el principio de dualidad, también es cierto que cada punto pertenece al mismo niimero
de lineas. U
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Figura 12.3: Proyeccion respecto a x
Teorema 12.26. En un plano proyectivo, el nimero de puntos que contiene cada linea es igual
al nimero de lineas que pasan por cada punto.

Demostracion. Sea (P,L) un plano proyectivo. Consideremos [ € L'y x € P\ /. Entonces la
aplicacion que a cada punto p € [ le asigna la linea /), es una biyeccion entre el conjunto de
puntos de [ y el conjunto de lineas que pasa por x. U

Teorema 12.27. Un plano proyectivo con m + 1 puntos en cada linea tiene m? 4+ m + 1 puntos.
Demostracion. Siv es el nimero de puntos de un plano proyectivo, entonces
v=(m+1)m+1

donde (m+1) es |L,|, es decir, el nimero de lineas que contienen un determinado punto p € P,
ymes|l|—1,1€L,.

m+1

Figura 12.4: Nimero de puntos de un plano proyectivo

Observemos que éstos son efectivamente todos los puntos del plano, ya que, si existiese
algtin punto g que no fuese de L, también tendria que existir (axioma P1) la linea /,,, € L, que
lo une a p. ]

El principio de dualidad nos garantiza que el ntimero de lineas de un plano proyectivo es el
mismo que el nimero de puntos, es decir, m?> +m+ 1.
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En particular, no existen planos proyectivos con 5 o 6 puntos. Observar también que para
m = 1, el plano que se obtiene es degenerado. Por tanto, tal como se ha comentado anterior-
mente, el plano proyectivo mas pequefio es el plano de Fano con m = 2. Para m = 3 se obtiene
un plano proyectivo con 13 puntos, que estd representado en la figura 12.5.

Figura 12.5: Plano proyectivo de 13 puntos

Al ndmero m se le dice orden del plano proyectivo. Un plano proyectivo de orden m se
denota habitualmente por

PG(2,m)

De momento sabemos que cualquier plano proyectivo debe tener m? +m + 1 puntos; sin
embargo, ¢existe un plano proyectivo para cualquier valor de m? Podemos obtener la respuesta
identificando los planos proyectivos con unos ciertos disefios simétricos. Si se consideran
los puntos de PG(2,m) como variedades y las lineas como bloques, se obtiene un 2-disefio
simétrico con los pardmetros que figuran a continuacion:

(V.B) < (RL)
(m>4+m+1,m+1,1)-SD <« PG(2,m)
v=b < m*+m+1
k=r < m+1
R |

Se puede observar como consecuencia del axioma P1 que A = 1, y se puede comprobar
también que se cumplen las condiciones de regularidad de todo disefio simétrico. Por ejemplo,
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el plano proyectivo de la figura 12.5 corresponde al disefio (13,4, 1)-SD, cuyos bloques figuran
a continuacion:

B, = {1,2,3,11} By = {3,5,7,10}
B, = {1,4,7,13} By = {3,6,9,13}
B; = {1,5,9,12} By = {3,12,8,4}
B, = {1,10,6,8} B = {4,5,6,11}
Bs = {2,6,12,7} B, = {7,8,9,11}
Be = {2,4,10,9} Bi; = {10,11,12,13}

B, = {2,5,8,13}

Est4 claro, por tanto, que todo plano proyectivo es una representacién geométrica de un
determinado disefio simétrico. En sentido contrario también es cierto, es decir, cualquier (m?> +
m+ 1,m+ 1,1)-SD cumple los axiomas de plano proyectivo, como veremos a continuacion:

Teorema 12.28. PG(2,m) existe si y s6lo si existe el disefio simétrico
(m*+m+1,m+1,1)-SD

Demostracion. Es suficiente demostrar que los axiomas de los planos proyectivos se cumplen
en el disefio (m? +m+ 1,m+1,1)-SD para todo m > 2.

Los dos primeros axiomas se deducen directamente a partir de la propia definicién de los
pardmetros k y A, y P2 se cumple como consecuencia de la simetria del disefio, que en términos
geométricos equivale a la dualidad de P1.

Para demostrar que también se cumple el axioma P3, serd preciso encontrar cuatro puntos
no colineales tres a tres. Para ello, consideremos la tinica linea (A = 1) que contiene dos puntos
cualesquiera p,q € P, l,, € L. Como el disefio es incompleto, existe s € P\ [,, y por tanto

podemos considerar las lineas que unen el punto s con los puntos p y g, Iy, y lyq (observar que
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son Unicas, ver la figura 12.2). Entonces,
g UlipUlsy| =3(m—1)+3=3m<m*+m+1
De donde deducimos que
Jdre P\1,,Ul,Uly,
O

El resultado siguiente nos proporciona condiciones sencillas para determinar la no existen-
cia de planos proyectivos para determinados érdenes.

Teorema 12.29. Si existe un disefio (m>+m+1,m+1,1)-SD conm=1,2 (mod 4), entonces
existe a,b € Z tal que m = a*> + b>.

En particular, no existen planos proyectivos de orden 6, 14, 21, 22, ... La demostracion de
este resultado es consecuencia del teorema 12.22 para disefios simétricos en general. Esque-
madticamente,

v—1=m(m+1)=0 (mod 2)

de donde, claramente, v es impar para todo valor de m, y el teorema 12.22 asegura en este caso
la existencia de una terna de niimeros enteros (x,y,z) € (Z3)* tal que

2 a2 (Y v-D)2 P
Z=(k—=A)x*+(-1) 7:,y

Sim=1,2 (mod 4), se obtiene que z> +y*> = mx?> y un resultado de teorfa de nimeros
asegura que, en este caso, existe a,b € Z tal que m = a* + b>.

Es preciso mencionar, sin embargo, que este teorema no proporciona condiciones suficien-
tes para la existencia de planos proyectivos de estos 6rdenes. Por ejemplo, se ha mencionado ya
la falta de informacién sobre la existencia de un disefio de parametros (111,11, 1)-SD, que evi-
dentemente cumple las condiciones del teorema. Por tanto, la existencia del plano proyectivo
de orden 10, PG(2,10), es un problema por resolver.

Sim=0,3 (mod 4), del mismo teorema 12.22 se obtiene que z> —y* = mx” y por ejemplo
los puntos (1,(m—1)/2,(m+1)/2) y (1,(m—4)/4,(m+4)/4) son soluciones de esta ecua-
cion, con lo que no se puede concluir nada sobre la existencia o no de un plano proyectivo con
estos Ordenes.

En cuanto a resultados concretos de existencia de planos proyectivos, al final de la seccién
dedicada a cuadrados latinos se verd un procedimiento constructivo que asegura la existencia
de P(2,m) cuando m es una potencia de un ndimero primo. Esta construccién estd basada en
los cuerpos de Galois.
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Planos afines

La geometria afin estd intrinsecamente relacionada con la geometria proyectiva, aunque, de
hecho, la geometria afin sigue los postulados de la geometria euclidea, mientras que en la
geometria proyectiva, como ya hemos visto, no es asi. La relacién que hay entre las dos se
pondra de manifiesto, como veremos, a través del disefio residual del disefio simétrico asociado
a un plano proyectivo.

Se dice que una geometria finita G = (P,L) es un plano afin si cumple las condiciones
siguientes:

AQ Paratodo!/ €L,

I|>2

Al Paratodo p,q € P, |L,NLy| =1

A2 Paratodo [ € L,y paratodo p € P\ [, existe una tnica linea I’ € L, tal que [IN/'| =0
A3 Ecxisten p,q,s € P, no colineales

Los axiomas de planos afines y planos proyectivos difieren s6lo en los dos ultimos y, de he-
cho, la diferencia substancial es entre los axiomas P2 y A2. Cabe observar que son los axiomas
P2 y A2 los que contraponen estas geometrias lineales respecto de la geometria euclidea.

Denotamos por G/ = G* = (P*,L*) el disefio residual que se obtiene suprimiendo una
linea I* € L'y sus puntos del disefio G = (P,L) = (m*> +m+ 1,m+ 1,1)-SD. Demostraremos
que este disefio residual es un plano afin. En primer lugar, los pardmetros del disefio que se
obtiene son los siguientes:

G=(PL) + G*=(PL"
(m?>+m+1,m+1,1)-SD « (m*,m*+m,m,m+1,1)-BIBD
Pl=m*+m+1 <« |P*|=m?
IL|=m’+m+1 < |L*|=m>+m
I|l=m+1 < |l|=m
Lol =m+1 < |L*)|=m+1
IL,NLJ=1 ¢« |L*,NL*|=1

Ejercicio 12.30. Comprobar que los pardmetros del disefio residual de un plano proyectivo
PG(2,m) son efectivamente los que se han descrito.

Teorema 12.31. El disefio residual de un plano proyectivo es un plano afin.

Demostracion. Comprobemos que G* = (P*,L*) cumple los axiomas de plano afin. Los dos
primeros se deducen directamente a partir de la definicién de disefio residual.
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A0 Paratodo/ € L*, |l|=m>2

A1l Paratodo p,q € P*,

LyNnLy=1
A2 Para que se cumpla este axioma es preciso comprobar que para todo [ € L*, y para todo
p € P\ 1, existe una tnica linea [, € L}, tal que |/ N1,| = 0.

Para ello, consideremos la tnica linea /,,- € L, donde p* es el punto [* N[ (véase la
figura 12.6). Como [ NI, = p* en G, entonces, [ N1, =0 en G*.

Figura 12.6: Obtencién de un plano afin a partir del plano proyectivo

A3 este axioma es consecuencia directa de P3, teniendo en cuenta que suprimiendo una linea
en un plano proyectivo siempre quedan como minimo tres puntos no colineales.

O
Denotamos por AG(2,m) el plano afin de orden m, es decir, el plano afin que tiene m puntos

en cada linea.
Podemos invertir el proceso que hemos seguido para obtener un plano afin a partir de un

plano proyectivo, afiadiendo al plano afin la linea /*, formada por los puntos correspondientes
a las intersecciones entre lineas que no tienen interseccién en AG(2,m). Asi,

G=G"ur
En la figura 12.7 hay representado el plano afin de orden dos y el correspondiente plano
proyectivo.
Ejercicio 12.32. Comprobar que efectivamente PG(2,m) = AG(2,m) U[*.
Teorema 12.33. AG(2,m) existe si y sélo si existe PG(2,m).

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



314 MATEMATICA DISCRETA

Figura 12.7: AG(2,2) y PG(2,2)

12.3 Cuadrados latinos

Un cuadrado latino de orden n es una matriz de orden n X n cuyos términos son elementos de
un conjunto cualquiera S de tamafio n, de manera que cada fila y cada columna contenga todos
los elementos de S.

Por ejemplo, la matriz

W N =
—_— W DN
N = W

es un cuadrado latino de orden 3.

Est4 claro que cada fila y cada columna de un cuadrado latino es una permutacién de los
elementos de S. También estd claro que un cuadrado latino es un disefio completo simétrico
con n bloques repetidos, cada uno de ellos igual a S.

Es fécil ver que existen cuadrados latinos de cualquier orden. Sélo es preciso identificar S
con un grupo G del mismo orden y considerar como cuadrado latino Q, la tabla de su operacidn,
de manera que a g;; € Q le corresponda g; € G siy sdlo si gy = g;g;. Cabe observar que, de
esta manera, ningtin elemento se repite en ninguna fila ni en ninguna columna. Por ejemplo,
los dos cuadrados latinos siguientes se corresponden con las tablas de los grupos Zy 'y Zo X Z
(en este dltimo se identifica (0,0) con 0, (0,1) con 1, (1,0) con 2y (1,1) con 3):

01 2 3 01 23
1 230 1 0 3 2
2 301 2 3 01
301 2 3210

Dos cuadrados latinos de tamaiio n son equivalentes si es posible deducir uno del otro me-
diante una permutacién de los simbolos. Por ejemplo, los cuadrados que figuran a continuacién
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son equivalentes:

1 2 2 1
1 1 2
1 23 321
2 31 2 1 3
31 2 1 3 2

En general, las tablas de grupos no isomorfos proporcionan ejemplos de cuadrados latinos no
equivalentes.

Como el nombre de los elementos de S es irrelevante, supondremos que S = {1,2,... ,n}.
Un cuadrado latino Q = (g¢;;) de orden n se dice normalizado si los términos de la primera
columna aparecen en el orden natural, es decir, para todo i, g;; = i. Observemos que siempre
podemos obtener cuadrados latinos normalizados permutando los nombres de los simbolos.

Un cuadrado latino Q = (g;;) de orden n se llama idempotente si los términos de la diagonal
aparecen en el orden natural, es decir, para todo i, g;; = i.

Cuadrados latinos mutuamente ortogonales

El llamado problema de los 36 oficiales (L. Euler, 1782) dio origen a lo que se conoce hoy en
dia por cuadrados latinos mutuamente ortogonales.

El problema consistia en encontrar, dadas 6 graduaciones y 6 regimientos, una formacién
de 6 x 6 oficiales tal que en cada fila y en cada columna hubiese un oficial de cada regimiento
y de cada graduacién.

Una posible ordenacion de los oficiales de manera que en cada fila y en cada columna haya
s6lo un oficial de cada graduacién es la que figura a continuacién:

G Go¢ Gy Gs Gz Gy
Gy Gy Gg¢ Gz Gp Gs
G2 G5 G3 G6 G4 Gl
Gs Gz G Gy Gg Gy
Ge G Gy Gy Gs Gs
G3 G4 G5 G 1 G 2 G6
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Una posible ordenacidn de los oficiales de manera que en cada fila y en cada columna haya
s6lo un oficial de cada regimento es la que figura a continuacion:

Ri R, R3; R4y Rs Rg
R; Ry, R, R¢ R4 R;
Ry R3 Ry Rs Re¢ R4
Ry Rs R¢ Ry R, Rj
Re R4 Rs R3; R R,
Rs R¢ Ry Ry R3 R

Es preciso observar que cada fila y cada columna de estas ordenaciones contiene todas
las graduaciones (regimientos) o, equivalentemente, ninguna fila o columna contiene ninguna
graduacién (regimiento) mds de una vez.

El problema tendra solucion si, superponiendo las dos ordenaciones, cada par (G;,R;) apa-
rece en la formacién una tnica vez. En este caso, esto no es asi, como se puede observar en el
cuadro siguiente:

11 62 23 54 35 46
43 21 62 36 14 55
22 53 31 65 46 14
54 35 16 41 62 23
66 14 45 23 51 32
35 46 54 12 23 61

Por ejemplo, la pareja 62 aparece tres veces, mientras que las parejas 33 o 44, entre otras,
no aparecen.

Euler usaba el alfabeto griego para denotar las graduaciones y el alfabeto romano para
denotar los regimientos, y por ello denominaba greco-romanos a estos cuadrados. Esta es
también la razén por la cual los cuadrados latinos se denominan de esta manera.

(Es posible obtener alguna ordenacién de manera que este problema tenga solucién?

Euler conjeturé que si n =2 (mod 4), entonces no existe ningtin cuadrado greco-romano
de orden n. En esta seccion trabajaremos sobre esta conjetura.

El problema de los 36 oficiales es un problema que exige la existencia de dos cuadrados
latinos tales que superponiéndolos aparezcan todas las posibles parejas o, de forma equivalente,
no se repita ninguna. Para comenzar definiremos este concepto.

Dos cuadrados latinos A = (a;;) y B = (b;;) de tamafio n son ortogonales si los n® pares
ordenados (a;;,b;;) € A x B son todos diferentes. Lo denotaremos escribiendo

ALB (oBLA)
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En primer lugar es preciso observar que no existen cuadrados latinos ortogonales de tamafio
2. Si tomamos n = 3, podemos considerar un ejemplo clasico introducido por Fisher (1926).
De hecho, fue Fisher quien recuper6 y utilizé de forma sistemadtica los cuadrados latinos para
tratar esencialmente experimentos sobre agricultura. En su ejemplo se trataba de estudiar la
incidencia conjunta de tres fertilizantes { f1, f2, f3} y tres insecticidas {ij, 2,3 } sobre un campo
dividido en tres parcelas {P;,P,, P}, durante tres afios consecutivos, {A;,A,,A3}. Por ello,
es preciso combinar en cada afio y cada parcela una pareja formada por un fertilizante y un
insecticida de manera que todas las parejas hayan sido probadas.

Las figuras 12.8 y 12.9 muestran que las dos condiciones son compatibles en el sentido
de que es posible obtener todas las combinaciones, es decir, existen dos cuadrados latinos

ortogonales de tamafio tres.

Al Ay Az A Ay Az
Pl fi o fs P i B i3
P fi N Pliyz i1 D
P fs fi f Pyl iy i3 i

Figura 12.8: Cuadrados latinos de tamafio tres

A Ay Az
P |11 22 33
P23 31 12
P32 13 21

Figura 12.9: Cuadrados latinos ortogonales de tamafio tres

En la figura 12.10 hay un ejemplo de tres cuadrados latinos ortogonales dos a dos de orden
4. Desde el punto de vista del disefio de experimentos, se pueden interpretar como tres aspectos
diferentes de un mismo fenémeno que se quieren contrastar dos a dos. Es inmediato comprobar
que estos tres cuadrados son mutuamente ortogonales. Esto nos lleva a la definicién siguiente.

Se dice que una familia A;,A»,... ,A; de cuadrados latinos del mismo orden constituye un
conjunto de MOLS (Mutually Orthogonal Latin Squares) si A; L A; para todo i, j, i # j.

Es natural plantearse la cuestién siguiente. ;En qué condiciones existe una familia de
MOLS? En esta seccion trataremos este problema y daremos un método constructivo para
encontrar familias de MOLS para ciertos valores de orden n.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



318 MATEMATICA DISCRETA

1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 3
2 1 4 3 2 4 3 1 2 3 1 4
3 4 1 2 31 2 4 3 2 41
4 3 2 1 4 2 1 3 4 1 3 2

Figura 12.10: Cuadrados latinos mutuamente ortogonales

Proposicion 12.34. Si A y B son cuadrados latinos ortogonales, los correspondientes cuadra-
dos normalizados también lo son.

Demostracion. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos cuadrados latinos ortogonales. Si efectuamos
las permutaciones 61 y 6> de {1,2,... ,n} en A y B respectivamente, cada par (a;;,b;;) se trans-
forma en (o1 (a;j),02(b;j)), de manera que contintia habiendo todos los pares y la condicién
de ortogonalidad se mantiene. Sé6lo es preciso entonces efectuar las permutaciones necesarias
para normalizar cada uno de los cuadrados. U
Proposicion 12.35. Si existe una familia de Kk MOLS de orden n, entonces k < n— 1.
Demostracion. SeaAj,As, ... ,Ai una familia de MOLS normalizada de orden n. SiA, = (af’j)
yA,;= (a:-’j) son dos cuadrados cualesquiera de esta familia, s6lo es preciso observar que

(01172,61(]12) 7é (ia i)a I<i<n

N

. p q _ p q . . ., .
ya que, sino, (aj,,d,) = (a};,aj;), cosa que contradice la condicién de ortogonalidad entre A,
y Ag. Por tanto,

1 2 k
a1r,a72y--- 0472

son todos diferentes y, consecuentemente, k < n— 1. |

Un conjunto completo de MOLS de orden n es un conjunto de n — 1 MOLS de orden n.

Si N(n) representa el nimero méaximo de MOLS de orden 7, sabemos que N(2) =1, N(3) =
2yN(4) =3.

(Para qué valores de n, N(n) = n—1? Es decir, ;para qué valores de n existe un conjunto
completo de MOLS de orden n?

El teorema siguiente, debido a Bose (1938), garantiza la existencia de un conjunto completo
de MOLS para cualquier potencia de un nimero primo. La demostracién es constructiva y
consiste esencialmente en identificar el conjunto de variedades con los elementos de un cuerpo
del mismo orden.

Teorema 12.36. Si p es un niimero primo, N (p*) = p* — 1, para todo k € N.
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Demostracion. Identifiquemos el conjunto de p* = n variedades con el cuerpo de Galois del
mismo orden.

V & GF(n) = {fO :Oafl - 17f27"' 7fn*1}

donde f; = o', 2 <i < n—1, siendo o un elemento primitivo del cuerpo.
A partir de los elementos del cuerpo definimos la familia siguiente de matrices:
A = (a) 1<i<n-—1
a = fifi+fi 0<ij<n—1

(aqui los indices van de 0 a n — 1 en lugar de ir de 1 a n como es habitual). En primer lugar,
demostraremos que estas matrices son cuadrados latinos. Para ello, comprobemos que los
elementos de cada fila y de cada columna son todos diferentes. Si af ;= afk, entonces f;f;+ fi =
fifi+ fi'y, como f; # 0, deducimos que f; = fi y por tanto j = k. Razonando de forma similar,
se demuestra que los elementos de cualquier columna son todos diferentes.

Demostraremos ahora que la familia de matrices definida constituye un conjunto completo
de MOLS. Para ello es preciso demostrar que cualquier par de estas matrices son ortogona-
les. Supongamos que no lo son. Entonces, existen dos pares iguales ocupando posiciones
diferentes, es decir,

) [
(aijv a?}) = (ahkv a%{)

de donde
fifi+fi = Jifit T
Jufi+fi = fufit T
Restando estas dos igualdades deducimos que f; = f; y, por tanto, j =k e i =h. U

Como ejemplo de aplicacion del teorema anterior, veamos cOmo se construyen conjuntos
completos de MOLS de 6rdenes tres y cuatro. Para los de orden tres, consideramos GF (3) =
(Z3,4,-) y obtenemos los dos cuadrados ortogonales a partir de las igualdades:

a(l)j = j a%j = 2j
a}j = j+1 a%j = 2j+1
ay; = j+2 as; = 2j+2
de donde
01 2 0 21
A= 1 20 Ay = 1 0 2
2 00 210
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Para los de orden cuatro, consideremos GF(4) = (Z[x]/(x* +x+1),+,-), donde

o/ +x+1)={fo=0, i=1, or=ux, =x+1}

En este caso, los cuadrados ortogonales se obtienen a partir de las igualdades siguientes:

ay; = fi ay; = ff @; = ffi
aj; = fi+l ai; = fHfi+l a; = fafi+1
a; = fith a; = ffith a; = ffith
d, = fi+f @ = hfi+hs &, = Bfi+h
0 1 x  x+1 0 x  x+1 1
1 0 x+1 X 1 +1 0
AIZ Azz * .
x  x+1 0 1 X 0 1 x+1
x+1 X 1 0 x+1 1 0 X

0 x+1 1 X

1 X 0 x+1

X 1 x+1 0
x+1 0 X 1

Ay =

Para simplificar la notacién, podemos expresar las anteriores matrices identificando f, = x con
2y fs =x+1con 3,y obtener

0123 0 2 31 03 1 2
A = 1 0 3 2 Ay = 1 320 Ay = 1 20 3
2 3 01 2 01 3 2130
3210 310 2 3021

Realmente no es necesario hacer todos estos cdlculos. Los conjuntos completos de MOLS

que proporciona el teorema 12.36 siguen un comportamiento general sencillo que explicitamos
a continuacion:

Método constructivo de un conjunto completo de n —1 MOLS para n = p~, p
primo.

1. Aj es la tabla del grupo aditivo (GF (n),+), ya que f; = 1y, por tanto, a}j =
fi+fi

2. Todos los cuadrados tienen la primera columna igual, ya que fo = 0y, por
tanto, afo =f;
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3. Las columnas restantes de cada A; se obtienen haciendo la permutacién ci-
clica (23...n) de las columnas del cuadrado anterior A;_;. Este compor-
tamiento se debe al cardcter ciclico de (GF(n)*,-), como demostramos a
continuacién. Si o es un elemento primitivo de GF (n),

fi=om1<ig<n—1
Entonces, para2 < j<n—1yl>2,
I+1 _ L f— oy — ol o 4 £ = £ F 4
a; =fifitfi=ool "+ fi=o o+ fi= fifin + fi=ay

Es preciso mencionar que Wernicke (1910) enunci6 el reciproco del teorema anterior, es
decir, si existe un conjunto completo de MOLS de orden n, entonces #n es una potencia de un
primo. Se detectaron errores en la demostracién de este resultado y hasta ahora continda siendo
un problema abierto.

Una manera de obtener nuevas familias de MOLS a partir de otras la proporciona el resul-
tado siguiente, obtenido por MacNeish (1922).

Teorema 12.37. Si existen dos familias de kK MOLS de 6rdenes respectivos n y m, entonces
existe una nueva familia de kK MOLS de orden nm.

Demostracién. Sean Fy y F, dos familias de K MOLS de 6rdenes respectivos n'y m:

Fi = {ALA,.. A
F2 == {Bl,BZ,...,Bk}
Definimos una nueva familia F3 = {C;,C,,... ,C;} de orden nm a través del producto cartesia-

no de las matrices de las familias anteriores:

(alllaBl) (allnaBl)
C=AXB = : :
(a,B1) - (ah,,B1)
donde
(aﬁjvblll) (afjvbllm)
(agjaBl) = : *.
(agj’bfnl) "‘ (afj’binm)

Es preciso demostrar que F3 es una familia de MOLS.
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En primer lugar, comprobemos que los elementos de F3 son cuadrados latinos. Para ello
s6lo es preciso observar que dos elementos cualesquiera de una fila (columna) de C;, 1 <[ <k
son diferentes ya que A; y B; son cuadrados latinos:

(aij,bl) # (alybly)
(@jsbi)  # (ayb,)

Comprobemos ahora que los elementos de F3 son mutuamente ortogonales. Para ello, supon-
gamos que existen dos parejas de elementos iguales a (C;,Cy,) € F3 x F3,
(( al bl

ijr“uy

), (@l b)) = (i b)), (a3 b))

Entonces, igualando componentes y teniendo en cuenta que A; L A, y B; L By, deducimos que
las posiciones también tienen que coincidir. U

Como consecuencia directa de este teorema tenemos el resultado siguiente:
Teorema 12.38. Sin = p)'p5?--- p es la descomposicién en factores primos de n, entonces
N(n) > min{p/ — 1,1 <i<s}

El tnico caso en que el mds pequefio de los p;" en la descomposicién en factores primos de
n es 2 se da cuando n es par pero no divisible por cuatro. Asi pues,

Corolario 12.39. Sin #2 (mod 4), entonces N(n) > 2.

Teniendo en cuenta este resultado, deducimos por ejemplo que hay como minimo dos cua-
drados latinos de orden 12 mutuamente ortogonales, N(12) > 2. Si n = 2m, donde m es un
nimero impar, s6lo deducimos que N(n) > 1. Recordemos que la conjetura de Euler decia
que, en este caso, N(n) = 1. Para m = 1, estd claro que N(2) = 1. Para m = 3, Terry obtuvo
en 1901 todas las posibles parejas de cuadrados latinos de orden 6 (9.408, considerando sélo
cuadrados latinos normalizados) y no encontré ninguno que fuese ortogonal. Por tanto, el pro-
blema de los 36 oficiales no tiene solucidn y parte de la conjetura de Euler es cierta. Pero no
fue hasta 1960 que Bose, Parker y Shrikhande demostraron, mediante disefios experimentales,
que la conjetura es falsa, excepto justamente en los casos conocidos n = 2,6.

Teorema 12.40. N(n) >2, n=2 (mod 4), n#2,6.

La demostracion de este resultado es muy larga y, por este motivo, se ha intentado encontrar
demostraciones mds sencillas, pero de momento no se ha conseguido.
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MOLS y planos proyectivos

La existencia de un conjunto completo de MOLS, tal como veremos a continuacion, equivale
a la existencia de un plano proyectivo. La demostracién de este resultado es constructiva y
pensamos que muy instructiva. En particular, proporciona un método para construir los planos
proyectivos de orden n = p*, p primo, a partir de la familia completa de MOLS que se ha
descrito en el teorema 12.36 del apartado anterior.

Teorema 12.41. Existe un plano proyectivo de orden m, si y sélo si existe un conjunto com-
pleto de MOLS de orden m.

Demostracion. Sea PG(2,m) un plano proyectivo de orden m. Consideramos una linea cual-
quiera [ de PG(2,m) y escogemos dos puntos arbitrarios p y g de I. Consideramos ahora las
intersecciones entre los conjuntos de lineas siguientes:

L\l = {l,,,....I"}
L\l = {l3,02,....1"}

que denotamos por
Di = l;) N lé

y P1,--- >, Pm—1 Son los puntos de / diferentes de p y g.
Definimos la familia de matrices de orden m x m,

F={A=(d)),1<k<m—1}

de manera que af-‘j representa la linea de PG(2,m) que pasa por los puntos p;; y px € I\ {p,q}.

Demostraremos que F es un conjunto completo de MOLS. En primer lugar, es preciso
comprobar que los elementos de F son cuadrados latinos. Cualquier matriz A; sélo tiene m
elementos diferentes, ya que por py sélo pasan (m+ 1) rectas, y de éstas la recta [ no intersecta
con p;;. Por otra parte, los elementos de una fila (columna) son todos diferentes. Efectivamente,
si af; = afy (af; = aj ), entonces p;j = pijr (pij = pij), ya que ajj, iy € Ly, (af,a5; € Ly), ¥,
por tanto, j = j' (i =1{').

Es preciso comprobar también que los elementos de F son mutuamente ortogonales. Su-
pongamos lo contrario, es decir, que Ag,A; € F son tales que alguna pareja, (ai.‘j,ag-), aparece
mas de una vez, o sea

koK ko)
(aijaaij) = (ai’j’aai’j’)

Entonces, igualando componentes, obtenemos que los puntos py, p;; y pij €stn en una misma
linea /', y, de forma similar, los puntos py, p; j Y prj estan sobre otra linea 1", de manera que
I'nl" ={pij,pir}, lo que contradice el axioma P2.
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En sentido contrario, sea ahora F = {A,A;,... ,A,,_1} un conjunto completo de MOLS.
Podemos construir un plano proyectivo de orden n de la forma siguiente.

Consideremos una malla cuadrada de tamafio m X m y definamos el conjunto de lineas
formado por las lineas horizontales y las lineas verticales, es decir, 2m lineas. Definamos
también el conjunto de puntos formado por las intersecciones de las lineas de la malla, mas los
puntos x e y que se obtienen de intersectar las lineas horizontales entre ellas y las verticales
entre ellas. De esta manera tenemos m> + 2 puntos.

Consideremos ahora, para cada cuadrado latino A; € F, el conjunto L; formado por todas
las lineas que se obtienen al unir las diferentes posiciones que ocupa un mismo elemento de
A; y denotemos por x; el punto, exterior a la malla, donde hacemos intersectar estas lineas.
Observemos que, por el hecho de ser A; un cuadrado latino,

L;| = m, y que, por el hecho de ser
F una familia de MOLS, x; # x; si i # j. Finalmente afiadimos una nueva linea que contiene
los (m — 1) puntos x; y ademds el x y el y.

De esta manera tenemos un conjunto de puntos P y un conjunto de lineas L tales que:

|| = m*+[{xy}+{xn |1 <i<m[=m’ +m+1
L] = 2m+(m—Dm+1=m>+m+1

|] = m+1,VieL

|Lp| = m+1,YpeP

IL,NLy = 1,Vp,qeP

Este es un 2-disefio simétrico con parametros (m*>+m+1,m+1,1)-SD y, por tanto, un
plano proyectivo de orden m, PG(2,m). O

En la figura 12.11 se muestra por ejemplo la construccién del plano proyectivo de orden
tres, PG(2,3), a partir del siguiente conjunto completo de MOLS:

A= Ay =

o= O
S N =
== ]
D = O
—_ O N
S N =

Como consecuencia del teorema anterior, deducimos que existe un plano proyectivo de
orden cualquier potencia de un primo. De la misma manera, se podria haber relacionado la
existencia de un conjunto completo de MOLS de orden m con la de un plano afin del mismo
orden (recordemos que hay un plano proyectivo de orden m si y sélo si hay un plano afin del
mismo orden).

Corolario 12.42. Sim = p, con p primo, entonces existen PG(2,m) y AG(2,m).

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



12 Estructuras combinatorias 325

X1

X2

y

Figura 12.11: PG(2,3)

Notas bibliograficas

Son muchos los libros de combinatoria que dedican una parte importante al estudio de los
disefios, y hay otros mas especificos que se dedican exclusivamente al estudio de los disefos.
Aqui hemos escogido una muestra que creemos suficiente para cubrir un margen amplio de
niveles de exigencia.

El texto de Anderson [1] presenta una visién global de las posibilidades del tema que
puede ser 1til en un nivel basico. En el libro de Wallis [6] se tratan todos los aspectos bésicos
relacionados con el tema de forma clara y més extensa. El texto de Street y Street [4] puede
ser un libro complementario y presenta diferentes métodos para la construccién explicita de
disefios que no han tenido un espacio en este libro. En este sentido recomendamos también el
libro de Hall [2], que ademds contiene de forma muy comprensible toda la informacién bésica
sobre esta teorfa. Los lectores mds interesados se pueden dirigir a [3] o a [5]. En el primero se
tratan todas estas cuestiones desde un punto de vista més formal, mientras que, en el segundo,
el estilo es mds conciso pero hay més informacién. Ambos textos son de un nivel més exigente
que los anteriores.

Bibliografia
[1] L Anderson. A First Course in Combinatorial Mathematics, Oxford University Press, 1979.

[2] M. Hall. Combinatorial Theory, John Wiley & Sons, 1986.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



326

MATEMATICA DISCRETA

[3] D.R. Hughes, F. C. Piper. Design Theory, Cambridge University Press, 1988.

[4] A. P. Street, D. J. Street. Combinatorics of Experimental Designs, Oxford Science, 1986.

[5] J. H. van Lint, R. M. Wilson. A Course in Combinatorics, Cambridge University Press,

1993.

[6] W.D. Wallis. Combinatorial Designs, Marcel Dekker, 1988.

Problemas

1. Estudiar los valores de r = A, A> y A3 en la siguiente estructura combinatoria E definida

sobre el conjunto V = {1,2,3,4,5,6,7} y que tiene por conjunto de bloques los que

figuran a continuacion:

B,
B
Bj
By
Bs
Bg
B;

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
= {2,3,5}
{2,6,7}
{3,4,6}
{4,5,7}

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
{2,3,5}
{2,6,7}
{3,4,6}
{4,5,7}

Comprobar que si se define la relacién de equivalencia R que identifica bloques iguales,

entonces, E /R es isomorfo a STS(7).

2. Comprobar que el conjunto de bloques que figuran a continuacién, obtenidos a partir del

conjunto V = {1,2,3,4,5,6,7}, no es un 2-disefio:

B,
B
Bj
By
Bs
Bg
B;

{1,2,4}
{1,3,7}
= {1,5,6}
{2,3,5}
{2,6,7}
= {3,4,6}
= {4,5,7}

Bg

By

Bio
By
Bz
B3
By

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
{2,3,6}
{2,5,7}
{3,4,5}
{4,6,7}

Comprobar también que la estructura definida en este ejercicio no es isomorfa a la defi-

nida en el ejercicio anterior.
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3.

10.

11.

12.

Estudiar los pardmetros de la estructura siguiente e interpretarla como una 2-estructura
y también como una 1-estructura:

B, = {1,2,3,6}
B, = {1,2,5,7}
By = {1,3,4,5}
V={1,2,3,4,5,6,7} B, = {1,4,6,7}
Bs = {2,3,4,7}
Bs = {2,4,5,6}
B; = {3,5,6,7}

Comparar la matriz de incidencia de esta estructura con la matriz de incidencia de
STS(7).

. Demostrar, de forma constructiva, que la condicién de la proposicién 12.3, bk = rv es

también suficiente para la existencia de un disefio regular con pardmetros (v,k,r).

. Un disefio regular D = (V,B) con pardmetros (v,k,r) se dice frivial si cada k-subcon-

junto de V estd contenido como minimo en un bloque de B. Demostrar que un disefio D
es trivial si y s6lo si D es un 7-disefio para todo ¢ tal que 0 < ¢ < k.

. Demostrar que un 2-disefio con v =8y k = 3 es trivial.
. Demostrar que no puede existir un sistema de Steiner con pardmetros S(5,7,13).

. Demostrar que si existe un sistema de Steiner S(3,4,v), entonces v = 6n + 2, o bien,

v = 6n + 4, para algin natural n. (Se demuestra que éstas son también condiciones
suficientes.)

. Demostrar que no puede existir ningtin 4-disefio con parametros (11,7,2).

Demostrar que para el disefio 5-(24,8, 1), todos los A4, A3, A, ¥ Ay son enteros.

Demostrar que si D es un 2-disefio con pardmetros (v,k,A), entonces son equivalentes
las afirmaciones siguientes:

(a) b=v;
(b) k=r;
(c) DT es un 2-diseiio;

(d) D y DT son disefios simétricos con parametros (v,k,A)-SD.

Demostrar que no existen 2-disefios simétricos con pardmetros:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) (47771)_SD
(b) (22,7,2)-SD
() (29,8,2)-SD

Demostrar que hay un tnico 3-(8,4, 1) disefio (salvo isomorfismos).

Examinar todos los posibles conjuntos de parametros para un disefio simétrico con A = 1
y k < 24. Decidir cudndo:

(a) existe alglin disefio simétrico con estos pardmetros;

(b) no existe disefio simétrico con estos pardmetros;

(c) no se puede decidir.
Examinar todos los posibles conjuntos de pardmetros con A = 2 y k < 16. Decidir cudn-
do:

(a) no puede existir ningdn disefio simétrico (v,k,2)-SD;

(b) el teorema BRC no d4 informacioén para la existencia de disefios simétricos con

estos parametros.

Demostrar que, si un cuadrado latino de tamaiio » tiene un subcuadrado latino de tamaiio
m < n, entonces 2m < .

Demostrar que el siguiente cuadrado latino no se corresponde con la tabla multiplicativa
de ningin grupo finito.

O N S R S
W W A= N
A NN = W
N — WA
— W N R~ W

Demostrar que no existe ningtin cuadrado latino ortogonal con

—_— O W N
N = O W

W N = O
S W N =

Demostrar que el tnico cuadrado latino normalizado de orden 4 que admite cuadrados
latinos ortogonales es
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W N = O
N WO =
—_— O W N
S = N W

20. Usando el ejercicio anterior, demostrar que, salvo isomorfismos, existe s6lo un plano
afin y un plano proyectivo de orden 4.

21. De forma similar al ejercicio anterior, demostrar que los planos afines y proyectivos de
orden 3 son tnicos.

22. Un cuadrado latino se dice auto-ortogonal si es ortogonal a su propio transpuesto.

(a) Demostrar que, en un cuadrado latino auto-ortogonal, los elementos de la diagonal
tienen que estar ordenados consecutivamente, es decir: 1, 2, 3, ...

(b) Demostrar que no existen cuadrados latinos auto-ortogonales de tamaifio 3.

(c) Encontrar cuadrados latinos auto-ortogonales de tamaiio 4 y tamafio 5.
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