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Parte III  Estructuras algebraicas

Las estructuras algebraicas constituyen una de las herramientas bésicas para tratar la mayor
parte de los problemas asociados a la matemética discreta. En este libro, hemos pretendido
dar las primeras nociones algebraicas para poder tratar, a titulo de ejemplo, algunos de los
problemas mds conocidos dentro de este dmbito.

En esta ultima parte, como se ha hecho en el resto del libro, todos los conjuntos a los cuales
nos referiremos serdn conjuntos finitos o numerables. El primer capitulo de esta parte introduce
los conceptos de relaciones, aplicaciones, operaciones, y se acaba presentando las estructuras
algebraicas que se tratardn en los capitulos siguientes. Algunas de las nociones que se conside-
ran corresponden a una formacién bdsica y, por tanto, han sido ya utilizadas a lo largo del libro,
pero por razones de coherencia formal se ha considerado conveniente reconsiderarlas y agru-
parlas ordenadamente en su contexto original. El capitulo siguiente estd dedicado al estudio
de los grupos como modelo mas completo de estructura definida a partir de una operacién. El
tercer capitulo trata las estructuras algebraicas con dos operaciones: anillos y cuerpos. Ademaés
de su interés intrinseco como estructuras discretas, los grupos, anillos y cuerpos ofrecen una
variedad considerable de aplicaciones. Por ejemplo, la teoria de enumeracién de Pdlya se estu-
dia al final del capitulo de grupos y en el Gltimo capitulo se presentan algunas aplicaciones que
constituyen tradicionalmente temas propios de la matematica discreta: disefios combinatorios,
geometrias finitas y cuadrados latinos.
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Capitulo 9

Introduccion a las estructuras
algebraicas

1. Relaciones

2. Aplicaciones

3. Operaciones

4. Estructuras algebraicas

La base que fundamenta esta dltima parte descansa sobre la nocién elemental de correspon-
dencia o relacién. Como caso particular, aparece el concepto de aplicacion a partir del cual se
obtiene la nocién de operacidn que abrird las puertas que conducen al mundo de las estructuras
algebraicas. Este es, por tanto, un capitulo introductorio que nos permitira definir las bases que
se desarrollardn en los capitulos siguientes, dedicados al estudio de las estructuras algebraicas
més relevantes.

9.1 Relaciones

Comenzaremos considerando el conjunto formado por todos los posibles pares ordenados for-
mados a partir de los elementos de dos conjuntos. Asi pues, dados dos conjuntos A y B, su
producto cartesiano se define como

AxB={(a,b)|acA,beB}

El hecho de que se trate de pares ordenados hace que A X B# B X A si A # B.
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194 MATEMATICA DISCRETA

Estos pares ordenados se pueden interpretar como relaciones entre los elementos de un
conjunto con los del otro. Esta interpretacién conduce al concepto siguiente, basico en toda
esta parte.

Dados dos conjuntos A y B, se llama correspondencia o relacion de A a B a cualquier
subconjunto R del producto cartesiano A X B.

Como ejemplo ilustrativo de esta definicién podemos considerar la siguiente relacion entre
los conjuntos A = {a,b} y B=1{1,2,3}:

R= {(av 1)7 (072)7 (bvz)}

Para visualizar estas relaciones es util usar el grafo de la relacién. Este es un digrafo
bipartito (AU B, R), que tiene A y B como partes estables y hay un arco de a € A hacia b € B si
y sélo si (a,b) € R.

La relacion del ejemplo anterior se representaria con el grafo siguiente:

A B
a‘k:l
b@® 2

o3

Figura 9.1: Grafo de la relacién R

Si A = B diremos que la relacién es binaria sobre A. Si R es una relacion binaria sobre A y
(a,d’) € R entonces diremos que a estd relacionado con @' y lo denotaremos como aRd’'.

En el caso que la relacion sea binaria, el grafo que la representa tiene por vértices los
elementos del conjunto A y los arcos quedan determinados por las relaciones, es decir, hay un
arco de a hacia @' si y s6lo si (a,d’) € R. Este grafo 1o notaremos como,

G= (AaR)
Como ejemplos ilustrativos podemos considerar los grafos de las relaciones siguientes:

1. Larelacién {(1,1),(1,3),(2,4)} en el conjunto A = {1,2,3,4} se puede representar por
el grafo de la figura 9.2.

2. El grafo de la relacién “ser menor o igual que” en el conjunto A = {1,2,3,4} se puede
representar como en la figura 9.3.
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1 2

[ J

4 3
Figura 9.2:

1 2

Figura 9.3:

Hay muchas relaciones que tienen en comun propiedades con significacion especial.
Dada una relacién R definida sobre un conjunto A, diremos que R es

reflexiva si 'y s6lo si para todo a € A, aRa;

e simétrica siy s6lo si para todo a,b € A, aRb = bRa;
e antisimétrica siy sélo si para todo a,b € A, aRb'y bRa = a = b;

transitiva si'y s6lo si para todo a,b,c € A, aRb'y bRc = aRc.

Es facil construir ejemplos de relaciones que verifiquen algunas de estas propiedades:

1. Si sobre el conjunto de los seres humanos escogemos como relacién “ser hermano de”,
podemos comprobar facilmente que se verifican las propiedades simétrica y transitiva.

2. Si en el conjunto anterior consideramos la relacién “ser estudiante de”, ninguna de estas
propiedades se cumplen en general.

3. Si la relacién que escogemos en el mismo conjunto es “ser mds alto que”, se verifican
s6lo las dos ultimas propiedades.
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4. Si la relacién considerada es “ser mds alto o igual que”, entonces se cumplen todas
excepto la segunda de estas propiedades.

La agrupacién de algunas de estas propiedades conduce a determinadas clases de relaciones
que, por su interés, tienen un nombre propio que las representa.

Diremos que una relacién binaria R definida sobre un conjunto A es de orden si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Ejemplos inmediatos de relaciones de orden son los siguientes:

1. “Ser mds pequefio” sobre el conjunto de los nimeros naturales.

2. Lainclusién no estricta es también una relacién de orden sobre el conjunto de las partes
de cualquier conjunto. En particular, si A = {a,b} podemos representar esta relacién con
el grafo siguiente,

{a} 0

,—.@

A {b}

Figura 9.4: Grafo de una relacién de orden

Para simplificar el grafismo podemos suprimir los autoenlaces que representan la reflexivi-
dad, asi como también las aristas que se deducen de la transitividad. Siguiendo este criterio, la
representacion de la relacién anterior es la que figura en 9.5.

0 {a}

o o
{v} A

Figura 9.5: Grafo simplificado de una relacién de orden

Es ttil observar que el grafo de una relacion de orden no puede contener ciclos (excepto
autoenlaces). Esto quiere decir que hay pares de elementos no relacionados. En el ejemplo
anterior, {a} no estd relacionado con {b}. Estas situaciones no se presentan si el orden es total.
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Una relacién de orden R sobre el conjunto A, se dice que es fotal si para todo a,b € A, aRb
0 bRa. En caso contrario, se dice que el orden es parcial.

Ast, el grafo que reprenta un orden total tiene que ser una “cadena’.

Como ejemplos de relaciones de orden podemos considerar la relacién de inclusién sobre
las partes de un conjunto como relacién de orden parcial. Por ejemplo, si A = {a,b}, {a} y {b}
no estan relacionados, mientras que la relacion binaria “ser menor o igual” sobre los ndimeros
naturales es una relacién de orden total.

Otro tipo importante de relacién, que conduce a la identificacién de objetos equivalentes
respecto a alguna propiedad comiin, es la siguiente.

Se dice que una relacion R sobre un conjunto A es de equivalencia si es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Un ejemplo importante de este tipo de relacion en el conjunto de los enteros es la llamada
relacion congruencia modulo n. Se dice que dos enteros x,y son congruentes médulo 7 si y s6lo
si x —y es un miltiplo de n, es decir, x = y 4 kn para algin entero k, y se denota normalmente
por

x=y (mod n)

Es f4cil verificar que la relacién de congruencia satisface las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva.

Si R es una relacion de equivalencia definida sobre A, llamamos clase de equivalencia de un
elemento a € A al conjunto de elementos que estin relacionados con a segin R, y lo denotamos
por [a] = {x € A | xRa}.

Toda relaciéon de equivalencia proporciona una clasificacién o particién del conjunto ori-
ginal en subconjuntos que representan las clases de equivalencia originadas por medio de la
relacion.

Recordemos en primer lugar la definicién de particién.

Una coleccién de subconjuntos propios de un conjunto A, {A;};c;, es una particion de A si
y solo si satisface las dos condiciones siguientes:

1. UjeiAi = A.
2. AiNAj=0, Vijel, i#j.

Proposicion 9.1. Si R es una relacién de equivalencia sobre un conjunto A, entonces la colec-
cién de clases de equivalencia {[a],a € A} es una particién de A.
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Demostracion.

1. La unién de clases de equivalencia es A. En primer lugar [a] C A, para todo a € Ay,
por tanto, Usea[a] C A. También es cierta la inclusién contraria ya que para todo a € A,
a € [a] (como minimo [a] contiene a debido a la reflexividad de la relacién). De aqui
A g UaEA [a]

2. Todas las clases son disyuntas. Es decir, si [a] N [b] # ¢, entonces es preciso ver que estas
clases coinciden. Si suponemos que x € [a] N [b], esto significa que aRx y xRb y, por
tanto, aRb. Entonces para todo y € [a], yRa y aRb implican yRb, de manera que [a] C [b].
De forma andloga se ve que [b] C [a].

O

Observemos que la reflexividad de la relacién nos permite demostrar que las clases de equi-
valencia cubren todo el conjunto A, mientras que la simetria y la transitividad nos garantizan
que las clases son disyuntas.

De hecho, también es cierto que toda particién permite definir (de manera formal) una
relacién de equivalencia sobre el conjunto unién de estas partes. Para ver esto, si {A;};s es una
particién del conjunto A, definimos la relacion de equivalencia R de la forma siguiente: aRb si
y s6lo si a y b pertenecen a un mismo conjunto A; de la particién. Es inmediato comprobar que
esta relacion verifica las tres propiedades que la hacen de equivalencia.

Hay dos ejemplos extremos (poco interesantes) de relaciones de equivalencia que siempre
se pueden definir sobre un conjunto.

1. Uno es la relacion trivial en la cual cada elemento sélo esté relacionado con si mismo.
Con esta relacién se obtienen tantas clases como elementos tiene el conjunto de partida
y cada clase contiene s6lo un elemento.

2. En el extremo opuesto podemos definir la relacion universal en la cual cada elemento
estd relacionado con cualquier otro. Esta relacion inicamente proporciona una clase de
equivalencia que coincide con el propio conjunto de partida.

Un ejemplo no trivial de relacién de equivalencia es el de congruencia médulo n en Z. En
particular,

1. Sin =2 esta relacion permite clasificar los enteros en dos subconjuntos, el de los nime-
ros pares y el de los nimeros impares, Z = [0] U [1].
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2. Sitomamos n = 3, Z queda dividido en tres clases, Z = [0]U[1] U [2], donde

0] = {0,43,4£6,49,...},
[1] {1,1+£3,1+6,1+9,...},
2] = {2,243,2+6,2+9,...}

La particion de los elementos de un conjunto en clases de equivalencia permite considerar
un nuevo conjunto (desde la perspectiva de la relacion de equivalencia) con menos elementos,
el constituido por sus clases de equivalencia, que formalmente definimos de la forma siguiente.

Dada una relacién de equivalencia R sobre un conjunto A, el conjunto cociente de A médulo
R es el conjunto que tiene por elementos las clases de equivalencia y lo notaremos como A/R =
{la] |a € A}.

Sobre el conjunto de los enteros, las relaciones de congruencia de los ejemplos anteriores
dan lugar a los siguientes conjuntos cociente:

1. SiR es larelacion de congruencia médulo 2, entonces Z /R = {[0],[1]}.

2. Si R es larelacion de congruencia médulo 3, entonces Z /R = {[0],[1], [2]}.

Las relaciones de equivalencia, aunque directamente no dan lugar a ningtn tipo especial de
construccién algebraica, son imprescindibles para trabajar a un cierto nivel con cualquiera de
ellas.

9.2 Aplicaciones

Las aplicaciones o funciones discretas son un caso particular de relacién o correspondencia
entre dos conjuntos finitos o numerables, en la cual a cada elemento del primer conjunto le
hacemos corresponder un unico elemento del segundo conjunto. Este tipo de relacién es una
de las mds utilizadas en todo lo referente a la matematica discreta.

De forma precisa, se dice que una relacién f sobre el conjunto X X Y es una aplicacion
o funcién discreta si y solo si para todo x € X existe un tnico y € ¥ tal que xfy. Sixfy o
(x,y) € f, se dice que f envia x a y y lo denotamos escribiendo f(x) = y. También se dice que
y es la imagen de x por f, o bien, que x es una antiimagen de y.

El conjunto imagen de X a través de f es el subconjunto de Y sobre el que se envia algin
elemento de X y habitualmente se denota como f(X) o también como Im f. Es decir,

fX)=Imnf={yeY|[IeX: flx) =y}
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Se dice que X es el dominio de la aplicacién f y se denota como Domf = X. Se dice
también que el recorrido de f es Y. Habitualmente, para expresar el dominio y el recorrido de
una aplicacion f, se utiliza la notacién f: X — Y.

Si consideramos los conjuntos de nimeros naturales o enteros, podemos definir las aplica-
ciones siguientes:

. f:N—N, f(n)=n+1
2. f:N—Z, f(n)=n—-1

3. f:iN— {1}, f(n) =1
4. 7 —7, f(z) =3z—17.

En el grafo de una aplicacién f : X — Y, de cada vértice de X tiene que salir una tni-
ca arista hacia algun vértice de Y. Los grafos siguientes representan algunas aplicaciones o
funciones discretas.

Figura 9.6: Grafos de aplicaciones

A menudo, para definir aplicaciones sobre conjuntos finitos, se especifica el valor que toma
la aplicacién sobre cada elemento de su dominio.

Tiene interés considerar, como se verd mds adelante, la restriccién de una aplicacién a un
subconjunto del dominio y también su relacion inversa.

Dada una aplicacién f : X — Y y un subconjunto X' C X, una restriccién de f sobre X’
es una aplicacién f’ : X' — Y que coincide con f si consideramos f restringida a X'. Lo
denotamos como fjyr = f'. También se dice que f es una extension de f'.

La relacion inversa de una aplicacién f: X — Y es el conjunto de pares ordenados {(y,x) |
(x,y) € f} y se denota como f L.

Como sugiere la definicion, el grafo de la inversa de una aplicacion se obtiene invertiendo
el sentido de los arcos en el grafo de la funcién original. La inversa de una funcién f: X — Y
es siempre una relacién sobre Y x X, pero no necesariamente es una aplicacion, como se puede
observar en la figura anterior.
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Hay ciertos tipos de funciones que por su comportamiento reciben un nombre especial.
Entre las mds comunes se encuentran las siguientes.
Una aplicacién f: X — Y se llama

e inyectiva si'y s6lo si para todo x,x' € X, si x # x', entonces f(x) # f(x').
e exhaustiva si'y sélo si para todo y € Y, existe x € X tal que f(x) =y.
e biyectiva siy sblo si es inyectiva y exhaustiva.

En la figura 9.6 hay representada en primer lugar una aplicacién inyectiva, seguida de una
exhaustiva y una biyectiva. La dltima de las aplicaciones queda fuera de esta clasificacion.

Observar también que, si f : X — Y es una biyeccién, entonces f~!: ¥ — X es una
aplicacién y es también biyectiva.

Una interpretacion a veces util de la clasificacién anterior es la siguiente. Si f: X — Y es
una aplicacién y b € Y es un valor arbitrario, entonces decir que

a) la solucién de la ecuacién f(x) = b, en caso de existir, es tnica es equivalente a decir
que f es inyectiva;

b) la ecuacién f(x) = b admite solucién en x es equivalente a decir que f es exhaustiva;

¢) existe una tnica solucién de la ecuacién f(x) = b es equivalente a decir que f es biyec-
tiva.

La proposicién siguiente dice que, en algunos casos, estas tres condiciones son equivalen-
tes.

Proposicion 9.2. Si X e Y son dos conjuntos finitos con el mismo nimero de elementos, en-
tonces f: X — Y es inyectiva si y s6lo si f es exhaustiva.

Demostracion. En general, si X e Y son finitos, es facil ver que f es inyectiva si y sélo si
|X|=|f(X)|y f esexhaustivasiy sélosi|f(X)|=|Y]|. Cuando |X|=|Y
son equivalentes. U

, estas dos condiciones

Cabe observar que este resultado sélo es cierto si X e Y son finitos. Como ejemplo, si
consideramos la aplicaciéon f: N — N, f(n) = 2n, que envia los nimeros naturales a los
nimeros pares, ésta es claramente una aplicacion inyectiva, pero en cambio no es exhaustiva.

De la demostracién de este resultado se deduce el principio de Dirichlet o también llamado
principio del palomar, que ha sido introducido en el capitulo 5 y que, expresado en términos
de esta proposicion, dice que si [X| > |Y|, entonces algtin elemento de Y tiene que tener mas
de una antiimagen.
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Uno de los recursos mds potentes para la obtencién de nuevas funciones a partir de otras
ya conocidas se obtiene a partir de la composicién de funciones.

Dadas dos funciones f: X — Y y g: Y — Z se define la composicion de f con g, que se
denota como go f, como aquella aplicacién go f : X — Z tal que (go f)(x) = g(f(x)).

X ) Y 8 Z
x ()
y g(y)
(g0 f)(x) =2 :

Figura 9.7: Composicién de aplicaciones

A titulo de ejemplo ilustrativo se pueden considerar los grafos que figuran en 9.7, que

X Y Z X Z
8 o

° f ° gof

X1 Y1 11 X1 21

X2 y2 22 X2 22
o

X3 V3 3 X3 23

Y4

Figura 9.8: Grafo de una composicién de aplicaciones

representan el grafo de la composicioén go f a partir de los grafos de las aplicaciones [y g.

Una cuestién interesante que se plantea constantemente en matematicas es la de saber cudn-
do, al combinar dos entidades con propiedades comunes, se obtiene un resultado con la misma
propiedad. Para la composicién de aplicaciones tenemos el resultado siguiente:

Proposicion 9.3. Dadas dos aplicaciones, f: X — Y y g:Y — Z, se puede afirmar que:
a) si f,g son inyectivas, entonces go f es también inyectiva;

b) si f,g son exhaustivas, entonces go f es también exhaustiva.
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Demostracion. a) Para demostrar que go f es inyectiva, sean x,x’ € X tales que (go f)(x) =

(go f)(x'). Entonces, de g(f(x)) = g(f(x')) se deduce que f(x) = f(x') ya que g es inyectiva.
Como f es también inyectiva deducimos que x = x/, y por tanto obtenemos la inyectividad de
gof.

b) Dado z € Z, como g es exhaustiva, existe y € Y tal que g(y) = z. Por otra parte, como f
es también exhaustiva, existe x € X tal que f(x) =y. Asi, z=g(y) = g(f(x)) = (go f)(x) v,
por tanto, Im(go f) = Z. O

Cabe observar que, de esta proposicion, se deduce directamente la biyeccién de la compo-
sicién, siempre que las funciones originales sean biyectivas.

9.3 Operaciones

Las operaciones binarias mds familiares son las operaciones aritméticas de la suma y el produc-
to. Cada una de estas operaciones es una regla que asocia a cada par de nimeros otro nimero
bien definido. El concepto genérico de operacién binaria es una generalizacion de esta idea.

Una operacion binaria, a veces llamada también ley de composicion interna, sobre un
conjunto A es una aplicacién de A x A sobre A.

f: AxA — A
(a,b) — f(a,b)

Habitualmente, las aplicaciones que representan operaciones binarias se denotan mediante
algin simbolo que une los elementos operados, por ejemplo,

fla,b) =axb, f(a,b)=alb, f(a,b)=a+b
Seguidamente damos los ejemplos de operaciones binarias més utilizadas.

1. Ademés de las operaciones aritméticas elementales, en el conjunto de los nimeros natu-
rales se pueden definir muchas otras operaciones, como por ejemplo

NxN — N
(n,m) — n(m+1)

2. La composicion de aplicaciones definidas de un conjunto X en él mismo, que denotamos
como F (X), constituye un ejemplo importante de operacién no aritmética.

FX)xF(X) — F(®X)
(f.g) — fog
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3. Siconsideramos (X ), el conjunto de las partes del conjunto X, la unién y la interseccién
son dos ejemplos importantes de operaciones.

PX) x p(X) — p(X) PX) x p(X) — p(X)
(A,B) — AUB (A,B) — ANB

Una estructura algebraica importante basada en estas operaciones es la llamada de Boole,
que se define en el problema 7 del pentiltimo capitulo.

Otros ejemplos importantes de operaciones aritméticas son la suma y el producto sobre
enteros médulo n y constituyen lo que se llama aritmética modular. Estas operaciones se
definen de manera natural, es decir, asignando a la suma de clases la clase de la suma y como
producto de clases la clase del producto.

DX Ty — T TDnXTw — T
([a,[p]) — [a]+[b]=[a+D] (lal,[p])) — [a]-[b]) =a-D]

Es preciso comprobar que estas operaciones estdn bien definidas, es decir, que no dependen
de los representantes escogidos en cada clase. Ciertamente, si a,a’ son dos representantes
cualesquiera de la clase [a] y b,b' dos de la clase [b], entonces podemos escribir @' =a+hn'y
b'=b+kn,yportantod +b' =a+b+pnyd-b' =a-b+qn, hk,p,q € 7, de donde

[d+b]=la+b] y [d-V]=][a-D]

La aritmética computacional ofrece muchos ejemplos de operaciones binarias sobre con-
juntos finitos. Cada computador tiene un repertorio de operaciones aritméticas sobre los nu-
meros enteros, que normalmente incluyen sumas, diferencias, multiplicaciones y divisiones. A
causa de la propia estructura del computador, s6lo un subconjunto finito de enteros pueden ser
manipulados. Por tanto, en la prictica, las operaciones aritméticas son modulares.

Se pueden describir otros tipos de operaciones binarias diferentes de las operaciones arit-
méticas brevemente comentadas. El hecho de que una sefial pueda tomar valores sobre el
conjunto Z, = {0,1} hace que cualquier dispositivo con dos entradas y una salida represente
una operacién binaria sobre Z;.

Una operacion binaria se puede describir tabulando los valores de los pares asociados a su
dominio. Esta tabulaciéon normalmente se llama tabla de composicion de la operacion. Como
ejemplo consideremos la operacién definida sobre el conjunto A = {a,b,c,d} descrita en la
tabla 9.1.

En particular son dtiles las tablas de operaciones aritméticas modulares. Como ejemplos,
podemos considerar las que figuran en las tablas 9.2 'y 9.3.

Estas operaciones se dicen binarias por indicar que cada par ordenado de elementos de A
es enviado por la operacién a un nuevo elemento de A. Si son ternas ordenadas de elementos
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Tabla 9.1: Tabla de una operacién binaria

‘*Habcd
allb ¢ d d
bifia b ¢ d
cllc a ¢ d
difia b a b

Tabla 9.2: Tabla de la suma en Z4

W N = O+
W N = OO
S W N = =
—_— O W NN
N = O W W

de A las que son enviadas a A por la operacién, diremos que la operacion es ternaria. De
forma similar, si la operacidon nos proporciona las imigenes en A de n-tuplas de A, entonces
hablaremos de una operacién n-dria.

Una manera sencilla de construir operaciones n-drias es la de componer recursivamente
operaciones binarias. Por ejemplo, a partir de una operacién binaria f : A Xx A — A, podemos
construir la operacién ternaria

fi AXAXA — A
(@,b,¢c)  — f(f(a,b),c)

Esta es la manera en que los ordenadores realizan operaciones sobre un conjunto de n

Tabla 9.3: Tabla del producto en Z4

|-]Jo 1 23
oo o 0 o
1o 1 2 3
200 2 0 2
3/0 3 21
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entradas, ya que internamente el ordenador sélo admite operaciones binarias. Por ejemplo, la
operacion ternaria f(a,b,c) = a+ b+ c se efectda haciendo

fla,b,c) = (a+b)+c

Las operaciones binarias pueden tener propiedades que resultan imprescindibles para la
construcciéon de estructuras algebraicas. Las que presentan un interés mas relevante en este
sentido son las siguientes.

Dadas dos operaciones binarias, x y L, definidas sobre un conjunto A, diremos que la
operacion x es

e asociativa si'y s6lo si, para todo a,b,c € A, a*x (bxc) = (axb) *c;
e conmutativa siy solo si, paratodo a,b € A, axb =bxa;

o distributiva respecto de L siy sélo si, para todo a,b,c € A, se satisfacen las igualdades
siguientes:

ax(blc) = (axb)L(ax*c)
(ble)yxa = (bxa)l(cxa)

Observar que las dos igualdades que se tienen que cumplir (para que % sea distributiva
respecto de L) coinciden cuando x es conmutativa.

En los conjuntos de los nimeros naturales, enteros y racionales, tanto la suma como el
producto son operaciones asociativas y conmutativas, y el producto es distributivo respecto de
la suma, pero la suma no es distributiva respecto del producto.

Cabe observar que, en (Q, la diferencia y el cociente no son ni asociativas ni conmutativas,
y también que, en Z, el cociente no estd definido, ya que hay pares de nimeros (por ejemplo,
(3,2)) que no tienen una imagen definida. Similarmente, en N no se puede definir el cociente
y, en este caso, tampoco la diferencia.

Ejercicio 9.4. Comprobar que la unién y la intersecciéon sobre el conjunto de las partes de
cualquier conjunto son operaciones asociativas y conmutativas y, en este caso, que la unién es
distributiva respecto de la interseccién y también en sentido contrario.

La composicién de aplicaciones constituye un ejemplo importante de operacién asociativa
y no conmutativa. La asociatividad se comprueba facilmente y, en cuanto a la conmutatividad,
podemos considerar, por ejemplo

f,e:N— N
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tales que, f(n) =2ny g(m) =m+ 1. Entonces, (go f)(n) = 2n+ 1, mientras que (fog)(m) =
2(m+1).

Un conjunto con una operacion binaria, independientemente de las propiedades de esta
operacion, puede admitir ciertos elementos que por su comportamiento respecto de la operacion
se llaman singulares. Asi, dado un conjunto A y una operacion binaria %, se dice que e € A es
un elemento neutro respecto de % si'y sélo si

axe=exa=a YaeA

Lema 9.5. En cada operacién binaria existe como maximo un elemento neutro.

Demostracion. Supongamos que e y ¢ fuesen dos elementos neutros respecto de . Entonces
se tendria que verificar que ¢’ = exe’ = ¢’ xe = ¢; por tanto, si existe neutro, éste es tnico. [

Si A tiene elemento neutro e respecto de *, entonces se dice que @’ € A es un elemento
inverso de a € A respecto de x siy sélo si axd =d xa=e.

Lema 9.6. Si * es una operacion asociativa sobre el conjunto A, y admite un elemento neutro
e € A, entonces cada elemento a € A admite como m4ximo un elemento inverso a’ € A.

Demostracion. Sida',a" € A fuesen dos inversos de a € A, entonces
)

al — al*e — al*(a*all) — (a'*a)*a” — Cl”

O

La existencia de neutros e inversos respecto de las operaciones aritméticas elementales
puede comprobarse facilmente en los conjuntos de nimeros con que se trabaja habitualmente.
Asfi, tenemos:

1. En N no hay elemento neutro respecto de la suma y, por tanto, no tiene sentido hablar
de inversos respecto de esta operacion. Si consideramos el producto, el 1 es el elemento
neutro. Como no existe ningtin natural diferente del 1, que multiplicado por otro dé 1,
ningln elemento (diferente de 1) tiene inverso.

2. Siconsideramos la suma en Z, tenemos el cero como neutro y —a como inverso de a € Z,
mientras que con el producto, aunque también exista neutro, el 1, ningtin elemento tiene
inverso.

3. En el conjunto (Q, tanto la suma como el producto admiten elementos neutros e inversos
respecto de las dos operaciones.
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4. Las operaciones aritméticas elementales sobre Z, admiten como neutros las clases del [0]
y del [1] respectivamente. El inverso respecto de la suma de una clase [a] es claramente
la clase [—a]. La existencia de inversos respecto del producto no es tan evidente como en
el caso de la suma; en el préximo capitulo veremos que [a] € Z, admite inverso respecto
del producto si y sélo si med(a,n) = 1.

Como ejemplo, si consideramos en Zg los elementos 2, 4, 5, 7 y 8, estos tienen inverso,
como es facil comprobar, (2x5=1 (mod 9),4x7=1 (mod 9), (8x8=1 (mod 9)),
mientras que no hay ningin entero s tal que 3 x s=1 (mod 9) ni6 x s =1 (mod 9).

Ejemplos no numéricos de elementos singulares los encontramos al considerar:

1. El conjunto de las partes de un conjunto, (X), con la unién y la interseccién como
operaciones admite como neutros respectivos el @ y el propio conjunto X. Es ficil com-
probar que ningtin subconjunto no trivial de X admite inverso respecto de la unién ni
respecto de la interseccién.

2. El conjunto de las aplicaciones, F (X), definidas desde un conjunto cualquiera X en él
mismo respecto de la composicién admite siempre la aplicacion identidad como neutro,
ya que para todo x € X, y para toda f € F (X),

(fold)(x) = f(Id(x)) = f(x) = 1d(f(x)) = (Id o f)(x)

Recordemos que la aplicacion inversa de f € F (X) s6lo existe si f es biyectiva, entonces
la existencia de aplicaciones inversas queda restringida al subconjunto de aplicaciones
biyectivas, que denotamos como F *(X).

9.4 Estructuras algebraicas

En esta dltima seccidn se introduce la nocién de estructura algebraica, asi como también ciertos
aspectos generales, teniendo en cuenta que en los capitulos sucesivos se desarrollardn con mas
precision los modelos mds importantes de estas estructuras.

La idea bésica subyacente en la definicién de estructura algebraica es la de un conjunto
con una o varias operaciones, aunque puede intervenir mds de un conjunto, asi como también
otros tipos de relaciones. En general, las operaciones definidas pueden ser n-arias, pero si no se
especifica lo contrario, aqui consideraremos inicamente operaciones binarias y nos referiremos
a ellas directamente como operaciones.

Una estructura algebraica es una n-tupla cuyos elementos son conjuntos y relaciones en-
tre estos conjuntos, de las cuales se destacan en particular las operaciones y también, si se
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quiere, los elementos singulares que puedan tener estos conjuntos respecto de las operaciones
asociadas. Para denotarla podemos escribir

(X,Y,... ,R],RQ,... ,*,J_,... ,e,e',...)

donde X,Y,... son conjuntos, Ry,R>,... relaciones definidas en estos conjuntos, %, L,... son
operaciones n-arias (en general) sobre estos conjuntos, y e,¢’, ... elementos singulares de estas
operaciones.

De hecho, al largo de todo este capitulo se han estado utilizando ya ejemplos de estructuras
algebraicas, entre las cuales tenemos:

1. (N, <). Relacion de orden total sobre los naturales.

2. (N,=). Relacion de equivalencia, también sobre los naturales.

3. ((X),U,0). La operacién unién que tiene por neutro el conjunto vacio.

4. (F (X),0,Id). La composicién de aplicaciones con la aplicacién identidad como neutro.
5. (Q,+,-,0,1). La suma y el producto sobre los racionales con el 0 como neutro de la

suma y el 1 como neutro del producto.

Es preciso mencionar que las estructuras mds importantes estan definidas sobre un tnico
conjunto en el cual hay definidas una o dos operaciones. Los elementos singulares normalmen-
te no se especifican si son ficilmente deducibles. A continuacién daremos una clasificacién
ordenada de estas estructuras. Primero introduciremos aquellas que estdn definidas a partir de
una Unica operacion.

Dado un conjunto X y una operacion x sobre X, diremos que la estructura algebraica (X, *)
es un:

e semigrupo siy s6lo si x es asociativa;
e monoide siy s6lo si x es asociativa y X tiene elemento neutro;

e grupo siy sOlo si x es asociativa, X tiene elemento neutro y cada elemento de X tiene
inverso.

Si % es conmutativa diremos que la estructura correspondiente es abeliana o conmutativa.
Entre los ejemplos que se han tratado al largo del capitulo es rutinario comprobar la estruc-
tura algebraica que corresponde a algunos de ellos.

Ejercicio 9.7. Comprobar las siguientes afirmaciones.

1. (Z, %) es un monoide abeliano.
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Z,4) es un grupo abeliano.
$(X),U) es también un monoide abeliano.

4. (F (X),0) es un monoide no abeliano.

-
-
-
5. (F *(X),o) es un grupo no abeliano.

Dado un conjunto X y dos operaciones, * y L sobre X, diremos que (X,*, 1) es un:

e anillo siy s6lo si (X, ) es un grupo abeliano, L es asociativa y distributiva respecto de
*,

e anillo unitario si'y sélo si es un anillo y (X, L) tiene elemento neutro,

e anillo unitario abeliano si'y s6lo si es un anillo y (X, L) tiene elemento neutro y (X, 1)
es conmutativa,

e cuerpo siy so6lo si es un anillo unitario abeliano y (X, L) tiene elementos inversos.

De forma similar a como hemos hecho con los ejemplos sobre estructuras algebraicas con
una Unica operacién, podemos aprovechar aqui también ejemplos ya tratados con dos opera-
ciones.

Ejercicio 9.8. Comprobar las afirmaciones siguientes.

1. (Z,4+, %) es un anillo unitario abeliano.

2. (Zn,+, x) es también un anillo unitario abeliano.

3. (Q,+, x) es un cuerpo abeliano.

- (
- (
- (
4. (

Zp,+, %) es un cuerpo abeliano si y sélo si p € Z es un nimero primo.

Ejercicio 9.9. Comprobar que el conjunto de las aplicaciones entre nimeros racionales, res-
pecto de la suma y el producto, definidas a continuacién, (F (Q),+, x), tiene estructura de
anillo unitario abeliano.

Paratoda f,g € F (Q), y para todo ¢ € Q, definimos:

FQxF(@Q — F(Q
(f,e)q) — (f+8)lg) =rflg) +g(q)

F(QxF(Q
(f:8)(q)

F(Q
(fxg)(q) = flq) xg(q)

—
—
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Observar que la unicidad en la suma y el producto de niimeros racionales se transmite a la suma
y el producto de aplicaciones racionales. Es decir, estas operaciones estdn bien definidas.

Una vez sabemos lo que significa que un conjunto X tenga una determinada estructura
algebraica, es natural plantearse la cuestion siguiente: al considerar un subconjunto ¥ C X, ;es
posible que esta estructura se mantenga al restringirla a ¥'? Esta cuestion da lugar a un concepto
muy utilizado en este dmbito, el de subestructura.

Dada una estructura algebraica (X, ) y un subconjunto X’ C X, se dice que (X', %) es una
subestructura de la anterior si y solo si la operacion * es cerrada en X', es decir,

Ky =7eX vx',y e X'

y ademds mantiene las propiedades y los elementos singulares que definen la estructura origi-
nal.

Observar que la asociatividad y la conmutatividad de una operacion se mantienen en cual-
quier subconjunto del conjunto de partida.

De forma general, dada una estructura algebraica,

(X,Y,... ,R],Rz,... ,*,J_,... ,e,e',...)
y una familia de subconjuntos X' C X, Y’ C Y, ..., se dice que la estructura algebraica
(XI,YI,... ,R],Rz,... ,*,J_,... ,e,e’,...)

es una subestructura de la estructura original si y sélo si las relaciones, las operaciones y los
elementos singulares originales se mantienen con las mismas propiedades al considerar la es-
tructura original restringida a la familia de subconjuntos.

Entre los ejemplos anteriores podemos observar que algunas de las estructuras algebraicas
son subestructuras de otras.

1. (N, x) es un submonoide abeliano del monoide abeliano (Z, x). Pero, si consideramos
como operacion la suma, la estructura de grupo que hay en Z se pierde en N, ya que este
ultimo conjunto no contiene los elementos inversos.

2. (Z,+) es un subgrupo abeliano del grupo abeliano (Q, +). Pero no es cierto que el anillo
unitario abeliano (Z,+, x) sea una subestructura del cuerpo abeliano (Q,+, x), ya que
los elementos inversos respecto del producto en Q no estan en Z.

Dos estructuras algebraicas diferentes pueden compartir caracteristicas similares. Si una
estructura estd definida sobre un conjunto X y una estructura similar lo estd sobre un conjunto
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Y, la similitud de estas estructuras se pone de manifiesto por medio de una aplicacién entre los
conjuntos X e Y que conserva las caracteristicas de la estructura.

Dadas dos estructuras algebraicas (X,«) e (Y, L), la aplicacién f: X — Y es un morfismo
de (X,*) en (Y,L) siy sélo si

F)LF(X) = flxxx') Vx,x' € X

La definicién dice que la imagen de la composicion de dos elementos coincide con la
composicion de las imdgenes de cada uno de ellos.

Si f:X — Y es un morfismo de (X,x) en (¥, L), se dice que (f(X),L) es la imagen
homomédrfica de X por f.

Observar que la operacién L serd siempre cerrada en f(X).

Por ejemplo, (Z, %)y (NU{0}, x) son homomorficos, ya que la aplicacién

||:Z — NU{0}
que envia cada entero z a su médulo |z|, satisface la condicién de morfismo, es decir,
exd|=le x| Vz,Z €Z

Como los morfismos son aplicaciones, éstas pueden ser inyectivas, exhaustivas y biyectivas.
En cada caso reciben también nombres especiales.
Si f es un morfismo de (X, ) en (¥, L), entonces diremos que f es un:

e monomorfismo siy solo si f es inyectiva,
e epimorfismo siy sélo si f es exhaustiva,
e isomorfismo siy s6lo si f es biyectiva.

Como ejemplos de esta clasificacion podemos considerar los siguientes:

1. La aplicacién identidad Id : (N, x) — (Z, X ), que envia cada nimero natural a él mis-
mo, es un monomorfismo.

2. Laaplicacién | | : (Z, x) — (NU {0}, x), que envia cada nimero entero z a su médulo
|z|, es un epimorfismo.

3. La congruencia médulo n, [ ]: (Z,+) — (Z,,+), que envia cada entero z a su clase [z],
es un ejemplo importante de epimorfismo.
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Como una congruencia médulo 7z es una relacién de equivalencia, ésta induce una particion
del conjunto en clases y da lugar al conjunto cociente, que permite introducir la nocién de
estructura cociente. Mds concretamente y en general:

Una relacién de equivalencia R sobre una estructura (X,*) se dice que es compatible res-
pecto de una operacién * si y sélo si

xRX', yRY' = (x*y)R(X'x)')

Es decir, si la operacién no depende de los representantes elegidos.

Si R es compatible con *, entonces se dice que R induce una estructura cociente, (X /R, *g)
donde X /R es el conjunto de las clases de equivalencia de X médulo R y % es la operacion
inducida por R, es decir,

[xxy] = [x] *g [y] Vx,yeX

Observar que no hay ambigiiedad en la definicién de xg, ya que no depende de los represen-
tantes escogidos en cada clase. Es por ello que se ha introducido la nocién de compatibilidad.
Ya hemos visto que la relacién de congruencia médulo # en los enteros es compatible con la
suma y con el producto. Justamente, (Z,,+,, X,) es la estructura cociente del anillo unitario
(Z,+, x) por la relacion de congruencia médulo n.

La compatibilidad de una relacién respecto de una operacién es una propiedad muy res-
trictiva. Es ficil encontrar ejemplos de particiones no compatibles con ciertas operaciones.
Asi, en Z, la particién A} = {1,2} y A, = Z \ A; no es compatible con la suma, ya que al
operar dos elementos de la clase A; podemos obtener un nuevo elemento de la misma clase
[14 1] = [2] = A}, o bien un elemento de la otra clase [1 + 2] = [3] = A,.

Es interesante observar que la estructura algebraica (X /R, *g) es una imagen homomorfica
de la estructura (X,*) considerando el epimorfismo

f:X —X/R

que envia cada x € X a su clase [x]. Habitualmente, éste se llama epimorfismo natural de X
sobre X /R.

A todo morfismo de una estructura algebraica sobre ella misma se le llama endomorfismo.
Si el morfismo es biyectivo entonces se llama automorfismo.

La nocién de morfismo se extiende a todas las estructuras algebraicas. Por ejemplo, un
morfismo de la estructura (X,*, L) en la estructura (Y,*', L’) es una aplicacién f: X — Y
que satisface para todo x,y € X,

flexy) =f)+ f(y) vy flaly) =f(x)L'f()
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es decir, respeta todas las operaciones y consiguientemente todas las propiedades que involu-
cren a estas operaciones.

En general, la imagen homomorfica de una estructura algebraica es otra estructura con con-
juntos, relaciones, operaciones y elementos singulares que se corresponden uno a uno con cada
elemento de la estructura inicial. Ademads, las propiedades especiales de la estructura original
se mantienen en la estructura imagen. Asi, si x es asociativa en (X,*, L, e), ' 1o es también en
la imagen homomédrfica (f(X) C X',+', L' ¢'), como se puede comprobar facilmente. En par-
ticular, el elemento neutro de la estructura original va a parar al elemento neutro de la estructura
imagen, como se demuestra a continuacion.

Lema 9.10. Dadas dos estructuras algebraicas (X,*,¢) e (Y, L,¢') con elementos neutros res-
pectivos e y ¢’ y un morfismo f : X — Y, se cumple siempre que ¢’ = f(e).

Demostracion. Para todo x € X, la imagen homomorfica de xxe = x es

fx)Lf(e) = f(x)

y, por tanto, f(e) =¢'. O
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Capitulo 10

Grupos

1. Definiciones y propiedades

2. Grupos abelianos finitos

3. Grupos de permutaciones

4. Digrafos de Cayley

5. Teoria de enumeracién de Pélya

La estructura de grupo es la mds simple de las que se considerardn y también una de las que
tiene una incidencia més extensa en sus aplicaciones.

En la seccién 1 de este capitulo se revisa la definicién de grupo que ya se ha enunciado
en el capitulo anterior, se introduce la terminologia bésica y se ven las primeras propiedades.
La seccién 2 estd dedicada al estudio de los grupos abelianos finitos, de los cuales se describe
la estructura. Los grupos de permutaciones, y en particular los grupos simétrico y alternado,
merecen una atencion especial y en la seccién 3 se consideran algunos aspectos algebraicos y
combinatorios de estos grupos. Los grafos de Cayley proporcionan una manera de visualizar
la estructura de un grupo. La interrelacion entre la teoria de grupos y la teoria de grafos por
medio de los grafos de Cayley es muy enriquecedora para ambas teorias y estd relacionada con
la descripcién de un grupo mediante lo que se llaman presentaciones. Estas cuestiones se tratan
en la seccién 4. El capitulo se acaba con una aplicacién de la teoria de grupos a un problema
de enumeracién que se conoce como teoria de Pélya. El objetivo es enumerar configuraciones
diferentes sobre un conjunto que goza de ciertas simetrias.
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10.1 Definiciones y propiedades

Tal como se ha introducido en la tdltima seccién del capitulo anterior, la estructura de grupo
viene dada por la definicién siguiente.
Un grupo es un par (G,-) formado por un conjunto y una operacién binaria que cumple:

GO La operacién es cerrada, es decir, a-b € G, para todo a,b € G.
G1 La operacion es asociativa, es decir, (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € G.
G2 El conjunto G tiene elemento neutro, que se denotara por e, respecto de la operacion.

G3 Cada elemento de G tiene inverso respecto de la operacién. El inverso del elemento a € G

se denotard por a~!.

Si ademads la operacién es conmutativa, se dice que el grupo es abeliano.

Las propiedades descritas en los axiomas G1, G2 y G3 son una abstraccion de las propieda-
des que satisfacen las operaciones elementales en los conjuntos de nimeros. Asi, los conjuntos
de nimeros enteros o racionales con la suma, (Z,+), (Q,+), son ejemplos de grupos abelia-
nos. De la misma manera, el conjunto de niimeros racionales con el producto, (Q*,-), tiene
también estructura de grupo abeliano.

Por abuso de notacién nos referiremos a menudo a un grupo indicando s6lo su conjunto
base, dejando de lado la referencia a la operacion. Asi pues, hablaremos del grupo G en lugar
de hablar del grupo (G,-), de manera que debe quedar sobreentendido a qué operacién se
hace referencia. Siguiendo los modelos aritméticos de los conjuntos de nimeros, la notacién
genérica de la operacion es ‘-’ (notacién multiplicativa) y entonces el elemento neutro se denota
por ‘e’ o por ‘I’. A menudo se escribe ‘ab’ en lugar de ‘a-b’. Cuando el grupo es abeliano,
la operacion se denota por ‘4’ (notacién aditiva), el elemento neutro se denota por ‘0’ y el
inverso de x por ‘—x’.

Algunas de las propiedades elementales que se derivan de los axiomas de grupo son las
siguientes:

Proposicion 10.1. En un grupo (G,-) se cumple:
1. El elemento neutro es tnico.
2. El elemento inverso de cada elemento es tnico.
3. Elinverso de a~! es a, es decir, (a=!) ! = a.
4. Elinversode a-bes b~ ' -a~!, es decir, (a-b) ' =b~"-a" .

5. Laecuacién a-x = b tiene una solucién dnicax=a~!-b € G.
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Ejercicio 10.2. Demostrar las propiedades enunciadas en la proposicién anterior e indicar cua-
les de los axiomas de grupo se usan.

La dltima de las propiedades, que asegura que en un grupo una ecuacién del tipo ax = b
tiene siempre una solucién tnica en x, es caracteristica de la estructura de grupo. Este punto de
vista es importante ya que, histéricamente, los objetivos iniciales del dlgebra estaban ligados a
la resolucién de ecuaciones.

Es preciso observar también el cambio de orden en la escritura de los elementos en la
propiedad 3 de la proposicién. Si G es un grupo abeliano, se puede escribir (a-b) ' =a~!-b71.
Esta relacién aparentemente mas natural puede dejar de cumplirse si el grupo no es abeliano.

En este capitulo nos centraremos sobre todo en grupos finitos, es decir, en los que el con-
junto de base del grupo es finito.

Una de las maneras de representar la estructura de un grupo finito es dando la tabla de la
operacion. Por ejemplo, la tabla siguiente corresponde a la de un grupo de cuatro elementos,
G ={e,a,b,c}.

Tabla 10.1: Tabla de un grupo de cuatro elementos

o o o0 oo

o o & o0

o o ® o0
o o0 o |
o O 0|0

En la tabla de un grupo se pueden visualizar facilmente los dos dltimos axiomas de la
estructura: la fila y la columna que corresponden al elemento neutro son idénticas a la fila
y la columna cero respectivamente. Ademds, en cada fila y en cada columna aparece una
Unica vez este elemento neutro al operar cada elemento con su tnico inverso. Otra propiedad
caracteristica mas de la tabla de un grupo es que en cada una de las filas y de las columnas
aparece una Unica vez cada uno de los elementos del grupo. Esto es porque si x-y = x-z,
multiplicando los dos lados de la igualdad por x~!' obtenemos y = z. La tabla muestra también
si el grupo es abeliano, caso en el que hay una simetria respecto de la diagonal principal como
en la tabla anterior. La propiedad asociativa es la que no queda reflejada en la tabla y se tiene
que verificar de manera exhaustiva (y a menudo tediosa).

Ejercicio 10.3. Usando las propiedades que se han mencionado de la tabla de un grupo, de-
mostrar que hay un tnico grupo de dos elementos y un tnico grupo de tres elementos.
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Subgrupos

De acuerdo con la nocién genérica de subestructura, se dice que un subconjunto H C G es un
subgrupo de G si con la operacién -’ restringida a los elementos de H se satisfacen los axiomas
de grupo. Por ejemplo, el subconjunto formado por los elementos H = {e,b} en el grupo de
la tabla anterior (10.1) es un subgrupo, ya que la operacién restringida a este subconjunto es
cerrada, tiene elemento neutro e y el elemento b tiene como inverso el mismo b. La tabla de
este subgrupo esta representada en 10.2.

Tabla 10.2: Subgrupo del grupo de la tabla 10.1

o o
o o |lo
o oo

De hecho, 10.2 corresponde a la tabla del tnico grupo de dos elementos. En realidad no es
preciso comprobar los cuatro axiomas de grupo para determinar si un subconjunto es o no un
subgrupo.

Proposicién 10.4. Sea (G,-) un grupo y H C G. Entonces, (H,-) es un subgrupo de (G,-) siy
s6lo si se satisface la relacion

a-b'eH Ya,b € H
Si G es finito, (H,-) es un subgrupo si y sélo si la operacion es cerrada en H.

Demostracion. Supongamos que se satisface la relacion. Si a € H, tomando b = a obtenemos
1

a-a ' =e € H de manera que H contiene el elemento neutro. Entonces, tomando a = e,
para cualquier elemento b € H, e-b~! = b~! € H, de manera que cualquier elemento de H
tiene inverso en H. Dados dos elementos a,b € H, tenemos que a- (b~')~! = ab € H, de

manera que la operacién es cerrada. Finalmente, la propiedad asociativa se hereda directamente
de la misma propiedad en G. Reciprocamente, si (H,-) es un subgrupo de (G,-), estd claro
que se satisface la relacién, es decir, si a,b € H entonces a,b~! € H y por tanto a-b~ ' € H.
Finalmente, en caso que G sea finito, basta que la operacién sea cerrada en H. La demostracién
se deja como ejercicio. O

Ejercicio 10.5. Demostrar que en el enunciado de la proposicién anterior se puede substituir
la relacién a-b~! € H para todo a,b € H por

a'-beH YabeH
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De manera simplificada se escribe H < G para denotar que (H,-) es un subgrupo de (G, -).
Esté claro que el subconjunto formado sélo por el elemento neutro es un subgrupo de G. Todo
el grupo G es también un subgrupo de él mismo. Estos dos se llaman subgrupos triviales de G,
mientras que los subgrupos no triviales se llaman también subgrupos propios.

Ejercicio 10.6. Demostrar que (Z,+) < (Q,+).

Ejercicio 10.7. Demostrar que nZ = {nk,k € Z}, el conjunto de miltiplos de un nimero entero
n, es un subgrupo de (Z,+).

Un subgrupo propio H de G induce en G una relacion de equivalencia Ry definida por
aRyb<=a'-beH, VNabeG

Ejercicio 10.8. Demostrar que Ry es efectivamente una relacion de equivalencia.

De acuerdo con la ltima proposicién (y el ejercicio que sigue), si a,b € H, entonces a~ ' -

b € H, de manera que aRyb. Reciprocamente, si aRyb y a € H, entonces b = a- (a~'b) €
H. Esto quiere decir que los elementos de H forman una de las clases de equivalencia. De
manera similar se puede ver que la clase de un elemento a € G es justamente el conjunto de los
elementos aH = {ax,x € H} y que todas ellas se pueden describir de esta manera.

Ejercicio 10.9. Demostrar esta dltima afirmacién: Si H es un subgrupo de G, las clases de
equivalencia de la relaciéon Ry son los conjuntos de la forma aH = {ax,x € H} para cada
acG.

Por ejemplo, si G es el grupo de cuatro elementos de la tabla 10.1 y H el subgrupo de dos
elementos de la tabla 10.2, H =b+H = {e,b} y a+ H = {a,c} son las clases de equivalencia
de la relacion Ry (usamos la notacion aditiva).

A causa de su forma, las clases de equivalencia por la relacion Ry se llaman clases laterales
por la izquierda de G médulo H. Esta claro que todas las clases tienen el mismo cardinal (si
aH ,bH son dos clases, la aplicacién f : aH — bH dada por f(ax) = bx es una biyeccién). Si
G es un grupo finito, el ndmero de clases se llama indice de H en G y se denota por |G : H|.
Asi pues,

|Gl

|G:H|=+—
|H]|

Esto lleva a uno de los primeros resultados que se obtuvieron en la teoria de grupos.

Teorema 10.10 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y A un subgrupo propio de
G. Entonces |H| es un divisor de |G]|.
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El teorema de Lagrange limita el nimero de subgrupos que puede tener un grupo. Por
ejemplo, un grupo de orden primo no puede tener ningtin subgrupo propio. El reciproco del
teorema de Lagrange no es necesariamente cierto: el hecho que k sea un divisor de |G| no
quiere decir que G tenga que tener un subgrupo de orden & (0 que no pueda tener mas de uno).

Si H < G, habriamos podido definir también la relacién de equivalencia gy R dada por

aHRb<::>a-b_1 €EH

En este caso, las clases de equivalencia son Ha, a € G y se llaman clases laterales por la
derecha de G moédulo H. Si G es un grupo abeliano, entonces aH = Ha, para todo a € G; en
este caso, las clases laterales por la derecha coinciden con las clases por la izquierda. Si G no es
abeliano, las clases por la derecha no coinciden necesariamente con las clases por la izquierda
y las dos relaciones dan lugar a particiones diferentes.

Si xH = Hx para todo x € G, se dice que H es un subgrupo normal de G y se indica

3

escribiendo H < G. En este caso, la operacién ‘-’ del grupo G induce una operacién en el

conjunto de G/H de clases de equivalencia definida como
(xH) - (yH) = (x-y)H

Ejercicio 10.11. Comprobar que, si H es un subgrupo normal de G, la operacién estd bien
definida, es decir, el resultado no depende del representante que se escoge en cada clase. Méas
concretamente, si xH = x'H e yH = y'H, entonces (x-y)H = (x'-y')H. Esto no es necesaria-
mente cierto si H no es un subgrupo normal.

No es dificil comprobar que el conjunto G/H con esta operacion vuelve a tener estructura
de grupo. De hecho, la clase eH es su elemento neutro y el elemento inverso de xH es x 'H.
Este grupo se llama grupo cociente de G médulo H.

Ejercicio 10.12. Demostrar que, efectivamente, si H <G, entonces G/H con la operacin
(aH) - (bH) = abH tiene estructura de grupo.

En el capitulo anterior hemos visto un ejemplo importante de grupo cociente. Recordemos
que la relacion de congruencia médulo n en el conjunto Z de los nimeros enteros estd definida
como

x=y (mod n) & n|(x—y)

Si llamamos nZ al subgrupo de los multiplos de » introducido en el ejercicio 10.7, vemos que la
relacién de congruencia es una relacién de equivalencia médulo este subgrupo. Como (Z,+)
es un grupo abeliano, nZ es un subgrupo normal, de manera que se puede definir el grupo
cociente Z /nZ, que habitualmente se denota por Z,, con la operacién

(a4+nZ)+ (b+nZ)=(a+b)+nZ

Tanto Z como nZ son grupos infinitos, pero Z, es un grupo finito de orden n.
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Morfismos de grupos

Particularizaremos ahora al caso de la estructura de grupo otra de las definiciones generales
que se han dado en el capitulo anterior. Una aplicacién

f:G—H
entre dos grupos (G, ), (H,o) es un morfismo de grupos si

fla-b) = f(a)o f(b) Ya,b € G

es decir, es lo mismo operar dos elementos en G y aplicar la funcién f que aplicar la funcién f
a los dos elementos y operar las imdgenes en H.

Ejercicio 10.13. Sea f : G — H un morfismo de grupos.
1. Demostrar que f(eg) = ep.
2. Demostrar que f(a~!) = (f(a))~".

Si la funcién f es biyectiva, se dice que es un isomorfismo de grupos y también que los
dos grupos (G,-) y (H,o) son isomorfos. Dos grupos isomorfos tienen las mismas propiedades
algebraicas y, desde el punto de vista de la estructura, difieren s6lo en la denominacién de sus
elementos. Por ejemplo, el conjunto H = {0, 1} con la operacién ‘o exclusiva’ que tiene por
tabla:

@0 1
00 1
111 O

es isomorfo al grupo representado en la tabla 10.2, donde el isomorfismo viene dado por f(e) =
Oy f(b) = 1. Desde el punto de vista de la estructura, los dos grupos son entonces idénticos.

Ejercicio 10.14. Sea f : G — H un morfismo del grupo (G,-) en el grupo (H,o).

1. Demostrar que el subconjunto Go = {x € G| f(x) = ey } es un subgrupo de G. Demostrar
ademds que se trata de un subgrupo normal.

2. Demostrar que el subconjunto /m f es un subgrupo de H.

3. Demostrar que f es un morfismo inyectivo si y sélo si Gy es el subgrupo trivial Gy =

{ec}

4. Demostrar que la aplicacién f : G/Gy — Imf dada por f(x-Goy) = f(x) estd bien
definida y es un isomorfismo de grupos.
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Producto cartesiano de grupos

El producto cartesiano de grupos proporciona una manera de generar nuevos grupos a partir de
otros conocidos.

Dados dos grupos (Gy,*1,e1) y (G2,%2,e2), podemos definir una operacién * sobre G| x G,
de forma natural:

(81,82) * (h1,h2) = (g1 %1 h1,81%2 h2)

Se puede comprobar ficilmente que este producto es asociativo, como consecuencia de la
asociatividad en los grupos originales. Estd claro que (ej,e;) es el elemento neutro de esta
nueva operacién y que, para cada (g1,82) € Gi X Ga, (g7 1,8, ') € G1 X G, es su inverso. As,

(G1 X G, %)
es un grupo que se llama producto cartesiano de los grupos G por G».
Ejercicio 10.15. Demostrar que G| x G, es abeliano si y sélo si lo son G y G».
Ejercicio 10.16. Comprobar que Z; X Z, es un grupo no isomorfo a Zg4.

De forma similar se puede definir el producto cartesiano de n grupos, G, G, ... ,Gy,,
G XGyX---xXGy
Ejercicio 10.17. Comprobar que Z; X Zj X Z3 es un grupo isomorfo a (Z, X Z;) X Zs.

De los subgrupos propios de G; y G, podemos obtener también de manera natural subgru-
pos propios de G| x G».

Ejercicio 10.18. Si H; y H, son subgrupos propios de G| y G, respectivamente, entonces
Hj x H, es un subgrupo propio de G; x G».

En particular, G y G, se pueden considerar subgrupos de G; x G, por medio de las iden-
tificaciones siguientes:

G, & GI]:G1X{€2}
G, & G'zz{el}sz

Es inmediato ver que estas identificaciones representan isomorfismos que identifican cada
g1 € Gj con (g1,e2) € G) y, similarmente, cada g, € G con (e;,g2) € G). Asi, cada elemento
(81,82) € G| X G; se identifica de manera tnica con ((g1,e2), (e1,82)) € G| x G5. Es preciso
observar que, G} NG} = (e;,e2) y ademds se cumple que (g1,e2) * (e1,82) = (e1,82) * (g1,€2)
paratodo g, € G1 y g € Go.
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Reciprocamente, nos podemos plantear la cuestion siguiente: ;es posible expresar un grupo
G como producto cartesiano de otros grupos de 6rdenes (evidentemente) mas pequefios (y por
tanto mas manejables)?

Esta cuestion sugiere la definicion siguiente. Se dice que un grupo G es producto directo
de sus subgrupos H y H' si

1. G={hh' |he H,)N e H'};
2. HNH' = {e}, e es el elemento neutro de G;
3. Hy H' son subgrupos normales en G.

En particular, el producto cartesiano G = G| x G, es también el producto directo de los
subgrupos G| y G} de G,

G:GIXGzﬁGIIXGIZ

de manera que las nociones de producto cartesiano y producto directo de grupos son equiva-
lentes.

Observar que, si G es abeliano, la tercera condicién la cumple cualquiera de sus subgrupos.
Asf, para obtener una descomposicién de G como producto directo de otros grupos, serd preciso
buscar entre los subgrupos que tengan interseccion trivial. En este caso, se usa a veces G =
H @& H' para denotar que el producto directo de H y H' es abeliano, siguiendo la costumbre de
utilizar la notacién aditiva en el caso de grupos abelianos.

Asi, por ejemplo, (Zg¢,+) tiene dos subgrupos propios,

H = {O,?)}EZQ
H = {024} ~7;

cuya interseccion es el elemento neutro de (Ze,+). Podemos obtener los elementos de Zg a
partir de los elementos de Z, X Z3, mediante la identificacién que figura a continuacién:

‘ L < ZLoyXZsj ‘
0 < (0,0
1 < (@D
2 & 0,2)
3 & (1,0)
4 & 0,1
5 & (1,2)
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Tabla 10.3: Tabla de (Z, X Z3,+)

|+ oo an ©02 a0 ©n 12 ]
©0,0 [ 0,0 @1 ©2 1,0 ©1) (1,2
a,n || (,1) ©2) (1,00 (0,1) (1,2) (0,0)
©02) | 02) 1,00 ©,1) (12) (00 (1,1)
1,00 | (L0) (©,1) (12) 0,0 (1,1) (02)
oD || 0,1 12 ©0 (1,1) ©02) (1,0
1,2) | (1,20 0,0 1,1) ©02) (1,00 (0,1)

Con esta identificacién es facil comprobar que la tabla 10.3 correspondiente a
(Zyx Z3,+)

coincide con la tabla de (Zg,+).
Por tanto, podemos afirmar que Zg = H) @ Hy >~ Z» X Z3.

Ejercicio 10.19. Comprobar que Z; ~ Z4@® Z3. Comprobar también que Z; no es producto
directo de Z;, y Zg. {Por qué?

En la seccién siguiente se usardn descomposiciones en productos directos para obtener la
clasificacién de los grupos abelianos.

10.2 Grupos abelianos finitos

En esta seccion se describe una clase importante de grupos finitos: los grupos abelianos. Los
grupos abelianos mds simples son los grupos ciclicos, que se verdn en primer lugar. A conti-
nuacion se verd que todos los grupos abelianos se pueden expresar como productos directos de
grupos ciclicos.

Grupos ciclicos

Los grupos ciclicos proporcionan el ejemplo mds sencillo de grupo finito. Para introducirlos se
considera primero el concepto de orden de un elemento en un grupo. Sea G un grupo finito y g
un elemento de G. Indicaremos por
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Consideremos la sucesién de elementos g, g%,¢>,...,g%,.... Como el grupo es finito, en esta
sucesion no todos los elementos pueden ser diferentes, de manera que para algunos indices m, n
tendremos g” = g". Supongamos que m < n. Multiplicando ambos lados de la igualdad por
(¢™)~! = g™, obtenemos g" " = e. Asi pues, tenemos:

Proposicién 10.20. Si G es un conjunto finito y g € G, existe un entero k tal que g€ = e.

La proposicién anterior justifica la definicidn siguiente.

Sea G un grupo finito y g € G. Se llama orden de g, y se indica por |g|, al menor nimero
natural k para el cual g¥ = e.

Si g tiene orden k, entonces los elementos g, g%, ... ,g""!, g = e son todos diferentes. Efec-
tivamente, si hubiese dos iguales, g’ = g9, p < g < k, entonces g¢ P = e, contrariamente al
hecho que k es el menor natural con esta propiedad. Ademds, g”" = g"*+* para todo m € N,
de manera que la secuencia infinita de potencias de g tiene periodo k, es decir, los elementos
de la secuencia se repiten cada k posiciones. Estd claro que el producto de dos potencias de
g es otra potencia de g, de manera que la operacion del grupo es cerrada en el subconjunto
H={gg,...,8" gf=e}. Segin la proposicién 10.4, tenemos el resultado siguiente.

Proposicion 10.21. Sea G un grupo finito y g¢ € G un elemento de orden k. Entonces

H={gg....8d7"¢=¢
es un subgrupo de G de orden k = |g|.
En particular, segtin el teorema de Lagrange, tenemos:
Corolario 10.22. Sea G un grupo finito y g € G. Entonces |g| es un divisor de |G]|.

Al subgrupo H de las potencias de un elemento g € G se lo llama subgrupo generado por
g, y también se dice que g genera H. La estructura ciclica de este grupo sugiere la definicién
siguiente.

Un grupo finito G es ciclico si contiene un elemento g que genera todo el grupo, es decir,
todos los elementos de G se expresan como potencia de g.

Ejercicio 10.23. Demostrar que un grupo ciclico es abeliano.

Ejercicio 10.24. Sean G y H dos grupos ciclicos del mismo orden k, generados por los ele-
mentos g € Gy h € H respectivamente. Demostrar que la aplicacién f : G — H definida por
f(g")=h",n=1,2,... k es un isomorfismo de grupos.

Segtin el enunciado de este dltimo ejercicio, vemos que, salvo isomorfismo, hay como
mucho un dnico grupo ciclico para cada orden k. Vamos a ver que hay efectivamente uno para
cada orden.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



226 MATEMATICA DISCRETA

Proposicion 10.25. El grupo Z,, es un grupo ciclico de orden n.

Demostracion. Cualquier elemento k + nZ € Z, se puede escribir como k + nZ = k(1 +nZ),
de manera que la clase del 1 genera todo el grupo. U

Los grupos ciclicos aparecen en muchas y diversas aplicaciones, de modo que resulta util
adquirir una cierta habilidad para operar en estos grupos (lo que se llama aritmética modular).
La manera habitual de trabajar en estos grupos consiste en tomar como representantes de las
n clases los enteros de 0 a n — 1 y efectuar la suma ordinaria entre estos elementos, buscando
después el representante correspondiente. Asi, por ejemplo, los grupos ciclicos de érdenes 4 y
5 tienen las tablas siguientes:

ot 2 G
010 123 1|1 2 3 40
o 212 3 4 0 1
212 3 0 1

3{]3 4 0 1 2
313 012 414 0 1 2 3

Asi pues, hay un y s6lo un grupo ciclico de orden n para cada entero positivo, el grupo Z,,.
Este es el tinico grupo de orden n cuando n es un niimero primo.

Proposicion 10.26. Si p es un niimero primo, hay un tnico grupo de orden p y este es ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo de orden p y g un elemento cualquiera de G diferente de e.
Segiin el corolario 10.22, el orden de g es un divisor de |G| = p. Como p es primo, tiene que
ser |g| = p, de manera que el subgrupo generado por g es todo G. O

Los grupos ciclicos tienen otra particularidad en relacién al teorema de Lagrange: para
cada divisor k de n, existe un unico subgrupo de Z, de orden k. Esto se puede ver a partir de
las proposiciones siguientes.

Proposicion 10.27. Cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Proposicién 10.28. Sea k un divisor de n'y h = n/k. El conjunto de mdltiplos de 4 en Z,, forma
un subgrupo de orden k.

Ejercicio 10.29. Demostrar las proposiciones anteriores y deducir que para cada divisor k de
n hay un tnico subgrupo de orden & de Z,,.

Proposicion 10.30. Sin y m son enteros primos entre si, entonces

Lig X Ly = Loy
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Este resultado es consecuencia de la proposicién 10.33 que veremos mds adelante. En ge-
neral, Z, es isomorfo al producto directo de los subgrupos ciclicos que tienen érdenes divisores
de n y estos 6rdenes son primos entre si.

Teorema 10.31. Sea Z, un grupo ciclico de orden n = p\' p5*--- ps, donde p; son nimeros
primos diferentes. Entonces,

Z”:Z‘DT] XZp;z Xoeee XZp;ls

Asi, por ejemplo, sabemos ya que Zg =~ Zjy X Z3. Si observamos la tabla 10.3, podemos
comprobar que (1,1) € Z;, x Z3 genera todo Z; x Z3 y por tanto deducimos que Z; X Z3 es
ciclico. Esta es otra manera de comprobar que Z; X Zs es isomorfo a Zg.

El ejercicio siguiente muestra, en cambio, que no siempre se puede descomponer Z, en
producto de grupos ciclicos de 6rdenes divisores de n.

Ejercicio 10.32. Comprobar que el grupo ciclico de cuatro elementos, Z4, no es isomorfo a
Ly X L. {Por qué?

Grupos abelianos

Conocer la estructura interna de un grupo es en general un problema dificil. Si el grupo es
abeliano, este problema tiene solucién, como veremos a continuacion.

En el apartado anterior hemos estudiado el modelo més sencillo de grupo abeliano, aquel
que estd generado por un unico elemento. Si consideramos ahora un grupo G generado por un
conjunto de elementos S = {g;,82,...,8-} C G (es decir, cualquier elemento de G se puede
obtener como ‘producto’ de elementos de S) tales que conmuten entre ellos, g;g; = g;g;, para
todo i, j, entonces cualquier elemento g de G se puede expresar como producto de potencias de
estos generadores:

X1 X -
8=81'8" &
Como consecuencia, G es un grupo abeliano.
La relacidén entre los 6rdenes de dos elementos y el orden del producto de estos elementos
es importante para conocer cudl es la estructura interna del grupo que generan. El resultado
siguiente es Util en este sentido.

Proposicion 10.33. Sean g y / dos elementos de un grupo abeliano G con 6rdenes respectivos
n'y m tales que mcd(n,m) = 1. Entonces el orden de gh es nm.

Demostracion. Sik = nm, podemos decir que (gh)* = g*h* = 1y, por tanto, el orden de gh tiene
que ser un divisor de k. Supongamos ahora que este orden fuese k' < k. En este caso tendriamos
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que (gh)¥ =g"h¥ =1,y de aqui que g¥ = (h~")¥. Ahora bien, el orden de este elemento |g* |
tiene que dividir al orden de g, |g| =n y el orden de &, |h| = m. Como mcd(n,m) = 1, el orden
de g¥ y de (h~")¥ tiene que ser 1. Por otra parte, 1 = (hh~")¥ = 1 (h=")¥ = W, de donde
se deduce que k' tiene que ser un miiltiplo de n, de m y del minimo comiin mdltiplo. Como

mcd(n,m) = 1, tiene que ser X' = mem(n,m) = nm. O
Ejercicio 10.34. Demostrar la proposicién 10.30 usando la proposicién anterior.

Para caracterizar los 6rdenes de los elementos de un grupo abeliano finito, es titil considerar
el orden maximo de sus elementos, llamado exponente del grupo.

Proposicion 10.35. El orden de cualquier elemento de un grupo finito abeliano divide al ex-
ponente del grupo.

Demostracion. Sea n el exponente de un grupo abeliano G y sea g € G tal que |g| = n. Su-
pongamos que existiese un elemento g’ € G de orden |g'| = n’ tal que n’ no dividiese a n. Si
d = mcd(n,n'), entonces |g?| = n/d es relativamente primo con n', mcd(n/d,n') = 1, y, por
tanto, la proposicién anterior nos dice que |g'g?| = n'n/d. Pero como hemos supuesto que 7' no
divide a n, ' > d y el orden de |g'g?| > n en contradiccién con el hecho que 7 es el exponente
del grupo. U

En particular, si el orden de un grupo abeliano es su exponente, entonces el grupo es ciclico.
Si el grupo estd generado por mds de un elemento, G = (g;,82,...,8,), y los 6rdenes de sus
generadores son primos entre si, entonces el orden de g1, --- g, es producto de los érdenes
de todos los generadores, que es justamente el orden de G y por tanto en este caso el grupo es
también ciclico. Como consecuencia, si un grupo finito abeliano no es ciclico, debe tener como
minimo dos generadores con 6rdenes no primos entre si.

A continuacién describiremos la estructura general de los grupos abelianos. Las demostra-
ciones de los resultados que siguen no se incluirdn en este texto a causa de su nivel de dificultad.
El lector interesado las puede encontrar, por ejemplo, en [3].

El primer paso para determinar la estructura de un grupo abeliano es un resultado similar
al de la proposicién 10.30. Para cada primo p, llamamos G(p) al conjunto de todos elementos
de G que tienen orden una potencia de p.

Ejercicio 10.36. Demostrar que si G(p) # 0, entonces G(p) es un subgrupo de G. Demostrar
que si p divide a n, entonces G(p) tiene orden una potencia de p.

Recordemos que el orden de cualquier elemento divide al orden del grupo. El siguiente
teorema asegura que la afirmacion reciproca también es cierta para divisores primos de |G| y
constituye la clave para la clasificacién de los grupos abelianos.
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Teorema 10.37 (Cauchy). Si p es un primo que divide a |G|, entonces hay algiin elemento
g € G que tiene orden p.

Este teorema asegura que G(p) # 0 si y s6lo si p divide a n. Como, para dos primos
diferentes p,q, G(p) N G(q) = 0, se obtiene en particular:

ny 2

Proposicion 10.38. Si G es un grupo abeliano de orden n = pi' p5*--- pi*, entonces

G ~G(p1) x -+ xG(ps)

Segtn la proposicién anterior, sélo es preciso determinar la estructura de cada uno de los
grupos abelianos G(p) de orden una potencia de p. Si cada uno de ellos es ciclico, de acuerdo
con los comentarios anteriores, G también es ciclico. Si G(p) no es ciclico, se puede expresar
también como producto de grupos ciclicos.

Proposicién 10.39. Si G es un grupo abeliano de orden p*, p primo, entonces
G Zipn X =+ X Lipnt
para algunos ry,...,r; talesque k=r; + -+ r;.

Segtn la proposicién anterior, cada descomposicion de k en suma de enteros r| + -+ +r;
proporciona un grupo abeliano de orden p* y todos se pueden obtener asi. Por ejemplo, los
unicos grupos abelianos de orden n = 33 son Zy7, Zo X Zx y Z3 X Z3 X Z3, que son diferentes
entre sfi.

Las proposiciones 10.38 y 10.39 proporcionan una caracterizaciéon completa de la estruc-
tura general de cualquier grupo abeliano finito.

n ., n2

Teorema 10.40. Si G es un grupo abeliano finito de orden n = p\' p5*--- p{*, entonces
G Zy X+ X Ly,
donde cada n; es una potencia de alguno de los primos de la descomposicionde ny ny - --n, = n.

Ejercicio 10.41. Encontrar todos los grupos abelianos de orden n = 24.

10.3 Grupos de permutaciones

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, el conjunto de aplicaciones biyectivas de un
conjunto en él mismo forma un grupo con la composicién de aplicaciones. El elemento neutro
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del grupo es la aplicacion identidad, y la aplicacién inversa de una aplicacion f estd definida
como f!(y) =x & f(x) =y.

Cuando X es un conjunto finito, estas aplicaciones se llaman permutaciones. Cualquier
conjunto de permutaciones que forme grupo, se llama grupo de permutaciones y el conjunto
de todas las permutaciones de n elementos es lo que se llama grupo simétrico de n simbolos
que se denota por S, y tiene n! elementos.

Los grupos de permutaciones constituyeron uno de los estimulos principales para el estudio
de los grupos finitos. De hecho, todo grupo finito se puede interpretar como un grupo de
permutaciones. Este resultado, conocido como el teorema de Cayley, asi como un estudio
detallado de esta clase de grupos se verd mds adelante en esta seccion. Antes, sin embargo,
discutiremos un ejemplo importante de grupos de permutaciones: los grupos de simetrias.

Grupos de simetrias

La estructura de grupo aparece de forma natural en el estudio de simetrias. En términos ge-
nerales, una simetria sobre un conjunto es una biyeccién entre sus elementos que respeta su
estructura. Las simetrias, por tanto, se pueden componer y el conjunto de todas ellas tiene
estructura de grupo con la composicién. En esta seccion ilustramos este hecho a partir de un
grupo de simetrias particular, el de los movimientos rigidos de un poligono regular que dejan
su forma invariante.

Consideremos un tridngulo equildtero de vértices ABC. Una rotacién de mt/3 radianes con
centro el baricentro del tridngulo lleva el vértice A al B, el B al C, el C al A y deja el tridngulo
invariante. Este es entonces un movimento rigido del tridngulo que deja su forma invariante
(véase la figura 10.1).

Llamamos g a este movimento. Si lo aplicamos dos veces (es decir, g%), tenemos otro
movimiento que también deja el tridngulo invariante. Si lo aplicamos tres veces tenemos los
vértices del tridngulo en la posicion inicial.

Los dos movimientos, g y g2, no dejan ningtin vértice fijo y son los tinicos con esta propie-
dad. El tridngulo admite, sin embargo, otros movimientos que lo dejan también invariante. El
movimiento de rotacién de 7 radianes sobre el eje dado por cada una de las alturas deja también
el tridngulo invariante. Los hay tres de estos movimientos, uno para cada una de las alturas.
Llamamos a a la rotacién que deja fijo el vértice A y, de manera similar, b y ¢ a las que dejan
fijos los vértices B y C respectivamente (véase la figura 10.1). Cada uno de estos movimientos
queda identificado por su accién sobre los vértices A, B y C del tridngulo, de manera que se
puede ver el grupo de simetrias como un grupo de permutaciones de tres elementos. Los cin-
co movimientos que hemos visto y la identidad constituyen, por tanto, todas las simetrias del
tridngulo, ya que sélo hay seis permutaciones de tres elementos. En 10.4 esté la tabla del grupo
que forman. De la tabla se desprende que el grupo de simetrias de un tridngulo es no abeliano.
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C A B C

Figura 10.1: Simetrias del tridngulo

Este es el grupo no abeliano mds pequefio y forma parte de la familia de los llamados grupos
diédricos, que se denotan por D, y de los que hay uno para cada entero positivo n. La carac-
teristica de todos estos grupos no abelianos es que tienen tamafio 2n y contienen un subgrupo
ciclico de tamafio n que, ademads, es un subgrupo normal. En la tabla 10.4 se puede comprobar
esta afirmacién para n = 3. Para cada n, el grupo de simetrias de un poligono regular de n vér-
tices es precisamente el grupo diédrico D,,. Todas las simetrias se obtienen por una rotacién
de 2mt/n radianes que, aplicada reiteradamente, proporciona las n simetrias que son giros y que
dan lugar al subgrupo ciclico de D,,. Los otros movimientos son rotaciones de 7 radianes en
torno a un eje que pasa por un vértice y por el centro del poligono. En la figura 10.2 se ilustra

Tabla 10.4: Tabla de composicién de las simetrias del tridngulo

e g g a b ¢
ele g g a b c
gl g g e ¢ a b

glg® e g b ¢ a
ala b ¢ e g g
b|b ¢ a g€ e g
clc a b g g e
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la situacion para el caso del pentdgono.

C A D B E
B@D EQB E@C A@C D@A
A E D C B A E D C B

C B A E
D.B C.A B.E A.D
E A D E C D B C
Figura 10.2: Simetrias del pentdgono regular

El conjunto de automorfismos de un grafo (véase el problema 5.12) proporciona otro ejem-
plo importante de grupo de simetrias. En este caso, una simetria de un grafo es una biyeccion
entre sus vértices que conserva las adyacencias. Por ejemplo, el grupo de automorfismos de un
grafo completo de n vértices es el grupo simétrico de n simbolos, ya que cada biyeccién entre
los vértices es un automorfismo del grafo.

Ejercicio 10.42. Demostrar que el grupo de automorfismos de un ciclo de orden # es el grupo
diédrico D,,.

Notacion ciclica de las permutaciones

Volvamos ahora al estudio general de los grupos de permutaciones. Para estudiarlos, el nombre
que se da a los elementos del conjunto X donde se aplican resulta irrelevante, de manera que
consideraremos X = {1,2,... ,n}.

Para hacer mas manejable el estudio de las permutaciones, conviene desarrollar una cierta
notacién. En primer lugar, si 6,7 son dos permutaciones de n elementos, su producto 6T
representa la composicion leida de derecha a izquierda, es decir, aplicando T en primer lugar
y © después (los algebristas suelen preferir la lectura inversa). Denotaremos la permutacién
identidad con la letra 1.

Para representar una permutacién de n elementos, Lagrange usaba una notacién matricial
en la que colocaba los elementos de 1 a n en la primera fila y la lista de sus imdgenes en la
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segunda:

Esta es la notacién tabular. Observar que la segunda fila es siempre una permutacion de la
primera, de donde viene la denominacién de permutaciones.

Hay otra notacién que a menudo es titil, la notacion ciclica introducida por Cauchy. Partien-
do de un elemento xy € X, consideremos la imagen de xo, 6(xo), la imagen de éste, 6(c(xp)) =
62(xg), y asf sucesivamente hasta que vuelve a aparecer xo = 6/°(xg). Si jo = n, escribimos

o = (XO,G(XO),Gz(xo)a e 7Gn_] (X()))

mientras que, si jo < n, tomamos cualquier elemento que atin no haya aparecido, x;, y con-
sideramos las imagenes &(x),67(x),... hasta que vuelve a aparecer x;. Iterando este pro-
cedimiento hasta que han aparecido todos los elementos, obtenemos una representacion de la
permutacién como

6 = (x0,0(x0),- - ,Gjo_l(xo))(xl,c(xl),... ,Gj‘_l(xl))--- (xk, 0 (xk)s - - - ,Gj"_l(xk))

Por ejemplo, la permutacién de 6 elementos

(¢
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6

se escribe en notacidén tabular y en la notacién ciclica como

1 23456
o=l 4 1 523 ¢ 14200

Cada uno de los paréntesis en la dltima notacién se llama ciclo de la permutacién y la longitud
de cada ciclo es el niimero de elementos que tiene. En el ejemplo, la permutacién G se escribe
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como un ciclo de longitud 3, uno de longitud 2 y uno de longitud 1. Para simplificar la notacién,
a veces se dejan de lado los ciclos de longitud 1. Dos ciclos son disyuntos si no tienen ningtin
elemento en comun. Una manera de expresar lo que hemos obtenido es la siguiente:

Proposiciéon 10.43. Cada permutacién ¢ € S, se puede expresar de manera tnica como pro-
ducto de ciclos disyuntos.

Ejercicio 10.44. Escribir en notacién ciclica la permutacién 67, donde
0_123456 1_123456
415236 Yo' 3261 45

Ejercicio 10.45. Escribir en notacién tabular la permutacién 67, donde 6 = (154)(236) y Tt =
(136)(25)(3).

La estructura ciclica de una permutacion define en cierta manera su estructura algebraica.

Lema 10.46. El orden de una permutacién ¢ € S, es el minimo comin mudltiplo de las longi-
tudes de los ciclos de su descomposicién ciclica.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que ¢ se escribe como un dnico ciclo de
longitud k, 6 = (xjx; -+ -xx) (sin contar los ciclos de longitud 1). Entonces, o' envia x; a X14is
X2 a Xa4; Yy, en general, x,, al simbolo con subindice m +i (mod k). En particular, ¢’ es la
permutacién identidad si y sélo si i es un multiplo de n. Si G se escribe como el producto de
ciclos disyuntos cjcz -+ - ¢,, de longitudes /1, l,... ,l,, entonces 6 = ¢ ch -+ cl, y este producto
es la identidad si y sélo si cada cj- es la identidad, de manera que i tiene que ser multiplo de
cada una de las longitudes. Reciprocamente, si i es multiplo de todas las longitudes /;, entonces
o' =1 O

Asi, por ejemplo, el orden de la permutacion (14)(25)(36) es 2, y el de la permutacién
(135)(24) es 6.
Teorema de Cayley

Hay muchos subconjuntos de permutaciones que forman grupo respecto de la composicion,
es decir, que son subgrupos del grupo simétrico. Por ejemplo, el subgrupo generado por una
permutacién que consta de un Unico ciclo,

o =(12---n)

es un grupo ciclico de orden n, es decir, (c,) ~ Z,.
El teorema de Cayley proporciona un resultado que justifica el interés de los grupos de
permutaciones para el estudio de los grupos finitos.
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Teorema 10.47 (Cayley). Cualquier grupo G de n elementos es isomorfo a un grupo de per-
mutaciones de n simbolos.

Demostracion. Como hemos hecho en el ejemplo anterior, identificamos cada elemento g € G
con la permutacion 6, de n simbolos definida por 6, (x) = gx. Esta identificacion proporcio-
na una biyeccién f entre los elementos de G y n permutaciones de S,. Para ver que es un
morfismo, es preciso comprobar que f(gh) = f(g)f(h). Pero f(gh) es la permutacién dada
por f(gh)(x) = ghx 'y f(g)f(h)(x) = f(g)(hx) = ghx, de manera que f es efectivamente un
isomorfismo. ]

Tabla 10.5: La tabla de D5

e g g a b ¢
ele g g a b c
glg &€ e ¢ a b

gl e g b ¢ a
ala b ¢ e g g
b|b ¢ a g e g
clec a b g g e

Para ilustrar este resultado utilizaremos el grupo diédrico de 6 elementos. Podemos identi-
ficar cada elemento del grupo con una permutacién de seis elementos, de la manera siguiente,

e — (1)(2)(3)(4)(5)(6)
g — (123)(465)
g — (132)(456)
a — (14)(25)(36)
b — (15)(26)(34)
c — (16)(24)(35)

donde hemos cambiado e, g, g%,a,b,c por 1,2,3,4,5,6. Es facil comprobar que esta identifica-
cién es en realidad un isomorfismo, es decir, que resulta lo mismo operar con los elementos
del grupo diédrico que componer las correspondientes permutaciones. Esto es lo que dice el
teorema de Cayley, que proporciona un contexto general para todos los grupos finitos.

Transposiciones. El grupo alternado.

Una permutacién que se escribe como un Unico ciclo de longitud 2 se llama transposicion.
Escribiremos 7;; = (ij). El conjunto de transposiciones es interesante por el hecho que cual-
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quier permutacién se puede expresar como producto de transposiciones (no necesariamente
disyuntas). Podemos expresar este resultado de la forma siguiente:

Proposicion 10.48. El conjunto de todas las transposiciones de n simbolos genera todo S,,.

Demostracion. Un ciclo (x1x;...x;) se puede expresar en términos de las transposiciones se-
gln el esquema siguiente:

X1 ><x2 X2 Tt X2 X2
X2 X1 ><X3 . X3 X3
X3 X3 X1 e X4 X4
Xk—1 Xk—1 Xk—1 T X1 ><Xk
Xk Xk Xk T Xk X1

0 sea, que
(122 ... xx) = (o) (g x—1) -+ - (x1x3) (x1x2)

Ahora, cualquier permutacion se puede expresar como producto de ciclos disyuntos, y cada
uno de ellos se puede expresar como producto de transposiciones. U

Ejercicio 10.49. Escribir la permutacién (125)(346) como producto de transposiciones.

Ejercicio 10.50. Dar una cota superior del nimero de transposiciones que aparecen en la ex-
presién de una permutacion de S, como producto de transposiciones.

En realidad no son precisas todas las transposiciones para generar todo el grupo simétrico.

Proposicion 10.51. Las n transposiciones de la forma (1i), i = 2,3,... ,n generan el grupo
simétrico.

Demostracion. Observemos simplemente que cualquier transposicion (ij) se puede escribir
como (17)(1)(1i). O

Ejercicio 10.52. Demostrar que se puede generar todo el grupo S, a partir de

1. las transposiciones (12),(23),...,((n—1)n);
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2. la transposicién (12) y el ciclo (23...n).

Segtin la proposicién y el ejercicio anteriores, estd claro que una permutacién admite en
general diversas expresiones diferentes como producto de transposiciones. Sin embargo, todas
estas expresiones tienen una cosa en comun.

Proposicién 10.53. Si 6 =117+ Tx = T|T5 - T}, son dos expresiones de la permutacion ¢
como producto de transposiciones, entonces k y k' tienen la misma paridad.

Demostracion. Sea ® una permutacién cualquiera y ¢ el nimero de ciclos en su expresion
ciclica (que es dnica). Sea T = (ij) una transposicién. Si i, pertenecen al mismo ciclo
(ix -+ - Xk—1JXk+1 - - - Xm) de la expresion ciclica de T, entonces

(i) (ixg -+ - X1 Xkt === Xm) = (ix2 -+~ X 1) (JXk1 -+ Xom)

(véase la figura 10.3), mientras que el resto de ciclos quedan inalterados por la accién de T. Si,
en cambio, i, j pertenecen a ciclos diferentes, (ixy - x,,) ¥ (jy2 -+ ym' ), entonces (i) (ixz -« - Xpm)
(jya---ym) = (ix2+ - Xmjy2---ynr) y el resto de ciclos quedan inalterados por la accién de 7.
En el primer caso, el nimero de ciclos de T es c+ 1y en el segundo es ¢ — 1.

I i I
2. @ Xm X2 Xm
\0\ 3
AN AN
AN AN
\ \
/ /
\ \
/ / s
\ L /\ T = /\
! / ! /
\ / \ /
Xj , Xk ,
k—1 / k1 /
o
J J J
Xk+1 Xk+1

Figura 10.3: Composicién de un ciclo y una transposicién

Supongamos entonces que el ndmero de ciclos en la expresion ciclica de 6 = 71Ty - - T €s
c. El niimero de ciclos de T es (n — 1) (contamos también los ciclos de longitud 1). Aplicando
iteradamente el resultado anterior, cada vez que se aplica una transposicién el nimero de ciclos
del producto aumenta o disminuye en una unidad, y el resultado final tiene que ser ¢, de manera
que ¢ = (n— 1) —a+ b, siendo a el nimero de veces que disminuye y b el nimero de veces
que aumenta, con a+b = k. Asi pues, ¢ = (n— 1) + k — 2a. Haciendo lo mismo con la
segunda descomposicién obtendremos ¢ = (n — 1) + k' — 24’ para un cierto a’. Restando las
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dos igualdades, se ve que k — k' = 2(a — d'). Por tanto, o bien k y k' son ambos pares, o bien
son ambos impares. U

Las permutaciones que se escriben como producto par de transposiciones se llaman permu-
taciones pares y las que no, se llaman impares. La signatura de una permutacion es sgn(c) = 1
si G es par y sgn(c) = —1 si es impar.

Ejercicio 10.54. Estudiar la paridad de un ciclo de orden %.

Ejercicio 10.55. Considerar el polinomio de n variables

P(x1,x2,...,x,) = H(x,- —X;j)

i<j
Demostrar que
P(x1,X2,...,X,) = (—l)sg”(G)P(xG(l),xG(z),... s Xo(n))

Si 1 es una transposicion cualquiera, la aplicacioén f; : S, — S, definida como f;(G) =10
es una biyeccioén que envia las permutaciones pares a las impares y viceversa, de manera que
S, contiene n!/2 permutaciones pares y un nimero igual de impares. Otra particularidad de
esta clasificacidn de las permutaciones de S, es la siguiente.

Proposicion 10.56. El conjunto de permutaciones pares es un subgrupo de S,,.

Demostracion. S6lo es preciso ver que el conjunto de permutaciones pares es cerrado por
la composicion. Esto es evidente, ya que si 6 = TiTo-- Tt ¥y 6’ = T|T5--- T}, entonces su
producto se puede escribir como producto de transposiciones 66’ = TjTy--- T,T Ty - T}, de
longitud (k+ k'), que es par si k y k' son pares. O

El subgrupo de permutaciones pares se llama subgrupo alternado, se denota por Alt(n)
y tiene n!/2 elementos. Como la relacién de equivalencia inducida en S, por este subgrupo
s6lo tiene dos clases, A, es obviamente un subgrupo normal de S,. Este subgrupo tiene una
importancia singular por la conexién que establecieron Galois y Abel entre la posibilidad de
resolver una ecuaciéon de grado n apx" + ap_1 X" ' +---+a,_1x+a, = 0 con una cantidad
finita de operaciones elementales, con la existencia de subgrupos normales de A,. Se puede
demostrar que A, no tiene subgrupos normales para n > 5, cosa que proporciona el argumento
para asegurar que las ecuaciones de grado mayor que cuatro no se pueden resolver, en general,
por radicales.
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Grupos de matrices

Una manera de representar una permutacion ¢ de n elementos consiste en considerar una matriz
cuadrada Ps = (p;j) de orden n en la que

1 sio(i)=7
p,,:{ ()=

0 de otro modo

Asi, por ejemplo, a la permutacion ¢ = (142)(35)(6) le corresponde la matriz

S O O O = O
S o= O O O
O = O O O O
S O O o o =
S O O = O O
- o O O O O

Observemos que en cada fila y en cada columna hay exactamente un 1 y el resto de elemen-
tos son ceros. Este tipo de matrices se llaman justamente matrices de permutaciones. Observar
que el determinante de cualquiera de estas matrices es 1. Diremos P, al conjunto de las
matrices de permutaciones de orden n.

El interés de esta representacién proviene del hecho que la composicion de permutaciones
se traduce justamente en el producto de matrices.

Lema 10.57. Sean 6,7 dos permutaciones de S, y Py, P; sus representaciones matriciales. En-
tonces:

1. Py = PsPx, es decir, la composiciéon de permutaciones se traduce en producto de matri-
ces.

2. Pg 1 es lamatriz transpuesta Py’ .

Demostracion. Sean Ps = (pij) y O« = (gij). Entonces, su producto es R = PsQ; = (r;j) donde
¥ij = Yp=1 Pikqkj- El término r;; vale 1 siy sdlo si existe algtn valor de k tal que pj = gx; = 1
y en cualquier otro caso r;; = 0. Como para cada fila (i) y para cada columna () existe un'y
s6lo un valor de k tal que pix = 1y gxj = 1, R = (r;;) es una matriz de permutaciones. Ademds,
si T es la permutacion asociada a R, (i) = j < r;j = 1 < pit = qx; = 1 para un tnico k y
16(i) = 1(k) = j, de manera que T = 10.

Por otra parte, (pj;) = Pg-1, ya que 6(i) = j si y s6lo si i = 67'(jj). Por tanto, Py-1 es la
matriz transpuesta de Py. U
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Como consecuencia directa del lema anterior, el conjunto P, de todas las matrices de per-
mutaciones de orden n tiene estructura de grupo con el producto de matrices, y este grupo es
isomorfo a S,,.

Se pueden definir grupos de matrices mas generales que los grupos de matrices de permu-
taciones. Por ejemplo, el conjunto de matrices cuadradas invertibles con coeficientes en Q, R
o C tienen estructura de grupo con el producto. Estos son ejemplos de grupos infinitos que, en
general, no son abelianos.

El producto de matrices se puede definir también cuando los términos son los elementos
de Z, y las operaciones de suma y producto se hacen mdédulo n. Cualquier subconjunto de
matrices invertibles donde la operacién producto sea cerrada proporciona un nuevo ejemplo
de grupo de matrices que, en este caso, es finito (y, en general, no abeliano). Los grupos de
matrices proporcionan entonces una fuente importante de ejemplos de grupos finitos.

Por ejemplo, el conjunto de todas las matrices cuadradas 2 x 2 invertibles con términos de
Z» forma un grupo de 6 elementos:

1 0 0 1 0 1 10 11 11
0 1)’ 1 0)° 1 1)’ 1 1) 1 0 )’ 0 1
Ejercicio 10.58. Demostrar que el grupo anterior es isomorfo al grupo diédrico de 6 elemen-

tos.

Ejercicio 10.59. Considerar el grupo de las matrices invertibles de la forma

(1)

que tienen sus términos en Zs3. {Es isomorfo al grupo del ejercicio anterior?

10.4 Digrafos de Cayley

Una buena manera de estudiar los grupos finitos consiste en describirlos a través de lo que se
llaman presentaciones. Recordemos que, dado un grupo G, se dice que S C G es un conjunto
de generadores de G si cada elemento de G se puede expresar como producto de elementos de
S, y se escribe

G = (s)

Por ejemplo, si G es un grupo ciclico, hay un elemento g € G tal que cualquier elemento x € G
se expresa como x = g* para una cierta potencia k de g, es decir, G = ({g}). El grupo diédrico
de seis elementos introducido en la seccion anterior no es ciclico. Esto quiere decir que se

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



10 Grupos 241

precisa mas de un elemento para conseguir un conjunto de generadores. Se puede comprobar
facilmente que el subconjunto S = {g,a} es un conjunto de generadores de De.

Ejercicio 10.60. Expresar todos los elementos de Dg como productos de elementos de S =
{g,a}. ¢Son generadores los subconjuntos S’ = {g,b} y §" = {a,b}? (Cudntos subconjuntos
de dos generadores tiene el grupo?

Una lista de generadores de un grupo no es suficiente para determinar (salvo isomorfismos)
de qué grupo se trata. Por ello es preciso indicar cuando dos expresiones diferentes correspon-
den al mismo elemento del grupo. Por ejemplo, en el caso del grupo ciclico de n elementos
tenemos g = g"! 0 g2 = g?"*2. En el caso del grupo diédrico generado por {g,a}, tenemos
g = ag”a. Todas estas igualdades se pueden expresar poniendo la identidad a un lado de la
igualdad. Por ejemplo, las dos igualdades anteriores para el caso del grupo ciclico se expre-
sarfan como g" = e y g2 = e, mientras que la identidad anterior del grupo diédrico se podria
expresar como gaga = e. En este contexto, cada una de estas expresiones igualadas al elemento
neutro se llama una relacion.

El objetivo de presentar un grupo a través de generadores y relaciones consiste en encontrar
un conjunto minimo de relaciones a partir de las cuales se puedan obtener todos los elementos
del grupo. Un conjunto de relaciones con esta propiedad se llama conjunto de relaciones de-
finidor del grupo. Por ejemplo, en el caso del grupo ciclico de orden #n, basta con la relacién
g" = e para deducir todas las demas. El par formado por un conjunto S de generadores y un
conjunto R de relaciones definidoras se llama una presentacion del grupo, y se denota por

G = (SIR)
En el caso del grupo ciclico, entonces, tenemos la presentacion

G=(glg"=e)

y esta expresion determina el grupo. Como norma general, cuando se escribe g" = e en una
presentacion se sobreentiende que n es la potencia més pequeiia de g que da e. De la misma
manera, cuando hay varios generadores, se sobreentiende que ninguna subexpresioén de una
relacion da el elemento neutro. Habitualmente, las relaciones se escriben simplemente como
g" enlugar de g" =e.

Encontrar una presentacién no es ficil en general, especialmente en lo que respecta a en-
contrar un conjunto reducido de relaciones definidoras. En general, una de las relaciones que se
incluye es la que da el orden de los elementos. Una presentacion de Dg con los generadores g,a
incluirfa entonces las relaciones g°> = e y a®> = e. Pero éstas no son definidoras del grupo. Por
ejemplo, no se puede deducir que gaga = e. Con ésta se obtiene ya un conjunto de relaciones
definidoras del grupo:

D6 = (g,a|g3,a2,gaga)
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Determinar cudl es la tabla del grupo a partir de una presentacion, o si un conjunto de rela-
ciones es definidor de un grupo del cual tenemos la tabla, puede ser una tarea penosa, pero una
presentacion suele ser una manera econémica y precisa de identificar un grupo. Los digrafos
de Cayley proporcionan una visualizacién de un grupo expresado en términos de generadores
que resulta muy util.

Dado un grupo G y un conjunto de generadores S, el digrafo de Cayley de G respecto de S es
el digrafo Cay(G,S) que tiene por conjunto de vértices los elementos del grupo y por conjunto
de arcos {(x,xs),x € G,s € S}. Si S = S~! e identificamos cada arco del digrafo con una arista,
obtenemos el grafo de Cayley de G respecto de S. En las figuras 10.4 y 10.5 hay dibujados los
digrafos de Cayley Cay(Z¢,{2,3}) y Cay(Ds,{g,a}) y los grafos de Cayley Cay(Zs,{1,—1})

y Cay(83{(12),(13)}.

Cay(Ze,{2,3}) Cay(De, {g,a})
-3 -—--a

— 2 — 8

Figura 10.4: Ejemplos de digrafos de Cayley

El digrafo de Cayley del grupo ciclico de n elementos (con un dnico generador) es un
ciclo de n vértices. Cada ciclo de un digrafo de Cayley corresponde a una relacién, y un
conjunto de relaciones es definidora del grupo si y s6lo si todos los ciclos del digrafo se pueden
descomponer en ciclos correspondientes a las relaciones definidoras.

Ejercicio 10.61. El grupo de los cuaternones es un grupo de ocho elementos que se define a
través de la presentacién siguiente:

Qg = (a,bla*,b*,abab™" ,a*b*)
Dibujar el digrafo de Cayley Cay(Qs,{a,b}).

El interés de los digrafos de Cayley estd en la interrelacion entre propiedades combinatorias
del digrafo y propiedades algebraicas del grupo. No es dificil ver las siguientes interrelaciones.
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Cay(Zs,{1,—1}) Cay(S3,{(12),(23)})
(12)
-~ (23)

Figura 10.5: Ejemplos de grafos de Cayley

Proposicion 10.62. Sea G un grupo y S un conjunto de generadores de G. Entonces Cay(G, S)
es un digrafo regular de grado |S| fuertemente conexo.

Una caracteristica especial de los digrafos de Cayley es la siguiente (véase el problema
5.13).

Proposicion 10.63. Los digrafos de Cayley son vértice-simétricos.

Demostracion. Dado un digrafo de Cayley, Cay(G,S), y dos vértices g,h € G del digrafo, la
aplicacion fe, : G — G definida como fo(x) = (hg™')x satisface:

1. es una biyeccién, ya que (hg~!)x = (hg~')y implica x = y;
2. fgh(g) =h;

3. es un automorfismo del digrafo, ya que (x,xs) es un arco siy sélo si ((hg~")x, (hg™")xs)
lo es.

Por tanto, para cada par de vértices hay un automorfismo del digrafo que envia uno al otro. [

Desde el punto de vista de la teorfa de grafos, los digrafos de Cayley suministran ejemplos
numerosos y variados de digrafos vértice-simétricos. No todos los digrafos vértice-simétricos
son, sin embargo, digrafos de Cayley. El ejemplo mds pequefio en nimero de vértices de
digrafo vértice-simétrico que no es de Cayley es el digrafo de Petersen, obtenido a partir del
grafo del mismo nombre reemplazando cada arista por un arco. En cambio, el ciclo de n
vértices es el digrafo de Cayley de un grupo ciclico de orden n respecto de un generador, y
el digrafo completo de n vértices es el digrafo de Cayley de cualquier grupo G de orden n
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respecto del conjunto de generadores S = G\ {e}. Los llamados digrafos de doble enlace,
donde cada nodo i € {0,1,...,n— 1} es adyacente a i+ a (mod n) y a i£b (mod n) con
a,b € {0,1,...,n— 1}, y que son utilizados en el disefio de redes de interconexion, son los
grafos de Cayley Cay(Zy,{a,b,—a,—b}).

10.5 Enumeracion de Polya

La teorfa de enumeracion de Pélya tiene origen en el intento de enumerar diferentes compuestos
quimicos organicos. La diferencia entre compuestos se establece por la naturaleza y posicién
de los atomos en la estructura de una molécula, pero no entre aquellos que sélo difieren por
ciertas simetrias. Por ejemplo, los dos primeros compuestos de la figura 10.6 son el mismo,
mientras que el primero y el dltimo no son quimicamente iguales.

H Cl

Cl H

Figura 10.6: Simetria de compuestos quimicos

El resultado que permite resolver este tipo de problemas de enumeracién se conoce como
el teorema de Pdlya. Su objetivo es enumerar clases diferentes de configuraciones construidas
sobre un objeto que tiene una cierta simetria. Para la exposicién de la teoria de Pdlya, substi-
tuiremos atomos por etiquetas o colores, que se asignan a diferentes elementos de un conjunto.
Este conjunto gozara de ciertas simetrias que hardn que diferentes maneras de colorear los vér-
tices resulten equivalentes. El objetivo serd contar cudntas clases de maneras equivalentes de
hacer la coloracién hay.

Supongamos, por ejemplo, que queremos asignar uno de los dos colores {e,0} alos vértices
del grafo de la figura 10.7. De las PR%r = 16 posibles maneras de hacer esta asignacion, no
consideraremos, sin embargo, diferentes aquellas que no se pueden distinguir sin enumerar
explicitamente los vértices, es decir, las configuraciones encuadradas en la figura 10.8.

Con este criterio de diferenciacién se obtienen, pues, 9 maneras diferentes en lugar de las
16 originales.
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Figura 10.7:

La situacion es, en general, la siguiente. Tenemos un conjunto X = {1,2,... ,n} y un grupo
de permutaciones G de los elementos de X. En el ejemplo, X es el conjunto de vértices del
grafo, y G es el grupo de automorfismos del grafo (si numeramos los vértices de 1 a 4 en sentido
horario, G = {t,(13),(24),(13)(24)}). Finalmente tenemos un conjunto C = {cy,...,cx} de
etiquetas o colores (en el ejemplo C = {e,0}). Cada aplicacién

f: X—C

proporciona una manera de asignar colores a los elementos de X. Diremos que es una colo-
racién de los elementos de X. Llamamos C¥ al conjunto de estas coloraciones, que tiene k"
elementos. Lo que decide el criterio de diferenciacion de dos coloraciones es la accién del
grupo G. Diremos que dos coloraciones f, f' € CX son G-equivalentes si existe alguna permu-
tacion ¢ € G de manera que f’ = fo. En el ejemplo anterior, las coloraciones de la figura 10.9
son equivalentes, ya que, numerando los vértices en sentido horario y tomando la permutacién
6 = (24) € G, tenemos que ' = fo.

De forma similar, diremos que dos coloraciones son G-diferentes si no son G-equivalentes.
El teorema de Pdlya proporciona una manera de obtener este nimero de configuraciones dife-
rentes en términos del tamafio n de X, del niimero k& de colores y de la estructura del grupo G de
permutaciones. El resultado se basa en la enumeracion de lo que se llaman érbitas de un grupo
de permutaciones. La drbita de un elemento x € X, que denotaremos por Oy, es el conjunto de
elementos y € X para los cuales hay alguna permutacién en G que envia x a y, es decir:

0,=G(x)={g(x),g € G} CX

En el grupo de automorfismos G = {1,(13),(24),(13)(24)} del grafo del ejemplo anterior,
la 6rbita del 1 es {1,3} y la del 2 es {2,4}. En general, el nimero de érbitas de un grupo
de permutaciones estd relacionado con el nimero de puntos que deja fijos cada una de las
permutaciones: como mds puntos fijos dejen los elementos de G, més Orbitas tiene el grupo.
Para hacer precisa esta afirmacién necesitamos otra definicion. Dado un elemento x € X, el
estabilizador de x en G es el conjunto G, de permutaciones que dejan x fijo,

Gi={geGlglx)=x}CG
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A
A A

A A
A |

Figura 10.8: Coloraciones equivalentes

Ejercicio 10.64. Demostrar que G, es un subgrupo de G. Demostrar que todas las permuta-
ciones de una clase lateral hG, envian x al mismo elemento y = h(x) (si hy,h, € hG,, entonces

hy(x) = ha(x) = ).

Finalmente, para cada g € G, diremos fix(g) = {x € X | g(x) = x} C X al conjunto de
puntos de X que quedan fijos por g.

Lema 10.65 (Lema de Burnside). El nimero de drbitas de un grupo de permutaciones G que
actda sobre el conjunto X es

1
@ zéfix(g)
g€

Demostracion. De acuerdo con lo que dice el ejercicio 10.64, si y estd en la orbita de x, hay
tantas permutaciones que envian x a y como el nimero de elementos de G,. Por tanto, |G| =
|Gx|-|Ox|. Por otra parte, estd claro que 1 =3, (1/|Ox|), de manera que el nimero de érbitas
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9

f
10— 1
2 & 2 O
VAV

Figura 10.9: Dos coloraciones G-equivalentes

—_
[\

€S

1 1
= — G}C
2101 " ic] & /6

x€G

Consideremos ahora los pares {(g,x) € G x X | g(x) = x}. Hay dos maneras de contar estos
pares: para cada x € X el nimero de pares es Gy, mientras que para cada g € G, el nimero
de pares es fix(g). Por tanto, ¥,c |G| = Y, fix(g), de donde se deduce el enunciado del
lema. .

El lema anterior se puede interpretar diciendo que el nimero de érbitas coincide con el
nimero medio de puntos fijos de cada permutacioén de G.

El problema de enumeracién que nos ocupa se puede formular en términos del ndmero de
érbitas de un cierto grupo de permutaciones. Recordemos que dos coloraciones f, f' € CX son
G-equivalentes si hay alguna permutacién ¢ € G tal que f = f'G, y nuestro objetivo es contar
cudntas clases de equivalencia hay.

Podemos interpretar G como un grupo de permutaciones sobre CX si definimos, para cada
f€CX,5(f) = fo. Sidos de estas coloraciones f, f’ son diferentes, entonces f6, f'G también
lo son, de manera que la aplicacién G es inyectiva. Como CX es finito, también es biyectiva, es
decir, G = {G,6 € G} es un grupo de permutaciones de C*. Observemos finalmente que dos
coloraciones son G-equivalentes si y sélo si pertenecen a la misma 6rbita de G.

Ejercicio 10.66. Demostrar que, si C tiene mds de un color, 6 =G siy sélo sic =o'

La versién mds simple del teorema de Pdlya es el resultado de aplicar el lema de Burnside
al grupo G. Llamamos ¢(o) al nimero de ciclos en la descomposicién de ©. Por ejemplo, si
o = (12)(3)(456), entonces ¢(c) = 3.
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Teorema 10.67. Sea G un grupo de permutaciones de X = {1,2,... ,n}. El nimero de colora-
ciones G—diferentes de X con los colores de C = {cj,c2,... ,cr} es
1 .
G| = i 3 K
|G| oeG

Demostracion. Como ya hemos mencionado, el niimero de coloraciones G-diferentes coincide
con el niimero de 6rbitas de G. Segiin el lema de Burnside, este nimero de 6rbitas es

1 :
—_— x(O
= 3 finto)
Sio=(xyix12...x1j;) - (Xr1%2...Xj,) es la descomposicién de & en ciclos disyuntos, 6(f) =
fo = fsiysolosi f es constante en cada uno de los ciclos de 6. Si ¢(G) = r es el nimero de
fix(c)| = k€9, El
teorema se obtiene entonces observando que |G| = |G| (véase el ejercicio 10.66). O

ciclos de &, hay k(%) posibles coloraciones con esta propiedad. Asi pues,

En el ejemplo que hemos tratado antes, G = {1, (12),(34),(12)(34)} tiene una permutacion
de cuatro ciclos (la identidad), dos de tres ciclos y una de dos ciclos. Por tanto, el nimero de
coloraciones diferentes con dos colores del grafo del ejemplo es

1

4(24+23+23+22):9

GO0
Observar que en la aplicacidn del teorema es preciso considerar también los ciclos de longi-
tud 1. En particular, en el sumatorio aparece siempre el término |C ||X | que corresponde a la
contribucién de la permutacién identidad.

Es preciso notar también que la aplicacién de este resultado exige conocer el ndmero y
longitud de los ciclos en la descomposicién ciclica de cada permutacion de G. Esta informa-
cioén se conoce para algunos de los grupos mas comunes, pero puede ser dificil de obtener en
general. Una manera de condensar esta informacién sobre la estructura de los ciclos de las
permutaciones de G es lo que se llama el indice de ciclos del grupo, que se define de la manera
siguiente. Si una permutacion ¢ € G tiene A ciclos de longitud 1, A, ciclos de longitud 2, ...,
A, ciclos de longitud n, se dice que G es del tipo A = (A1, Ay, ... ,A,). Por ejemplo, la permuta-
cién (12)(3)(456) de un grupo de permutaciones de seis elementos es del tipo (1,1,1,0,0,0).
Si llamamos %(A) al ntimero de permutaciones de G de tipo A, el indice de ciclos de G se define
como
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donde el sumatorio se extiende a todos los A posibles, es decir, a todos aquellos que satisfacen
1-A1+2-A2+---+n-A, =n. El indice de ciclos del grupo de automorfismos del grafo de
nuestro ejemplo es

Pe(x1,x2,X3,X4) :xzf+2x%xz +x% (10.1)
El teorema 10.67 se puede expresar en términos del indice de ciclos de G como:

Teorema 10.68. El nimero de coloraciones G-diferentes de X con los colores de C = {cy, ...,
ck}es

|G(CY)| = Ps(k,... k)

Asi pues, el conocimiento del polinomio de ciclos de un grupo de permutaciones permite
resolver el problema de enumeracién que nos hemos planteado.

Ejercicio 10.69. Encontrar el polinomio enumerador de ciclos de un grupo ciclico de orden
p donde p es un nimero primo. Calcular cuédntas secuencias de ceros y unos de longitud 7
se pueden formar si consideramos iguales dos secuencias que s6lo difieren en una traslacién
ciclica de los digitos (por ejemplo, las secuencias 1000000 y 0100000 se consideran iguales).

El teorema de enumeraciéon de Pdlya va un poco mads alld de los enunciados de los teore-
mas 10.70 y 10.68, y permite calcular el niimero de configuraciones diferentes en las cuales
aparecen un determinado nimero de colores. Para ello asociamos a cada coloracién f un peso
en términos de los colores de C de la manera siguiente. Si la coloracién f asigna el color ¢; a
a; de los elementos de X, 1 < i<k, el peso de f es

) = e

3.1

Por ejemplo, la coloracién de la figura 10.10 tiene peso p(f) = e’o".

/]

Figura 10.10: Una coloracién de peso p(f) = e>o!

(e]
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Teorema 10.70 (Pélya, 1935). El nimero de coloraciones G-diferentes de X con los colores
de C que usan o; veces el color i, 1 < i< n, es el coeficiente de c‘f“ -cgz e c,‘f" en la expresion

Po((e1 4+ ), (e +-+6f) s (] +- 4 cf))
donde Pg;(xy,...,x,) es el indice de ciclos de G.

Demostracion. El objetivo es ahora contar el niimero de coloraciones G-diferentes con el mis-
mo peso. Daremos una idea de la demostracion sin entrar en los detalles.

Denotamos por o = (01, ... ,04) el peso de de la coloracién f y denotamos por (CX),, las
coloraciones de peso ¢. La aplicacién &(f) = fo es una permutacién en (C¥), de manera
que el conjunto G de estas permutaciones es un grupo de permutaciones de (CX ). El lema de
Burnside nos dice ahora que el nimero de coloraciones G-diferentes de (CX), es

Y. fix(6)

5ecG

1
G
Las coloraciones fijadas por & son las que toman un valor constante sobre cada ciclo de la
permutacion ¢. Por tanto, el nimero de coloraciones de peso o que quedan fijadas por una

permutacién 6 de tipo A = (A1, A2,...,A,) es el coeficiente de ¢ - ¢3? -+ ¢* en el desarrollo
de

(c14+e)"(AB+-+c) (e 4+ )
de donde se obtiene el resultado. O

Veamos como se aplicaria este teorema en nuestro ejemplo. Recordando el indice de ciclos
de G en la ecuacién 10.1, tenemos

Pg((0+9),(0% + %), (07 + %), (o" + o%))
= %(o+o)4—|—2(o—|—o)2(02—|—02)+(02+02)2
= %(404—{—80304—120202+80.3+4o4)

En la expresion se puede leer el nimero de coloraciones G-diferentes para cada distribucién de
colores. Por ejemplo, el coeficiente de oe> nos dice que hay dos coloraciones G-diferentes que
usan tres veces el color ‘e’ y una vez el color ‘o’.

Notas bibliograficas

La teorfa de grupos es una disciplina que ha alcanzado una extensién enorme, especialmente
en este siglo, y hay por tanto una bibliografia muy extensa. Como ejemplo de monografias
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especializadas en el tema (para las cuales este capitulo podria ser una introduccién), se puede
mencionar el libro de Robinson [3], mientras que el de Wielandt [5] es una referencia cldsica
de los grupos de permutaciones. A un nivel mds accesible y orientado a las aplicaciones, el
libro de Stone [4] es una buena referencia. El texto original en el que Pdlya introduce su
teoria de enumeracién se puede encontrar en una traduccion inglesa [2]. Finalmente, el libro
de Budden [1], de lectura amena e instructiva, hace una revision bastante exhaustiva de todos
los conceptos de la teorfa de grupos y presenta algunas aplicaciones insdlitas.
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Problemas

1. Demostrar que un subgrupo de indice dos es siempre normal.

2. Demostrar que en un grupo de orden par siempre existe un elemento diferente del neutro
de orden dos.

3. Demostrar que en cualquier grupo G se cumple para todo a,b € G que

() |ab| = |bal
(b) |aba~!| = |b|

donde |g| denota el orden de un elemento.

4. Demostrar que si H; y H son subgrupos propios de un grupo finito G, entonces HjH; es
subgrupo de G si y sélo si H{H, = HyH;. Demostrar también que

|H Hy| = |H:| - |Ha|/|H) N H;|
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5. Demostrar que Z X Z no tiene subgrupos de la forma Z,, X Z,y,.
6. Demostrar que si H; y H, son subgrupos normales de los grupos G y G, respectivamen-
te, entonces H; X H, es subgrupo normal de G; x G, y
(G1 X Gy)/(Hy x Hy) ~ (G1/H)) x (G2/H>)
7. Demostrar que si en un grupo finito G se cumple que para cualquier par de subgrupos F
y H,F C Hobien H C F, entonces G es ciclico y tiene orden potencia de un primo.
8. Demostrar que todo grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.
9. Demostrar que un grupo de orden 2p, donde p es un nimero primo, o bien es ciclico, o
bien es isomorfo al grupo diédrico D).

10. Demostrar que un grupo G es abeliano si y sélo si la aplicacion ¢ : G — G dada por
®(g) = g* es un endomorfismo de G.

11. Determinar el nimero de homomorfismos diferentes entre Z, y Zs. Determinar este
ndmero, en general para Z, y Z,, en funcién de n y de m.

12. Demostrar que la signatura de una permutacién coincide con la de su inversa.

13. ;Cuantos ciclos diferentes de longitud » hay en S,,?

14. Demostrar que, en un grupo de permutaciones, o bien la signatura de todas las permu-
taciones es par, o bien la mitad tiene signatura par y la otra mitad impar. ;Cudl es la
signatura de un grupo de permutaciones de orden impar?

15. Observar que la permutacion

1 2 3 456

526134
se puede expresar como producto de ciclos de longitud 3 como (642)(531)(432). De-
mostrar que cualquier permutacién de signatura par se puede expresar como producto de
ciclos de longitud 3 (en general con intersecciones no vacias).

16. Demostrar que el nimero de permutaciones de S, que se expresan en notacion ciclica

como un producto de k; 1-ciclos, k; 2-ciclos, en general k; j-ciclos, j=1,... ,n, es

1 n
1k12k2...nkn kl,---akl’l

siempre que k| 4 2k, + - - - + nk, = n. [Cudntos n-ciclos hay en S,?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Recordar que los nimeros de Stirling de segundo tipo {Z} cuentan el nimero de sub-
conjuntos de tamafio k de un conjunto de n elementos. Sea ahora s(n,k) el nimero de
maneras de poner n elementos en k-ciclos. Por ejemplo, los elementos de {1,2,3,4} se
pueden poner en 2-ciclos como

(123)(4) (124)(3) (134)(2) (234)(1)
(132)(4) (142)(3) (143)(2) (243)(1)
(12)(34) (13)(24) (14)(23)

de manera que s(4,2) = 11. Demostrar que s(n, k) satisface la ecuacién de recurrencia
s(nk) =(n—1)s(n—1,k) +s(n—1,k—1)

Usando los resultados de la dltima seccién del capitulo de funciones generadoras, deducir
que s(n,k) = [}], el nimero de Stirling de primer tipo.

Dibujar el grafo de Cayley del grupo alternado de 4 simbolos, A4 respecto de los gene-
radores 6 = (123) y 1= (12)(34).

Demostrar que todas las relaciones de un grupo finito G se pueden expresar a partir de
las relaciones correspondientes a un conjunto de circuitos fundamentales del digrafo de
Cayley Cay(G,S).

Considerar el grafo que tiene por vértices los subconjuntos de X = {1,2,... ,n}, yenel
que dos vértices son adyacentes cuando los correspondientes subconjuntos difieren en
exactamente un elemento. Demostrar que el grafo que se obtiene es isomorfo al grafo de

i)
Cayley Cay(Zy % -+ X Zp,{ey,... ,en}), donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (este grafo se
llama hipercubo de dimension n; jpueden imaginar por qué?).

Dado el digrafo de Cayley Cay(G,S) dibujado en la figura 10.11, dar una presentacién
del grupo G.

Demostrar que el indice de ciclos de Zg es

1
PZ6()C1,)C2,X3,)C4,X5,)C6) = g(x? —i—x% +2x% +2x6)

Demostrar que, en general, el indice de ciclos de un grupo ciclico Z, es

1 n
P, (1, ) = = 3 0(d)x)
din

donde ¢ es la funcién de Euler.
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23.

24,

25.

Figura 10.11: Cay(G,S)

Dos secuencias (x1x2...x,), (y1¥2...y,) se dice que son ciclicamente iguales si s6lo
difieren en una rotacién maédulo n, es decir, X; = Vi1 xmodn para 1 < i < n. Por ejemplo,
las secuencias 10011 y 00111 son ciclicamente iguales. Esta simetria circular aparece
muy frecuentemente. ;Cudntas secuencias de ceros y unos de longitud n circularmente
diferentes hay? ;Cudntas de estas secuencias de longitud 6 tienen exactamente tres unos?

Demostrar que el indice de ciclos del grupo D3 de simetrias de un tridngulo es
1
Pp,(x1,x2,x3) = g(x% + 3x145 +2x5)
En general, demostrar que el indice de ciclos del grupo D,, de simetrias de un poligono
regular de n lados es

1 1
PDn(xl,... ,xn) = —PZn(xl,... ,)Cn) + xn/Z

2 (n/2)—1
5 1

X
si n es par, y

Pp,(X1,...,Xy) = =Pz, (x1,... ,x,) + zx1X;
si n es impar.

(De cudntas maneras se pueden etiquetar con tres colores los vértices de un poligono
regular de n lados si no distinguimos dos maneras que sélo difieren por una simetria del
poligono?

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



10 Grupos 255

26. Demostrar que el indice de ciclos del grupo simétrico S, es

. _ 1 7"1 7"2 }\'n
P(Sn,XI T ,Xn) N % )\.1 12221.. .nln)\,n!xl IR
donde el sumatorio se extiende a A = (A1, Ay,... ,A,) tales que Aj +2A; + -+ +nk, = n.
(Recordar la férmula de Cauchy.)

27. Demostrar que el indice de ciclos del grupo alternado A, es

L (=)t o

»
X X
M%) g, 12

n

P(An;xl,...,xn):z X
A

donde el sumatorio se extiende a A = (A1, Ay, ... ,A,) tales que Ay +2A; + -+ - +nk, = n.
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