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Partel Enumeracion

En esta parte se presentan diversas técnicas para contar los elementos de un conjunto. Parale-
lamente a la descripcién de técnicas usuales de enumeracion, se presentan también problemas
clédsicos de combinatoria, a los cuales se aplican los resultados que se van obteniendo.

Las técnicas més sencillas basadas en la enumeracién de permutaciones y combinaciones
se tratan en el primero de los tres capitulos que componen esta primera parte, y se aplican
estas técnicas a problemas de enumeracion de funciones entre conjuntos, palabras de alfabetos,
distribuciones, particiones de enteros y la férmula del binomio. En el segundo capitulo se
analizan algunos principios basicos de enumeracion, especialmente el principio de inclusion-
exclusion, y se consideran los problemas de desarreglos, funcién de Euler, niimeros de Catalan
y particiones de enteros. Aunque no son estrictamente principios de enumeracion, se incluyen
también en este capitulo el principio del palomar y el teorema de Ramsey. El dltimo capitulo de
esta parte estd dedicado a las ecuaciones de recurrencia y las funciones generadoras. Aunque
hemos intentado mantener un nivel asequible, estos son los temas que requieren més nivel
matemdtico, y resultardn més faciles al lector que tenga cierta familiaridad con las series de
potencias. Esta primera parte se cierra con los nimeros de Stirling y de Bell. Algunos temas
de enumeracién que requieren conocimientos adicionales se ven en otras partes del texto. Asi,
por ejemplo, ciertos problemas de enumeracién de grafos se tratan en la segunda parte, y la
teoria de enumeracién de Pdlya se presenta en la tercera parte.
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Capitulo 2

Combinaciones y permutaciones

1. Selecciones ordenadas y no ordenadas
2. Algunos ejemplos de aplicacién
3. Propiedades de los coeficientes binomiales

En este capitulo se exponen los problemas mds simples de enumeracién que forman parte de
la combinatoria elemental. Los modelos bésicos se basan en la enumeracién de selecciones
ordenadas y no ordenadas, con o sin repeticion, de los elementos de un cierto conjunto. En la
seccion 1 se obtienen las férmulas de enumeracion de estas selecciones. A pesar de su sim-
plicidad, estos problemas de enumeracién permiten resolver una diversidad considerable de
problemas, de los cuales hay algunos ejemplos interesantes en la seccion 2: el nimero de pala-
bras que pueden formarse a partir de un alfabeto, el nimero de soluciones de ciertas ecuaciones
enteras, el nimero de aplicaciones entre dos conjuntos, la férmula del binomio y problemas re-
lacionados, y los problemas de distribuciones. Los llamados coeficientes binomiales tienen una
importancia singular y permiten expresar muchos de los resultados de enumeracion; la tercera
seccidn estd dedicada a analizar las propiedades mds importantes de estos niimeros.

2.1 Selecciones ordenadas y no ordenadas

Comenzaremos con un recorrido por la combinatoria elemental contando de cudntas maneras
diferentes se pueden seleccionar un cierto nimero de elementos de un conjunto. Para contar
este nimero es preciso fijar los criterios con que se diferencia una seleccién de otra. Aqui
tendremos en cuenta dos tipos de criterios: el orden de los elementos y el nimero de veces que
puede aparecer cada uno.
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Si distinguimos dos selecciones: cuando tienen elementos diferentes, o bien, cuando los
elementos aparecen en un orden diferente, hablaremos de permutaciones. En cambio, si no
distinguimos dos selecciones que sélo difieren en la ordenacién de sus elementos, entonces
hablaremos de combinaciones. Por otra parte, si cada elemento puede aparecer como mucho
una vez, hablaremos de selecciones sin repeticion, mientras que, si no hay esta restriccion,
hablaremos de seleccciones con repeticion. Por ejemplo, en el conjunto

X = {]‘727374}

podemos formar 16 permutaciones, con repeticion, de dos elementos,

11121314
21 122123 |24
3113213334
41 | 42 | 43 | 44

12 permutaciones, sin repeticion, de dos elementos,

12 13 | 14
21 23 | 24
31132 34
41 | 42 | 43

10 combinaciones, con repeticidn, de dos elementos,

11121314

22 123 |24
33 134
44

y 6 combinaciones, sin repeticion, de dos elementos,

12]13] 14
23 | 24
34

En esta seccion obtendremos una férmula para la enumeracién del ndmero de selecciones
diferentes de k elementos, tomados de un conjunto X de n elementos, que identificaremos con
{1,2,...,n}.

Lo que resulta m4s sencillo de contar es el nimero de selecciones ordenadas con repeticién
de k elementos. Llamamos PR a este niimero, que se lee “permutaciones con repeticién de n
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elementos tomados de k en k. Tenemos n elecciones para el primer elemento de la seleccidn,
y para cada eleccién podemos formar todas las permutaciones con repeticién de n elementos,
pero ahora tomados de k— 1 en k — 1. Es decir,

k k—
PR =nPR}!

Aplicando esta férmula sucesivamente, y teniendo en cuenta que PR = n (hay n elecciones
para el dltimo elemento), obtenemos

PR, =nPRy,"' =n’PRy > =-.. =n*

En el ejemplo anterior obtenemos PR = 42 = 16 permutaciones con repeticién de cuatro
elementos tomados de 2 en 2.

Consideremos ahora las permutaciones sin repeticion de n elementos tomados de & en £, el
ndmero de las cuales denotaremos por PX. Como cada elemento puede aparecer como mucho
una sola vez en la seleccidn, es preciso que k < n. Podemos calcular este nimero con un
argumento similar al anterior. Tenemos #n opciones para el primer elemento y para cada uno
podemos formar las permutaciones de los n — 1 elementos restantes (ahora un elemento puede
salir en la seleccién como mucho una vez) tomados de k — 1 en k — 1, de manera que

Py =nP;_|

n—

Como k < n, la aplicacién sucesiva de esta relacion lleva a PJ_(k_l) =n—(k—1) (el dltimo
elemento se puede escoger entre los n — (k — 1) que adn no han sido escogidos), de donde

Pr=n-(n=1)---(n—k+1)

En particular, cuando k = n, obtenemos las permutaciones de n elementos, el nimero de
las cuales se denota simplemente como P, =n-(n—1)---3-2-1. Este nimero se representa
con el simbolo 1!y se lee factorial de n. En particular, el simbolo factorial permite escribir P
de manera m4s econdémica como

Pr’f _ n!
(n—k)!
notacion que se puede extender al caso n = k si adoptamos el convenio que 0! = 1. Veremos més
adelante que este convenio tiene una justificacién combinatoria y permite ademds dar cohesién
a muchas notaciones, de manera que es universalmente aceptado.

Se puede considerar una situacién intermedia entre las permutaciones con repeticion y las
permutaciones sin repeticion y también es fécil de contar. Consiste en fijar de entrada el nimero
de veces que cada elemento debe aparecer en la seleccién. Por ejemplo, se pueden formar 12
permutaciones con los elementos de X = {1,2,3,4} de manera que 1 aparezca exactamente
dos veces, 2 y 3 aparezcan una sola vez y 4 ninguna,
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1123 1213 1231 2113 2131 2311
1132 1312 1321 3112 3121 3211

En general, supongamos que el elemento i aparece k; veces en la seleccion. Formemos un
nuevo conjunto

Y:{ll,...,1k1,21,...,2k2,...,n1,...,nkn}

de k =k + ky + - - - + k, elementos, en el cual hemos distinguido provisionalmente las k; apa-
riciones de cada elemento. Formemos ahora las k! permutaciones de los elementos de este
conjunto y agrupemos aquellas que difieren s6lo en una permutacion de los elementos del mis-
mo tipo. En el ejemplo anterior obtendriamos los grupos siguientes,

111,23 | 112123 | 1412315 | 211123 | 21431, | 2311,
121123 | 152143 | 1,231 | 21,143 | 21,31 | 231,14
111,32 | 1;3152 | 141321, | 311152 | 31521, | 32141,
121132 | 123142 | 1,321 | 312142 | 31,21 | 3211

En general, cada grupo tiene k;!-kp!---k,! elementos, que representan de hecho la misma
permutacién cuando dejamos de distinguir los subindices. Asi, el nimero de permutaciones de
. ki,
n elementos en los cuales el elemento i aparece k; veces, que denotaremos por P,' ™", vale

k!
kil kol ky!’

Vamos a considerar ahora selecciones no ordenadas o combinaciones. Dos selecciones

Pr,fly--wkn: k:k1+k2++kn

serdn diferentes si y sélo si tienen elementos diferentes. Primero contaremos las combinaciones
sin repeticion de n elementos tomados de k en k (donde k no puede ser mas grande que n), y
denotaremos este nimero como C¥. Para esto consideramos provisionalmente todas las P
selecciones ordenadas, y agrupamos aquellas que sélo difieren en el orden de sus elementos.
En el ejemplo al comienzo de la seccidn, en el que se formaban selecciones de dos elementos
de un conjunto de cuatro, obtendriamos los grupos,

12 |13 | 14
21 | 31 | 41
23 | 24

32 142

34

43

En general, cada uno de los grupos contiene k! permutaciones que representan la misma
combinacién, de manera que

k
_ P, n!

k —
C=0 T oo OSksn

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



2 Combinaciones y permutaciones 31

Este nimero aparece con tanta frecuencia en la combinatoria que recibe también una nota-
cién y denominacion especiales: se llama coeficiente binomial y se denota por (Z)

(se dice ‘n sobre k’ o ‘n escoge k’). En una seccién posterior trataremos algunas de las pro-
piedades y aplicaciones de estos nimeros. De momento observemos que este niimero coincide
también con el de permutaciones de dos elementos en que uno se repite k| = k veces y el otro
ko = n —k veces,

knk _n! _(n\ %
b _mm—mf‘g>_g @1

En la seccién siguiente discutiremos una interpretacién combinatoria de este resultado,
pero de momento nos serd ttil para contar el dltimo de los nimeros que nos interesan aqui:
el de las combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k, que denotaremos
por CRK (aqui no es preciso que k < n). Observemos que si agrupamos las permutaciones con
repeticién que sélo difieren en el orden, no todos los grupos tienen el mismo tamafio. En el
ejemplo del comienzo de la seccidn, el grupo que corresponde a la combinacién {1, 1} tiene un
tinico elemento, mientras que el que corresponde a {1,2} contiene las dos permutaciones 12y
21. Por lo tanto, la técnica que hemos usado antes para contar combinaciones sin repeticién ya
no nos es util aqui.

En este caso nos serviremos de una estrategia ingeniosa. Pongamos n — 1 barras que de-
finen n espacios, uno para cada elemento del conjunto original. Identifiquemos cada una de
las combinaciones con repeticién poniendo en cada uno de estos espacios tantas estrellas como
elementos correspondientes haya en la combinacién. En el ejemplo tendriamos las correspon-

dencias,
Il x| || 126+ *| |
13+ | A 4 | | |x
22> | xx| | 234 | x| A
24 | K| % 33 | ||
34 | | K% R S I B B

De acuerdo con esta correspondencia, hay tantas combinaciones con repeticion de n ele-
mentos tomados de k en k como permutaciones de dos elementos (barras y estrellas) con exac-
tamente n — 1 barras y k estrellas. Ya hemos visto en la expresion 2.1 que este nimero coincide
con el de las combinaciones de k+n — 1 elementos tomados de k en k, de manera que,

n+k—1\  (n+k—1)!
RK = == 7
Ry ( k > K'(n—1)!
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Con este nimero se completan las expresiones mds comunes de la combinatoria elemental
que resumimos en la tabla que sigue.

Tabla 2.1: Numero de selecciones

permutaciones combinaciones
. . n! n n!
sin repeticion P’]f:(n—k)!’ k<n Cﬁz(k>:m, k<n
k—1 k—1)!
con repeticion PR’,‘l =n* CRf, = <n * X > = %
con repeticiones
k!
kyy... k Phokn — 1
: " n kil -kl k!
k=k +-+k,

2.2 Algunos ejemplos de aplicacion

El problema de contar el nimero de selecciones de elementos de un conjunto que hemos usado
como modelo en la seccion anterior es s6lo una referencia a la cual se pueden reducir muchos
de los problemas de la combinatoria elemental. En esta seccién expondremos unos cuantos de
estos problemas y su relacién con el problema original.

Palabras de alfabetos

Dado un alfabeto de n simbolos, A = {1,2,...,n}, queremos contar el nimero de posibles
palabras diferentes que se pueden formar de acuerdo con diversos criterios.

El nimero de palabras de una longitud fijada k que se pueden formar con n simbolos coin-
cide con el de selecciones ordenadas con repeticion:

PR, =n*

Por ejemplo, con ocho bits (ceros o unos) se pueden formar 28 = 256 palabras. En el caso
de que todos los simbolos de una palabra sean diferentes (por tanto k < n), podemos formar
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tantas palabras como selecciones ordenadas de k elementos de un conjunto de n, es decir, el
nimero de permutaciones de n elementos tomados de & en k,

« n!

ph—_
" (n—k)!

Si fijamos la cantidad de cada uno de los simbolos que aparece en cada palabra, es decir,
exigimos que haya k; simbolos i para 1 < i < n (y por tanto la palabra tiene longitud k =
ki + ky +--- + k;,), el nimero de palabras que se pueden formar es el de permutaciones con
repeticiones fijadas,

k!

kl7---akn —
Py Tkl k!
1 n-

En particular, si el alfabeto sélo tiene dos simbolos, el nimero de palabras en que uno de
los simbolos aparece exactamente k veces y el otro n —k es

_ k! n
Pk,n k _ _
2 k!'(n—k)! <k>

es decir, el numero de combinaciones de n elementos tomados de k en k.

Conjuntos y aplicaciones

El nimero de permutaciones con repeticién de k elementos de un conjunto de tamafio n se
puede interpretar también como una aplicacion que le asigna uno de los n elementos a cada una
de las k posiciones de la seleccion. En la figura siguiente se ilustra esta asignacién para k =7
yn=>3.

Figura 2.1: Relacién entre aplicaciones y selecciones
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Con esta analogia, si B = {1,2,... ,k} y A ={ay,az,...,a,} son dos conjuntos finitos,
cada aplicacién f : B — A se puede identificar con la seleccién ordenada (f(1),...,f(k)) de
elementos de A. El nimero de aplicaciones de B en A es entonces el de permutaciones con
repeticion PR = n* (por ello se suele representar el conjunto de aplicaciones de B en A por
AB).

Por otra parte, el niimero de aplicaciones inyectivas (es decir, dos posiciones diferentes
no pueden tener el mismo elemento) que se pueden definir de B en A es el niimero de per-
mutaciones de n elementos tomados de k en k, PX (y entonces tiene que ser k < n). En una
seccidn posterior se trata la enumeracién de aplicaciones exhaustivas (problema 5 del capitulo
siguiente).

Las combinaciones se asocian de manera natural con subconjuntos. Una seleccién no or-
denada de k elementos de un conjunto de tamafio n es de hecho un subconjunto de tamaio k.
El niimero de subconjuntos de k elementos de un conjunto de tamafio n es entonces el de las
combinaciones CX. Aquf admitimos que hay un subconjunto de cero elementos (el subconjunto
vacio) y uno de n elementos (el conjunto de partida), de donde

n!
V= =G =1
cosa que justifica el convenio que hemos adoptado de escribir 0! = 1.

Una manera de representar los subconjuntos de tamafio k£ de un conjunto de tamafio n con-
siste en enumerar los elementos del conjunto, A = {a;,az,... ,a,}, y expresar cada subconjunto
B C A como una palabra de longitud n de 0’s y 1’s, xjx2...x,, x; € {0,1}, de manera que x;
vale 1 si el elemento a; pertenece a B y vale cero de otro modo. Por ejemplo, el subconjunto
B={ay,as} de A ={ay,a2,a3,a4,as,as} se representaria por la palabra 010010, mientras que
el conjunto A entero se representa por la palabra 111111. Volvemos a encontrar, entonces, que
el nimero de palabras de longitud n con k 1’s 'y (n— k) 0’s es el mismo que el nimero de
subconjuntos de tamaiio k de un conjunto de tamafio n, (Z)

Binomios y otras expresiones aritméticas

El origen de la denominacion coeficiente binomial para los nimeros (Z) se encuentra en el
célculo del desarrollo de la expresién binomial

(a+b)*=(a+b)-(a+Db)---(a+b)

[\

N

n

donde 7 es un nimero entero. Desarrollando el producto de los n paréntesis, se obtiene una
expresion en la cual aparecen términos del estilo a'd"" con 0 < i < n. Cada término a'b"™’
aparece al escoger a en i de los paréntesis y b en los n — i restantes al hacer el producto. Como
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esta eleccion se puede hacer de ('l‘) maneras diferentes, se obtiene la expresion

n_ (™Y np0 n n—lz1 , nOn:nnin—i
(a+b)—<n>ab —i—(n_l)a b+ +<0>ab ,-:26(1'>ab

llamada formula del binomio, en la cual los coeficientes de cada monomio son nimeros com-
binatorios.

De manera similar se obtiene la llamada férmula multinomial que permite expresar el de-
sarrollo de

(@ +a+-+a) =(@+a+-+a) (a1 +a+-+a)

~ /
"~
k

. . . k k
Razonando de la misma manera que en el caso anterior, el coeficiente de @}' - a5’ ---ak en

este desarrollo es el nimero de elecciones de a; en k; de los paréntesis, para cada i, 1 <i < n,
de donde

!
k. kl . k2 .. k”

k _
(a1 +ar+---+ay) _Zkl!‘kz!"'kn!

donde el sumatorio se extiende a todas las combinaciones de enteros no negativos ki, ko, ... ,k,
tales que k; +ky +--- +k, = k. De aqui proviene también la denominacién de coeficiente
multinomial para PXik2-: Por analogfa con el coeficiente binomial, el multinomial se expresa
también como

ki +ky+---+ky _(k1+k2+"'+kn)!
kika,--kn ) kilokaleeky!

Supongamos ahora que extendemos la expresion multinomial al caso de que haya una can-
tidad infinita numerable de sumandos. Para simplificar la situaciéon supondremos que los su-
mandos son potencias de a,

S d)y'=(1+a+a*+a+--)"
i>0

En este caso obtendremos una expresion del estilo
2 3
co+cra+ca +ca +---

donde el coeficiente c; corresponde al nimero de maneras de escoger un sumando en cada uno
de los n paréntesis (1+a+a*+a® +---) de manera que la suma de las potencias sea i. Para
calcular este coeficiente se puede seguir la estrategia siguiente. Identificamos cada uno de los
paréntesis con una bola numerada (de 1 a n), y extraemos una seleccién no ordenada de i bolas
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con repeticiones permitidas. Identificamos la seleccidén con una eleccion de potencias en cada
paréntesis de la manera siguiente. Si en la seleccién hay r; bolas 1, r, bolas 2, y en general r;
bolas i, tomamos a'! en el primer paréntesis, a’? en el segundo y, en general, @’ en el i-ésimo,
i < n. Asi, hay tantas combinaciones con repeticion de n elementos tomados de i en i como
maneras de escoger un sumando en cada paréntesis de manera que las potencias escogidas
sumen 7, o sea que ¢; = ("*~'). De aqui que

(Zai)n:(l+a+a2+a3+"')nzz(n—i_l:_l)ai @2)

i>0 i>0 !

Ecuaciones enteras

Directamente relacionado con los dltimos ejemplos, se puede considerar el nimero de maneras
diferentes en que se puede escribir un entero como suma ordenada de enteros no negativos, es
decir, el nuimero de soluciones de la ecuacién

k=xi+x+--+x, x2=0

con x; entero no negativo. Por ejemplo, 4 se puede expresar como suma de tres enteros no
negativos de las 15 maneras siguientes

04044 04440 4+0+0
04242 24042 24240
0+1+3 04341 14+0+3
1+434+0 34041 3+1+4+0
1+142 14241 241+1

Este nimero se puede contar de la manera siguiente. Consideremos combinaciones con
repeticién de k elementos de X = {1,2,... ,n}. En cada combinacién llamamos x; al nimero
de veces que aparece el elemento j. Entonces, x| +x, + -+ +x, =k, y cada una de las com-
binaciones corresponde a una solucién de la ecuacion. Ademds, dos combinaciones diferentes
dan dos soluciones diferentes. En el ejemplo anterior, la combinacién con repeticién 2333 del
conjunto {1,2,3} corresponde a la solucién x; =0, x, = 1 y x3 = 3. El niimero de soluciones

n+k—1
Rt =
= (")

Hay otra manera de obtener el mismo resultado. Ponemos k como la suma de k 1’s. Cada

€s entonces

expresion de k como suma de n enteros no negativos se corresponde con una agrupacién de los
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k unos en n grupos, cosa que se puede conseguir poniendo n — 1 ‘separaciones’ en el grupo de
k unos. Por ejemplo, en la lista anterior,

4= 14+142— lelell

4= 14+0+3— leelll

4= 0+242— ellell

Asi, hay n+k — 1 posiciones en las cuales es preciso poner n — 1 separaciones y k unos. Esto

se puede hacer de (”%71) maneras.

Este problema admite diversas variaciones. Por ejemplo, el nimero de soluciones de la
ecuacién

r=yi+y2+-+yn, ¥i>0

donde y; son ahora enteros positivos y r > n se puede obtener del problema anterior poniendo
x; =y; — 1 (que serd no negativo) y kK = r — n, es decir, el nimero de soluciones vuelve a ser

(-0

Si hacemos ahora z; = x; +a, 1 < i < n con a un entero positivo, el nimero de soluciones de la
ecuacion

t=z1+22++z

t—na+n—1
n—1

Ejercicio 2.1. ;Cual es el nimero de soluciones enteras de la ecuacién

con z; > ayt > na es nuevamente

8=x1+x+x3

de manera que x; sean enteros entre 1y 4?

Distribuciones

Para acabar esta pequeiia lista de ejemplos consideremos el problema siguiente. Supongamos
que tenemos 7 cajas numeradas y k bolas que se ponen en las cajas. El objetivo es contar cudn-
tas disposiciones diferentes de las bolas en las cajas se pueden obtener atendiendo a diversos
criterios.
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Si cada caja puede contener como mucho una bola, y estas estdn numeradas (es decir, son
distinguibles), el nimero de disposiciones diferentes es el de permutaciones de n elementos
tomados de k en k, P (y tiene que ser k < n).

Si cada caja puede contener méds de una bola, el nimero de disposiciones diferentes es el
de permutaciones con repeticién, PR

Si las bolas no son distinguibles (s6lo diferenciamos dos disposiciones por el nimero de
bolas en cada caja), tenemos CR¥ disposiciones diferentes, y en el caso de que cada caja pudiese
contener s6lo una bola, habria C¥ bolas.

Este ejemplo tiene una aplicacién interesante a la fisica de particulas. El estado macroscé-
pico de un sistema de k particulas se identifica dando el nivel energético de cada una de ellas
(y cada una puede estar en n > k niveles). As{ entonces, cada estado se corresponde con una
manera de poner k bolas (las particulas) en n cajas (los niveles). En el modelo de Maxwell-
Boltzmann, se asume que las particulas son distinguibles (no es lo mismo que la particula 1
tenga nivel a y la 2 nivel b, que la 1 tenga nivel b y la 2 nivel a) de manera que hay PR estados
diferentes. En el modelo de Bose-Einstein, se considera que las particulas no son distinguibles,
de manera que el ndmero de estados es CRX. En el modelo de Fermi-Dirac se asume que las
particulas son indistinguibles y que cumplen el principio de exclusién de Pauli, segtin el cual
dos particulas diferentes no pueden estar en el mismo estado. El nimero de estados es entonces
Ck. Cada una de estas hipétesis corresponde al comportamiento empirico de diferentes tipos
de particulas subatémicas.

Ejercicio 2.2. ;De cuidntas maneras se pueden poner k > n bolas en n cajas de manera que
cada caja contenga al menos una bola si a) las bolas son distinguibles, b) las bolas no son
distinguibles?

Ejercicio 2.3. ;De cuantas maneras se pueden distribuir & tareas en n procesadores de manera
que cada procesador tenga asignada como mucho una tarea?

2.3 Propiedades de los coeficientes binomiales

Como ya hemos comentado antes, los coeficientes binomiales aparecen con tanta frecuencia
que resulta interesante conocer algunas de sus propiedades. En las demostraciones de estas
propiedades usaremos siempre que sea posible argumentos combinatorios, aunque no sean, en
muchos casos, la tinica via de demostracién. Hasta que no se indique lo contrario, supondremos
siempre que, en la expresion (Z) n'y k son enteros no negativos y que k < n.

Si tenemos en cuenta que (Z) cuenta el nimero de palabras de longitud n con exactamente
k ceros y n — k unos, esté claro que la eleccién de la posicién de los k ceros determina la de los
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n — k unos, de manera que

(1) =0 &

Esta es la propiedad de simetria de los coeficientes binomiales, y dice que la sucesién

(6 (2) ()

tiene una simetria central. Los primeros y ultimos términos de la sucesién son 1,n,n(n —
1)/2,. ,n(n—1)/2,n,1 respectivamente. Comparando dos términos consecutivos, tene-
mos

G _krt] <1 sik<[%
(kzl) n—k| >1 sik>|%1]

de manera que la sucesién anterior crece para 0 < k < |5~ L]y decrece para | 5= Li+1<k<n.
Si n es par, el valor mas grande es ( /2) mientras que si n es impar, los términos mas grandes
son ((n71)/2) = ((n+1)/2)'

Hay un algoritmo cldsico para calcular (Z) para valores moderados de n que se llama tridn-
gulo de Pascal (o también tridngulo de Tartaglia) y que se basa en la siguiente propiedad de
los coeficientes binomiales:

n n—1 n—1
(k>:< k >+(k—1>’ O<k<n 2.4)

Esta es la propiedad de la adicion de los coeficientes binomiales. Desde el punto de vista
combinatorio, la expresion se puede deducir de la manera siguiente. La familia de subconjuntos
de tamafio k de un conjunto X de tamafio n se puede partir en dos subfamilias: la de los sub-
conjuntos que no contienen un cierto elemento a € X, de los cuales hay tantos como elecciones
de k elementos entre los n — 1 que quedan, (”;1), y la de los que contienen a, tantos como
elecciones de k — 1 elementos entre los n — 1 diferentes de a, (" 1) De aqui la igualdad 2.4.

Usando la relacién anterior, se pueden disponer los niimeros combinatorios en un tridngulo

1 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
donde el primer y el tltimo nimero de cada fila valen 1 y cada uno de los otros es la suma de
los dos que tiene encima en la fila anterior. Numéricamente,
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1 3 3 1
1 4 6 41

La identidad 2.4 permite obtener otras expresiones combinatorias. Usadndola de forma ite-
rada podemos escribir

O - ()6 -

+
N
S
—
=~
N~
+
N
|
o
|
—
N——

Esta igualdad se puede expresar de una manera mds legible poniendo n+k+ 1 en el lugar

é(n;l—i)z(g>+(n~i—1>+...+(”;l€—k>:(n—i—l]i—i—l) o5

que proporciona la suma de coeficientes binomiales contiguos en los cuales la parte superior

de n:

y la inferior difieren siempre en una constante (n en la expresion anterior), motivo por el cual
nos referiremos a ella como la propiedad de la adicion paralela. Sobre el Tridngulo de Pascal,
esta suma es la de los términos de un segmento de diagonal como en la figura 2.2.

1
1 1
1 1
I 3 3 1
1 >4 6 M 1
1 10 10 5 1

Figura 2.2: La propiedad de la adicién paralela

Como el tridngulo de Pascal tiene un eje de simetria central, se tendria que poder obte-
ner una férmula similar a la igualdad 2.5 aplicando esta simetria sobre las diagonales de la

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



2 Combinaciones y permutaciones 41

figura 2.2. Efectivamente, de esta manera se obtiene la férmula

z,c@ - (i>+(k:1>++<2> - (ZE) 2.6)

que proporciona la suma de coeficientes binomiales contiguos en los que el indice superior
sigue el indice de sumacion y el inferior es constante, y que llamaremos propiedad de la adicion
superior. Sobre el Tridngulo de Pascal, esta propiedad corresponde a sumas diagonales como
las de la figura 2.3.

Figura 2.3: La propiedad de la adicién superior

Ejercicio 2.4. Obtener la propiedad de la adicién superior de las dos maneras siguientes.

1. Usando la propiedad de adicién como para obtener la igualdad 2.4, pero descomponiendo
el otro sumando.

2. Con el argumento combinatorio siguiente. Tenéis un conjunto de n 4+ 1 bolas numeradas
de 0 an y formdis la familia de subconjuntos de tamaiio k+ 1. Esta familia se puede partir
en las subfamilias formadas por los subconjuntos que tienen la bola mds alta numerada
Lhi=kk+1,... n

Las dos propiedades anteriores son muy similares y tienen diversas aplicaciones particula-
res. Por ejemplo, para n = 1 obtenemos,

kil (17@) 424 (k1) k= (ii) _ (k;l) _ k(k;l) @7

i=0 \ !

que porporciona una férmula para la suma de los k primeros naturales. Los nimeros que se
. 1 . . . P

obtienen, (szr ), se llaman niimeros triangulares porque cuentan el nimero de términos en las n

primeras lineas del tridngulo de Pascal (o en una disposicién triangular de bolas). Los primeros

son los de la figura 2.4.
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[ ] L
[ ] L J o o o
o o e o o e & o o
1 3 6 10

Figura 2.4: Representacién geométrica de los primeros nimeros triangulares

La férmula 2.6 para k = 2 da la expresion

(=) () ()= (17") - oot

que corresponde a la suma de los n primeros nimeros triangulares. Por similitud con éstos, los
ndmeros (”ng) se llaman niimeros piramidales, ya que cuentan el nimero de elementos de una
pirdmide de base triangular y n — 1 pisos, siendo el piso i un tridngulo como los de la figura 2.4.

La suma de nimeros piramidales darfa también el nimero de puntos de un objeto ... en cuatro

A

Figura 2.5: Representacion geométrica de los primeros nimeros piramidales

dimensiones.

Expresiones mas complejas involucran sumas de productos de coeficientes binomiales. La
mads conocida de estas expresiones es la convolucion de Vandermonde,

() ()= (1) o5

que se deduce con el argumento combinatorio siguiente. Para obtener todos los subconjuntos
de tamafio k£ de un conjunto de n bolas blancas y m bolas negras, podemos formar todos los
que no tienen ninguna bola blanca (los hay (;) (/). los que tienen una (los hay (})(,”,)) y
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asi sucesivamente hasta los que tienen todas las bolas blancas (contando que, cuando a < b,
entonces (Z) = 0). Observemos que, para m = 1, reobtenemos la férmula de adicién.

Los coeficientes multinomiales se pueden obtener también como productos de coeficientes
binomiales. Recordemos que

k k!
= k=Kt thky
(kl,...,k,,> Ktk P

cuenta el nimero de permutaciones de n elementos en las cuales se repite k; veces el elemento
i. Para contar este nimero podiamos haber hecho lo siguiente. Escogemos primero las k;

posiciones del elemento 1 (hay ( 151 ) maneras de hacerlo). Después escogemos las k, posiciones

del elemento 2 en las posiciones que quedan (de (k;fl) maneras) y asi sucesivamente para

LD e
(-

Ejercicio 2.5. Demostrar la identidad

k\ (ki [k k—ky
k] kz N kz kl _k2
La formula del binomio
(a+b)" = (g) a'b’ + (T)a"lbl ot (ni 1>a1b"1 + (Z)aob”

permite también obtener diversas expresiones con niimeros combinatorios. Poniendoa =56 =1

<3>+<'f>+"'+(nfl)+(,’i)=2" 2.10)

En términos de conjuntos, la identidad dice que un conjunto de n elementos tiene un total de 2"

obtener,

Por ejemplo,

obtenemos

subconjuntos, que es también el nimero de palabras de longitud n que se pueden formar con
ceros y unos y también la suma de todos los coeficientes binomiales de una linea horizontal del
Tridngulo de Pascal.

Poniendo a = 1y b = —1 en la férmula binomial se obtiene

()= (1) s (7 ) (7) o o
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es decir, que la suma con signos alternados de cada linea del Tridngulo de Pascal da cero, otra
consecuencia de su simetria central.

Acabamos esta seccién con algunos comentarios sobre la férmula del binomio. Tal co-
mo ha sido escrita y deducida, la férmula sélo es valida para valores de n naturales. Lo que
resulta mas sorprendente es que, con una extensién adecuada (pero bien natural) de los coefi-
cientes binomiales (i) para valores reales de x, Newton obtuvo una férmula del binomio valida
para cualquier potencia (negativa, fraccionaria o irracional). En la definicién del coeficiente
binomial, podemos escribir, para n y k enteros no negativos,

n\ n! _n(n—=1)---(n—k+1)
(k>_ (n—k)'k! k!

La parte derecha de esta igualdad permite definir (i) para x real de la manera siguiente,

(x> xx—1) (x—k+1)

= keN 2.12
X € (2.12)

Asi, por ejemplo,

(1/2> _(/2)(=1/2)(=3/2) _ 1

3 3.2-1 — 4

Observemos que si x es un entero menor que k, el numerador en la expresion 2.12 es cero.
En esta definicién, el miembro inferior del coeficiente binomial, &, es siempre un entero no
negativo. Se puede generalizar la definicién para todos los enteros poniendo

<i> =0 k entero negativo

Hay una relacién precisa entre esta generalizacion de los coeficientes binomiales y la ver-
sién original cuando x es un entero negativo, x = —n. Esta relacidn, llamada propiedad de
inversion, se obtiene de la manera siguiente,

(—n> (=n)(=n—1)-(—n—k+1)

k k!

nn+1)---(n+k—1

_ (—1)"(”“;_1)
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La férmula es, de hecho, simétrica, de manera que se puede escribir

(;) :(—1)k<k_;_l> rez (2.13)

Ejercicio 2.6. Hemos demostrado la férmula anterior cuando r es un entero negativo. Demos-
trarla cuando r es un entero positivo.

Esta extension de los coeficientes binomiales permite generalizar la férmula del binomio a
cualquier entero, positivo o negativo. Recordemos que en la férmula 2.2 de la seccién anterior
habiamos obtenido,

1\
(1+a+02+a3+‘_‘)n:2<n+l. >az
>0 !

Cada uno de los factores es la suma de una serie geométrica de razén a. Si 0 < a < 1, esta
suma vale ﬁ, de manera que, usando la ecuacién anterior, se puede escribir

oo =) -

k>0

donde ahora el sumatorio de la derecha tiene una cantidad no finita de términos. Usando la
férmula de inversion, podemos escribir

(14+a) =Y <]:>ak rez (2.14)

k>0

que proporciona una generalizacion de la férmula del binomio para cualquier entero r. Si r
es positivo, los términos del sumatorio con el indice inferior kK mds grande que r son nulos y
el sumatorio tiene de hecho r 4 1 términos, mientras que si r es negativo, el sumatorio tiene
infinitos términos.

Se puede demostrar (usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(x) = (1 +x)"
alrededor del origen) que la férmula 2.14 es vélida para cualquier valor real de . En un
capitulo posterior, al tratar funciones generadoras, usaremos esta férmula y comentaremos qué
papel juega la convergencia de la serie que se obtiene.

Notas bibliograficas

Desde un punto de vista histérico, el desarrollo inicial de la combinatoria elemental se produjo
con el nacimiento del cdlculo de probabilidades, a finales del siglo XVII y en relacién sobre todo
a problemas relacionados con los juegos de azar. Una de las primeras obras que sistematiza los
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primeros resultados en el célculo de probabilidades, el Ars conjectandi de J. Bernouilli (1713),
contiene ya una expresion de la férmula del binomio que después generalizard Newton. Este
origen hace que en muchos textos de probabilidad haya una buena introduccién a esta parte de
la combinatoria. Un ejemplo excelente en este sentido es el del libro de Feller [3].

El material cubierto en este capitulo se puede encontrar en cualquier texto elemental de
combinatoria o de matematica discreta. El libro de Anderson [1] contiene una exposicién a
nivel sencillo, mientras que en el de Berge [2] se hace una exposicién mds compacta. En lo
que respecta a las propiedades de los niimeros combinatorios, el texto de Graham, Knuth y
Patashnik [4] es una referencia completa y de lectura agradecida.
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[1] I. Anderson. Introduccion a la Combinatoria, Ed. Vicens Vives, 1992.
[2] C. Berge. Principes de Combinatorie, Dunod, Paris, 1968.

[3] W. Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications (Vol. I), Wiley In-
terscience, 1968.

[4] R. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik. Concrete Mathematics, Addison Wesley, 1989.

Problemas

1. Queremos codificar los simbolos alfanuméricos (28 letras y 10 cifras) en palabras de
una cierta longitud & de un alfabeto binario A = {0,1}. ;Cudl es la minima longitud
necesaria para poderlo hacer?

2. (Es suficiente con palabras de hasta 4 de longitud para representar todas las letras del
alfabeto ordinario en lenguaje Morse (el lenguaje Morse dispone sélo de dos simbolos:
punto y raya)?

3. (De cudntas maneras se pueden escoger tres nimeros del 1 al 9 de manera que no salgan
dos consecutivos?

4. Las placas de matricula tienen cuatro digitos numéricos seguidos de dos alfabéticos.
(Cudntos coches se pueden matricular? Una vez se han agotado, se propone que las
matriculas puedan estar formadas por seis digitos alfanuméricos (es decir, cifras del 0
al 9 o letras de la A a la Z). ;Cudntas matriculas nuevas se pueden hacer? Una vez
agotadas éstas, ;qué estrategia proporcionaria mds matriculas nuevas, hacer matriculas
con 7 digitos, o bien afiadir un simbolo al alfabeto?
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10.

11.

12.

13.

. ¢Cuéntos numeros hay entre 100 y 900 que tengan las cifras diferentes? ;Cudntos nu-

meros mds grandes que 6600 con todas las cifras diferentes y sin ninguna de las cifras 7,
8 ni 9?

(Cudntas palabras de longitud 4 se pueden formar con las cinco vocales sin que se repita
ninguna? ;Y de longitud 5 (también sin que se repita ninguna)?

. Un cédigo de colores con barras usa 6 colores para pintar 4 barras, pero dos barras

consecutivas no pueden tener el mismo color. ;Cudntas palabras diferentes se pueden
formar?

. En un alfabeto de 10 consonantes y 5 vocales, ;cudntas palabras de cinco letras sin dos

vocales seguidas ni tres consonantes seguidas se pueden formar?

La musica serial se basa en el principio de que en cualquier linea melddica han de apare-
cer los 12 tonos de la escala antes de repetirse alguno. ;Cudntas lineas melddicas de 12
notas se pueden formar segin este principio?

En problemas de disefio de redes de interconexién se suelen usar grafos que tienen por
vértices palabras de un alfabeto. Por ejemplo, los llamados grafos de Kautz tienen por
vértices las palabras de longitud k& qur se pueden formar de un alfabeto de n simbolos
con la condicién que dos letras consecutivas no pueden ser iguales. ;Cudntas de estas
palabras hay?

Sea A ={1,2,...,n} y X ={x1,x2,... ,x¢} un conjunto de k simbolos. Una aplicacion
f:X — Aes ordenada si f(x;) < f(x2) < -+ < f(xx) y estrictamente ordenada si las
desigualdades son estrictas. ;Cudntas aplicaciones ordenadas y cudntas estrictamente
ordenadas hay de X en A?

En una reunién de una empresa hay ocho representantes de los accionistas, seis repre-
sentantes de acreedores, cuatro representantes de los trabajadores y tres técnicos. Para
resolver mds 4gilmente la organizacién de la reunién deciden nombrar una comisién
formada por tres representantes de los accionistas, dos representantes de acreedores, un
representante de los trabajadores y un técnico. ;Cudntas comisiones diferentes se po-
drian formar? Si uno de los accionistas se niega en rotundo a formar parte de la comi-
sién con dos de los representantes de los trabajadores, a los cuales tiene mania, ;cudntas
comisiones se podrian formar?

Una empresa de sondeos escoge una muestra de 20 estudiantes al azar de entre una comu-
nidad de 500 estudiantes para hacer una encuesta. ;Cudntas muestras diferentes puede
obtener? Uno de los estudiantes estd encantado de que le pasen la encuesta. ;Cudntas de
estas muestras contienen a este estudiante?
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14. ;De cuédntas maneras se pueden poner n bolas numeradas en k cajas numeradas de manera
que en cada caja haya al menos una bola? ;Y si las bolas no estan numeradas?

15. Usando la propiedad de inversién, demostrar que la suma parcial de los términos de una
linea del Tridngulo de Pascal con los signos alternados vale

k
(n n—1
—1) —(—1 k
20 (5) =0 (")
16. Demostrar la identidad

i (kjr>xiyk —i= i (_lr> (=) (x )<

i=0 i=0

Usando esta identidad para x = —1 ey =1, o bien, x =y =1y r = k+ 1, obtener,

() - (G
i<2k,jl> _ é(l‘j’)zk—i:zk

i=0

respectivamente,

r ..
' ) , k entero positivo,
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Capitulo 3

Principios basicos de enumeracion

1. Cardinales de conjuntos

2. Principio de inclusién-exclusién

3. Biyecciones

4. Principio del palomar y teorema de Ramsey

En este capitulo se describen y desarrollan algunos principios bésicos de enumeracion que,
a pesar de ser de una gran simplicidad, se convierten en herramientas sisteméticas ttiles en
problemas combinatorios cuyo uso puede llegar a ser importante. Algunos de estos principios
se han usado de manera implicita en el capitulo anterior.

En la primera seccién se describen algunas relaciones entre operaciones entre conjuntos y
sus cardinales. Una de estas relaciones, la del cardinal de la unién de conjuntos, da lugar al
llamado principio de inclusion-exclusion, que se describe en la seccién 2. Como ejemplo de
una aplicacion relativamente sofisticada de este principio, se tratan la funcién ¢ de Euler y el
llamado problema de los desarreglos. En la seccidn 3 se da una ilustracion de cémo se pueden
relacionar estructuras aparentemente inconexas para enumerarlas mas facilmente. El ejemplo
nos lleva a introducir los llamados niimeros de Catalan, que tienen un interés combinatorio
considerable. En el mismo contexto se introduce también el problema de las particiones de
un entero positivo. En la dltima seccién se desarrolla otro principio elemental, el llamado
principio del palomar. En este caso no se trata de resolver un problema de enumeracion, sino
la existencia de una determinada configuracién o propiedad combinatoria a través de hip6tesis
muy generales. Como aplicacién de este principio simple se dan dos resultados clésicos, el
teorema de Erdds-Szekeres y el teorema de Ramsey.
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3.1 Cardinales de conjuntos

Los problemas de enumeracién son de hecho problemas de cédlculo de cardinales de conjuntos
finitos. Por esto resulta interesante conocer cdmo se traducen las operaciones usuales entre
conjuntos en operaciones aritméticas entre los respectivos cardinales. En esta seccién veremos
algunas situaciones sencillas en las cuales esta traduccion es posible.

Si A es un conjunto finito, |A| denota el nimero de elementos, o cardinal, de A.

Como consequencia directa de la definicién de unién de conjuntos, tenemos:

Principio de adicién. Sean A y B dos conjuntos finitos disyuntos, AN B = 0. Entonces

[AUB| = |A[ +|B|

Este resultado se extiende por induccién al caso de r conjuntos si son disyuntos dos a
dos: Si Aj,Az,...,Ay son conjuntos finitos y A; N A; = 0 para cualquier par de indices i, €
{1,2,... ,k}, entonces

|AjUALU- - UAL| = |A1] + |Ag| + - - + |Ag]

Para la interseccion no hay una relacién general que ligue |A N B| con |A| y |B|. Si que la
hay en cambio para la complementacién. Si € es un conjunto finito y A C €2, denotamos por
Q\ A el complemento de A en Q (es decir, el conjunto de elementos de € que no estdn en A).

Proposicion 3.1. Sea Q un conjunto finito y A C Q. Entonces,
[Q\A] = |Q[ - |A]

Demostracion. Podemos escribir 2 como la unién disyunta A U (Q\ A), de manera que, por el

principio de adicién, |Q| = |A]+|Q\A|. O

Esta dltima proposicion se usa generalmente cuando resulta mds sencillo calcular el cardi-
nal del complemento de un subconjunto que el del propio subconjunto. Por ejemplo, el nimero
de palabras de cinco letras que contienen al menos una vocal se calcula ficilmente como el
total de palabras menos las que no tienen ninguna vocal, 527 — 5%2.

Una de las operaciones entre conjuntos que admite una traduccién directa en términos de

cardinales es la del producto cartesiano.

Proposicion 3.2. Sean A y B dos conjuntos finitos y A X B su producto cartesiano. Entonces,

A x B| = A - |B|
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Demostracion. El producto cartesiano se puede escribir como la unién disyunta A X B = Ugea
{a} x B, donde cada uno de los términos de la unién tiene cardinal |B| y los hay tantos como
elementos de A. O

La proposicién anterior se puede extender por induccién a cualquier nimero finito de fac-
tores. SiAq,...,A, son conjuntos finitos, entonces

|A1 XXAr|:|A1||Ar|

Observemos que, si A = {xj,... ,x,}, el producto cartesiano r veces A X --- X A tiene por ele-
mentos las permutaciones con repeticién de los elementos de A tomados de r en r, de manera
que reencontramos el resultado

PR, =|Ax---xA|=|A|"=n"
—_——

r

El resultado de la proposicién anterior se conoce a veces como la regla del producto y
se expresa diciendo que, si para realizar un proceso en dos etapas hay n; maneras de hacer la
primera y, para cada una de ellas, n, de realizar la segunda, entonces el nimero total de maneras
de realizar el proceso es el producto nyn,. Si llamamos A al conjunto de maneras de realizar
la primera etapa y B al conjunto de maneras de realizar la segunda, el conjunto de maneras de
realizar el proceso es A x B. Este es el procedimiento que se ha usado en el capitulo anterior
para calcular el nimero de permutaciones. Por ejemplo, las permutaciones de n elementos sin
repeticion se pueden formar en un proceso de n etapas. En la primera hay n elecciones posibles
del primer elemento, en la segunda n — 1 elecciones, y asi sucesivamente hasta la dltima que
admite una tnica opcién, de manera que el ndmero total de permutaciones es el producto n!.

3.2 Principio de inclusion-exclusion

En la seccién anterior se ha relacionado el cardinal de la unién de dos conjuntos disyuntos
con el cardinal de cada uno de ellos a través de la igualdad |A UB| = |A| + |B|. Cuando los
conjuntos no son disyuntos se puede obtener una férmula que hace intervenir el cardinal de la
interseccion.

Proposicion 3.3. Sean A y B dos conjuntos finitos. Entonces,
|AUB| =|A|+ |B| —|ANB]
Demostracion. Launidon A U B se puede poner como la unién disyunta,

AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB)
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donde |A\B|=|A|—|ANB|y |B\A| = |B| — |BUA|. Usando ahora el principio de adicion, se
obtiene la expresion del enunciado. U

El llamado principio de inclusion-exclusion es una extension de este resultado al caso de la
unién de n conjuntos y tiene una expresion un poco mas compleja. La deducimos primero para
el caso de la unién de tres conjuntos, AUBUC. En la figura 3.1 estd representada la situacién
con diagramas de Venn.

C

Figura 3.1: Launion AUBUC

Silos tres conjuntos fuesen disyuntos, tendriamos |[AUBUC| = |A|+|B|+|C]|. Sino lo son,
en la expresion |A| + |B| + |C| se cuentan dos veces los elementos que estdn en la interseccién
de sélo dos de los tres subconjuntos (los de la zona cuadriculada en la figura) y tres veces los
elementos de AN BNC (los de la zona rayada de la figura). Restando los cardinales de A N B,
ANCy BNC, habremos descontado una vez los elementos que estdn en la zona cuadriculada,
pero también habremos descontado tres veces los elementos que estdn en A N BN C. Sumando
una vez el cardinal de esta zona rayada obtenemos,

|AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+]ANBNC]
La férmula general de inclusion-exclusién tiene un aspecto similar y se puede razonar de la
misma manera, aunque aqui haremos una demostracién diferente. El nombre de inclusién-
exclusién proviene del hecho de que en la expresion de la derecha hay elementos que se van

incluyendo y excluyendo alternativamente.

Proposicion 3.4 (Principio de inclusién-exclusion). Sean A1,A,,... A, conjuntos finitos.
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Entonces,
n
A1 UA U UA, | = YAl =D JAnA ] ++(=1)"" Y A4, N-NA,|
i=1 i<j i<---<i
+...+(_1)”_]|A]ﬂAzﬂ...ﬂAn| (3.1

Demostracion. S6lo es preciso comprobar que cada elemento de la unidén se cuenta una sola
vez en la expresion de la derecha de la igualdad. Supongamos que x € A U---UA, es un
elemento que estd exactamente en p < n de los n conjuntos, x € A; N---NA;,. Entonces x estd
contado p = (}) veces en el primer sumando ¥, |A;|. En el segundo sumando, ¥, ;|A; NA;

bl

estd contado una vez para cada eleccion de dos de los subconjuntos A; ... ,A; , es decir, (’2’)
veces. En general, en el sumando r-ésimo el elemento x estd contado (Ir7 ) veces mientras r < p

y ninguna vez si r > p. Por tanto, el elemento x estd contado

()-€)+cir ()i ()

De acuerdo con la férmula 2.11 de las propiedades de los nimeros binomiales que hemos
deducido en el capitulo anterior, esta expresion vale (g) =1. U

Ejercicio 3.5. Demostrar el principio de inclusién-exclusién por induccién sobre el nimero de
conjuntos en la unién.

Desde el punto de vista de la notacién, el principio de inclusién-exclusién se puede expresar
de una manera mds compacta, pero también mds criptica. Sea K = {1,2,... ,n} el conjunto de
los subindices. Para cada 7 C K llamamos N(T) = | Njer A;|. Entonces, la formula 3.1 se
puede escribir

AT UAU---UA,l = Y (=1)TFIN(T) (3.2)
TCK

donde el sumatorio se extiende a todos los subconjuntos de K.
A continuacién veremos algunos ejemplos de aplicacion de este principio.

La criba de Eratostenes

El principio de inclusién-exclusién fue originalmente formulado en términos diferentes por
Sylvester (1800-1850) inspirado en un método atribuido a Eratdstenes (siglo V aC) para en-
contrar los nimeros primos. El método de Eratdstenes consiste en hacer una lista de nimeros
naturales de 1 a n. Se comienza marcando el 1 y todos los nimeros pares (multiplos de 2)
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mds grandes que 2. A continuacion se busca el primer nimero sin marca (el 3) y se marcan
todos los multiplos de 3 més grandes que 3. Se busca el primer nimero sin marca (el 5) y se
marcan todos los multiplos de 5 més grandes que 5. Prosiguiendo de esta manera hasta agotar
los nimeros de la lista, todos los que no llevan marca son nimeros primos. Para encontrar los
ndmeros primos del 1 al 20, las fases del proceso serfan,

[1]23[4])5[6] 78] 9 [10] 11 [12] 13 [14] 15 [16] 17 [18] 19 [20]
(1] 23 [4] 5 [6] 7 [8] [9] [10] 11 [12] 13 [14] [15] [16] 17 [18] 19 [20]

El proceso continia marcando los miltiplos de 5,7,11,13,17 y 19, que no producen nuevas
marcas en la lista, de manera que los nimeros sin marcas en la tltima lista son nimeros primos.

La version de Sylvester es una generalizacién de este método. Supongamos que los N ele-
mentos de un conjunto € pueden tener hasta k propiedades diferentes py, ..., px (en el método
de Eratéstenes las propiedades son ‘ser divisible por 2’, ‘ser divisible por 3’, etc.). Suponga-
mos que queremos contar cuantos de los elementos no tienen ninguna de las propiedades. Si
T ={i,...,i;)} CK=1{1,2,... ,k}, llamamos N(7T') al nimero de elementos que tienen las
propiedades p;,,...,p; . El nimero de elementos que no tiene ninguna de las propiedades es
N(0). Entonces,

NO) =N- Y (-D)ITIN(T) (3.3)
TCK

Esta expresion se obtiene de la proposicion 3.4 simplemente llamando A; al conjunto de
los elementos que tienen la propiedad p;. Entonces, el nimero que se busca es el cardinal del
conjunto de elementos que no estdn en ninguno de los A;, es decir,

N(0) =[Q\ (AU - UAY| = |Q] = [A U UA]

Esta es la forma con que se enuncia habitualmente el principio de inclusién-exclusién. Enun-
ciado de esta manera se puede dar la generalizacién siguiente. Paracadar =1,... ,k, llamamos
N, =Y rck,r|=N(T). Entonces:

Proposicion 3.6. El niimero de elementos de un conjunto X que tienen exactamente r de las
propiedades py,...,pg €s

N(r) =N, =Ny +-+ (=1D)F"N,

Ejercicio 3.7. Demostrar esta dltima proposicién.

Ejercicio 3.8. ;Cuantos niimeros hay entre 1 y 1000 que no sean divisibles ni por 3 ni por 7?
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En particular, si para r = 0 definimos Ny = N, la proposicién 3.6 permite tener la férmula
de inclusién-exclusién expresada ain de otra manera,

NO)=N—Nj+- 4 (=1)Ny+ -+ (=1)*N; (3.4)

Ejercicio 3.9. Demostrar que los r primeros sumandos de la ecuacién 3.4 proporcionan una
cota superior de N(0) si r es impar y una cota inferior si r es par.

La funciéon ¢ de Euler

Un problema relacionado con el anterior es el de contar cuidntos nimeros hay entre 1 y n
que sean relativamente primos con n, es decir, que no tengan ningtn divisor diferente del 1
en comun con xn. La funcién que da este nimero para cada n se llama funcion ¢ de Euler y
juega un papel importante en la teoria de ndmeros. Por ejemplo, los primeros valores de ¢
son §(1) =d(2) =1, d(3) = d(4) =2 y 6(5) = 4. Obtendremos ahora una expresién de ¢(n)
usando el principio de inclusion-exclusién. Un resultado bésico de aritmética (el teorema de
factorizacién) establece que cada nimero admite una descomposicién tnica como producto de
nimeros primos,

01,00 Ol

Cualquier divisor de n debe ser dividido por uno o mds de los nlimeros primos que aparecen
en su descomposicién. Llamamos A; al conjunto de ndmeros entre 1 y n divisibles por p;. Los
ndmeros relativamente primos con n no tienen divisores comunes con #n, de manera que son
precisamente los que no estdn en ninguno de los conjuntos A;. Asf entonces,

(1)(1’1) =n-— |A1 UAzU"-UAk|

donde el cardinal de esta unién se puede calcular usando el principio de inclusién-exclusion.
Para ello, observemos que los nimeros entre 1 y n divisibles por p son p,2p,3p,... hasta llegar
any los hay por tanto n/p. Asi entonces,

n
Al = —,
Di
n . .
|A,ﬂAJ| = l?é]
piPj
n
JAjNA N NA| = ———
Pip2 " Pk
Entonces,
n n n
¢(n):n_z_+z__...+(_1)k7 (3.5)
. Pi i ZjDiPj PPz Pk
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Esta férmula se expresa habitualmente de una manera mas compacta como un producto en

[ R B

Ejercicio 3.10. Demostrar que efectivamente las expresiones 3.5 y 3.6 son equivalentes.

lugar de una suma,

Ejercicio 3.11. Obtener la expresiéon de ¢(n) cuando i) n es un nimero primo, ii) n es un
producto de dos primos.

Ejercicio 3.12. Demostrar que si n 'y n’ son enteros relativamente primos, entonces

o(nn') = o(n)o(n')
Una de las propiedades interesantes de la funcién ¢ es la siguiente:

Proposicion 3.13. Sea D el conjunto de divisores de un nimero natural n. Entonces,

n= 3 ¢(d)
deD
Demostracion. Si X = {1,2,... ,n}, llamamos A; = {r € X : med(r,n) = i} (recordemos que
mcd indica el mdximo comun divisor). Estd claro que si i no divide a n entonces A; = 0, de
manera que X = UgepAy y que esta unidn es disyunta. Asi entonces,

n=X|= Y |AJl
deD
Observemos que, para cada divisor d € D, los elementos de A, tienen la forma md, donde m es
relativamente primo conny 1 < m < n/d. Por lo tanto, |A4| = ¢(n/d). Observemos finalmente

que Yiep 9(n/d) = Xgep 0(d). O

Desarreglos

Una de las aplicaciones clésicas del principio de inclusién-exclusién es el llamado problema
de los desarreglos. Una vez, un oficinista tenia que poner diez cartas dirigidas a diez clientes
en sus respectivos sobres; como tenia mucha prisa, puso cada carta en un sobre sin mirar si
coincidia el domicilio y resulté que ninguno de los clientes recibi6 la carta que le iba dirigida.
El hombre pensé que habia sido verdadera mala suerte no adivinar ni una. Tener mala suerte
querria decir que, de todas las posibilidades, habia relativamente pocas de que sucediese este
completo desastre. En esta seccion procuraremos evaluar la mala suerte del oficinista.
Consideremos la seleccién ordenada 12...n de n simbolos y una permutacion aja;...a,
de esta seleccién. Diremos que esta permutacion es un desarreglo de la seleccién original si
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ningln elemento estd en su sitio. Por ejemplo, 4123 es un desarreglo de 1234, mientras que
1423 no lo es, ya que 1 estd en su sitio. El problema que consideraremos es el de contar cudntos
desarreglos se pueden formar de 12...n.

Llamaremos A; al conjunto de todas las permutaciones de 12...n que dejan el elemento i
en su sitio. Entonces, el nimero D,, de desarreglos es el niimero de permutaciones que no estan
en ninguno de los conjuntos A;, es decir,

Dn:n!—|A1UA2U"'UAn|

Otra vez, el cardinal de este tltimo conjunto se puede calcular por el principio de inclusién-
exclusién. Observemos que |A;| = (n— 1)!, ya que, si el elemento i se tiene que quedar en su
sitio, nos quedan las permutaciones de los otros n — 1 elementos. De manera similar, para cada
una de las (5) elecciones de pares i, j, [A;NA;| = (n—2)!. En general, para cada una de las (;’))
elecciones de p indices, |A;; N---NA; | = (n— p)!. Por tanto,

D, =n!— <’11>(n—1)!+ (;)(n—2)z+...+(_1)17(;)(n_p)g+...+(_1)n<z>

Esta expresion se puede escribir de una manera mds sencilla como

11 1 1
— e —1)YP— ... 1yt —
D, =n! [1 TR TRt ot +(-1) n!]

Observemos que, escrita de esta manera, la expresion entre corchetes es la suma parcial n-ésima
de

Las primeras sumas parciales de esta serie numérica son
1,0,0.5,0.33,0.375,0.366,0.3680,03678, ...

que convergen rapidamente hacia 1/e. De esta manera, para n ‘grande’, se puede poner que D,
es aproximadamente igual a n!/e. Asi, para valores de n grandes, la proporcion de desarreglos
sobre el total de permutaciones es aproximadamente 1/e. Para el caso de los 10 sobres del
oficinista, hay 1.334.961 desarreglos entre las 10! = 3.628.800 permutaciones posibles, de
manera que la proporcién de desarreglos es 0.36787946 (mientras que 1/e es 0.36787944...).
Esto puede ser una medida de su mala suerte: aproximadamente un 37% de las posibilidades
son desarreglos.

Ejercicio 3.14. ;Cudntas permutaciones de 12...n hay que tengan el 1 y el 2 en su sitio?
(Cudntas permutaciones de 12...n hay en las cuales exactamente r elementos estdn en su
sitio?
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Ejercicio 3.15. Un tarotélogo afirma tener poderes telepaticos. Para probarlo pide que se reor-
denen seis cartas sobre la mesa y dice que adivinard cudles son con los ojos cerrados. Si
adivina 3 de las 6 cartas, ;se puede decir que ha sido por azar o esto demuestra efectivamente
una habilidad especial?

3.3 Biyecciones. Nameros de Catalan. Particiones

En esta seccién veremos otro principio elemental de enumeracién que, como los que hemos
visto anteriormente, permite edificar técnicas relativamente sofisticadas desde una observacién
casi trivial.

Una manera de contar los elementos de un conjunto es relacionarlos con los de un conjunto
que ya sabemos contar. En particular, si se puede describir una biyeccién ¢ : A — B entre los
conjuntos A y B, los dos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos. En esta seccién
desarrollaremos aplicaciones de este principio.

La construccién de biyecciones para conseguir enumerar los elementos de un conjunto se
ha usado anteriormente de manera implicita en diversas ocasiones. Recordemos, por ejemplo,
como se obtenia en el capitulo anterior la férmula de enumeracién de las combinaciones con
repeticién de n elementos tomados de k en k, CRX. Si A es el conjunto de estas combinaciones,
estableciamos una biyeccién de A en el conjunto B de todas las secuencias de longitud n+k— 1
con exactamente n ceros y kK — 1 unos. Esta biyeccion estaba definida con la regla

11...122...2...an...10
S——N— =
ky ky kn

!
00...0100...01...100...0
N—— N ——

ky ko kn

A continuacion se establecia una biyeccion entre B y el conjunto C de todos los subconjuntos
de tamafo k — 1 de un conjunto X = {xj,... ,Xy44—1 } de n+k — 1 elementos de acuerdo con la
asociacion
0= 0L 0. .. Olppk1 o €{0,1}, Yoi=k-1
i
Xo = {xl-l,xiz,... ,Xikil} CX, xieXgoeo;,=1
n+k—1

k=1
combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k como

k—1
cr—al =18 ~1c|= (" 717

Este dltimo conjunto tiene ( ) elementos, de manera que obtenfamos el nimero CRY de

k—1
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En esta seccion ilustraremos el uso de esta técnica a través de dos ejemplos. En el primero
introduciremos otros nimeros combinatorios importantes, los niimeros de Catalan, que permi-
ten resolver algunos problemas de enumeracion interesantes. El segundo trata el problema de
las particiones de un entero. Estos dos temas volverdn a ser tratados en el capitulo siguiente.

Numeros de Catalan

En una expresion aritmética con paréntesis debe haber tantos paréntesis abiertos como cerrados.
Ademds, no se puede cerrar un paréntesis que no se haya abierto antes. Prescindiendo de todo
lo que no sean paréntesis, una expresién como

00)

seria admisible, mientras que

)(OX

no tiene correccién sintactica.

Dado un cierto ndmero 2n de paréntesis (n abiertos y n cerrados), contaremos cuédntas
expresiones correctas se pueden formar, entendiendo por correctas aquellas en que no se cierra
un paréntesis que no se haya abierto. Llamamos A al conjunto de estas expresiones. Serd
mds cémodo trabajar identificando un paréntesis abierto con 1 y un paréntesis cerrado con —1.
Entonces, se puede establecer una biyeccion entre A y el conjunto B de todas las selecciones
ordenadas de 1’s y —1’s de longitud 2n. La correccién sintdctica de los paréntesis se traduce en
las secuencias x,x2,. .. , X2, X; € {1,—1} en que la suma de los primeros k digitos no es nunca
negativa y la suma de todos vale cero:

k 2n
B:{X],XZ,...,inixiE{—l,l}, ZXiZO, in:()}
i=1 i=1
Para visualizar el problema de enumeracién que queremos resolver, representaremos cada
uno de los elementos de B como un camino de (0,0) a (2r,0) en Z x Z formado uniendo (i, j)
con (i+1,j+1)six;=1,ycon (i+1,j—1) six; = —1. En la figura 3.2 hay un ejemplo de
esta representacion.
De esta manera establecemos una biyeccién entre los elementos de B y los del conjunto
C de todos los caminos de (0,0) a (21,0) en Z X Z que unen puntos (i, j) con (i+1,j+1)y
que no atraviesan el eje de abcisas. Este es atin un conjunto dificil de contar. Una solucién
ingeniosa para hacerlo es la siguiente.
Consideremos el conjunto C; de todos los caminos de (0,0) a (2rn,0) en Z X Z que unen
puntos (i, j) con (i+ 1, j£ 1), prescindiendo de la condicién que no atraviesen el eje de abcisas.
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(OMO |
| |

I,1,-1,1,-1,-1,1,-1 —

Figura 3.2: Representacion geométrica de los elementos de B

Hay tantos caminos en C; como secuencias ordenadas con n 1’s y n —1’s (prescindiendo de que
la suma de los primeros i digitos sea no negativa), es decir,

o= (2)

De estos caminos, los que no estdn en C son los que cortan la recta y = —1, es decir, contienen
algtin punto de la forma (i, —1). Llamamos C_; al conjunto de estos caminos. Entonces,

ICl =G| = ICil

Volveremos a usar una biyeccién para contar los caminos de C_;. Consideremos la parte del
camino entre (0,0) y el primer punto que toca la recta y = —1. Si hacemos una reflexién de
esta parte del camino con eje de simetria la recta y = —1, obtenemos un camino de (0,—2) a
(2n,0). En la figura 3.3 hay un ejemplo de este tipo de reflexion.

Reciprocamente, dado un camino cualquiera de (0,—2) a (2n,0), la reflexién con eje de
simetria la recta y = —1 de la parte del camino que va de (0, —2) al primer punto que corta el
eje y = —1 da un camino de C_;. Esta reflexion parcial establece entonces una biyeccion entre
los caminos de C_; y el conjunto D de todos los caminos de (0,—2) a (2r,0). De éstos hay
tantos como permutaciones den+1 1’'syn— 1 —1’s, es decir,

2n
C_i|=|D|=
cl=ioi=(,”))
Por tanto,

er=ici-ica= ()= (70) = () - () =5 ()

Después de diversas transformaciones, hemos llegado finalmente a contar nuestro conjunto

original. El resultado que se obtiene es el llamado n-ésimo niimero de Catalan,

c, - 1 <2n>
n+1\n

Los primeros de estos nimeros son,
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Figura 3.3: Reflexion parcial de los caminos de C_

n|1 23 4 5 6
Ci|1 2 5 14 2 132

Los nimeros de Catalan aparecen en diversos problemas de enumeracion aparentemen-
te inconexos. Algunos de estos problemas, relacionados con la enumeracién de arboles, se
tratardn en un capitulo posterior.

Ejercicio 3.16. (Problema de los votantes) En una eleccion entre dos candidatos, A y B, hay
2n electores. Si el resultado final es de empate, ;de cudntas maneras podria salir el escrutinio
de manera que el candidato A no tuviese nunca menos votos que el candidato B?

Ejercicio 3.17. SeaX = {1,2,...,n}. (Cudntas selecciones ordenadas con repeticién de {1,2,
...,n} y longitud n, xi...x,, x; € X se pueden formar de manera que x; < xj+1 y x; < J,
j=1,...,n?

Particiones de un entero

Una particion de un entero positivo n es una representacion de n como suma de enteros positi-
vos. En la seccién 2 del capitulo anterior se ha tratado el problema de enumerar las maneras de
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escribir un nimero natural » como suma de enteros no negativos, entendiendo por diferentes
dos expresiones si el orden con que aparecen los sumandos es diferente. El nimero de parti-
ciones ordenadas de n en k sumandos positivos hemos visto que era (’”271). El problema es
mucho mas complejo si lo que pretendemos es contar el nimero de particiones no ordenadas, o
simplemente particiones, de un entero positivo n en k partes. Llamamos pi(n) a este ndimero.

por ejemplo, p,(4) =2, y las dos particiones de 4 en dos partes son
4=34+1 y 4=242

Escribiremos cada particién no ordenada de » en k partes dandolas en orden decreciente.
Asi, pr(n) es el nimero de soluciones de

n=xi1+x+-+x, xi=>xp=>--2x=>1

e identificamos la particién con la k-tupla x = (x1,x2,... ,x¢). Una manera de representar cada
una de las particiones es por medio de los llamados diagramas de Ferrers. El diagrama de
Ferrers de la particién x = (x1,x2,...,X;) se obtiene poniendo k filas de puntos, con x; puntos
en la fila i. Asi, por ejemplo, la particién de 7 en tres partes

T=442+1

se representa con el diagrama

En lo que sigue veremos algunos ejemplos de resultados sobre particiones que se pueden
obtener por medio de biyecciones.

La particién x' es conjugada de la particién x cuando su diagrama de Ferrers se obtiene
del de x cambiando filas por columnas. La particién de 7 conjugada de (4,2, 1) es entonces la
correspondiente al diagrama

Proposicion 3.18. (i) El nimero py(n) de particiones de n en k partes coincide con el nimero
de particiones de 7 en las cuales la parte més grande es k.

(i1) El nimero de particiones de n en les que la parte mds grande es k 0 menor que k coincide
con el nimero de particiones de n en como mucho k partes.
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Demostracion. La conjugacién es una biyeccidn entre el conjunto de particiones de n en k
partes y el conjunto de particiones de n en las cuales la parte mas grande es k. La segunda
afirmacion se demuestra de la misma manera. U

Decimos que una particién es autoconjugada si coincide con su particién conjugada. Por
ejemplo, la particién (4,3,2,1) de 10 es autoconjugada. El diagrama de Ferrers de una particién
autoconjugada es simétrico respecto de la diagonal principal. El de la particién (4,3,2,1), por
ejemplo, es el siguiente:

Proposicion 3.19. El nimero de particiones de n en partes pares y diferentes coincide con el
nimero de particiones autoconjugadas.

Demostracion. Definiremos una biyeccién o entre el conjunto P,(n) de particiones autoconju-
gadas y el conjunto Py,(n) de partes pares y diferentes. El diagrama de Ferrers de una particién
autoconjugada se puede ver como una unién de ‘L’s invertidas:

SEEEEE .

La primera de estas ‘L’s invertidas estd formada por la primera fila y la primera columna.
Suprimiéndola, se obtiene la segunda ‘L’ con la primera fila y la primera columna del diagrama
que queda, y asi sucesivamente. Para cada particion autoconjugada x, llamamos G(x) a la par-
ticién que tiene por filas estas ‘L’s invertidas. Estd claro que o(x) € Py;(n). Reciprocamente,
para cada particién x € Py (n), plegando cada fila de longitud 2k + 1 por el punto k + 1 cons-
truimos una sucesion de ‘L’s invertidas que corresponden a una particién de P.(n), de manera
que ¢ es efectivamente una biyeccién entre los dos conjuntos. U

En la figura siguiente se ilustra la biyeccion ¢ definida en esta tltima demostracion para
una particién de 10.

!
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Proposicion 3.20. El ndmero de particiones de n en partes pares coincide con el nimero de
particiones de n en partes diferentes.

Demostracion. Sea Pg(n) el conjunto de particiones de n en partes pares y P;(n) el conjunto
de particiones de n en partes diferentes. Definiremos una biyeccién G entre los dos conjuntos
de la manera siguiente. Para cada particion x € Py(n), dejamos invariantes las partes impares y
convertimos cada parte par de tamafio m,;2/, donde m; es impar, en 2/ partes de tamafio m;. Est4
claro, entonces, que G(x) € Ps(n) y que la aplicacién es inyectiva. Para ver que es exhaustiva
construimos su inversa. Para cada particion y € Py(n), sea m; el nimero de partes de tamafio
i. Sim; < 1, dejamos invariante la parte correspondiente. Si m; > 1, escribimos m; en base 2,
m;=73%;a ij , y creamos una parte de tamafio i2/ para cada j tal que a ;= 1. Es facil comprobar
que de esta manera hemos construido efectivamente una biyeccion entre Py(n) y Py(n). O

Ejercicio 3.21. Demostrar por medio de una biyeccién que el nimero de particiones de n en
exactamente tres partes coincide con el nimero de particiones de 2n en tres partes tales que la
suma de dos cualesquiera de las partes es mds grande que la tercera.

3.4 El principio del palomar y el teorema de Ramsey

Acabamos este capitulo desarrollando otro principio simple con resultados bien poco triviales.
A diferencia de los principios de las secciones anteriores, el que veremos aqui no proporcio-
na una herramienta de enumeracion, sino que garantiza sélo la existencia de configuraciones
particulares en hipdtesis muy generales. La filosofia general se podria resumir diciendo que
determinadas configuraciones son inevitables cuando los conjuntos son suficientemente gran-
des.

El principio del palomar se conoce también como principio de Dirichlet y viene a decir
que, si muchas palomas se ponen en un palomar que tiene pocos agujeros, en alguno de los
agujeros tiene que haber mds de una paloma. M4s formalmente se puede enunciar de la manera
siguiente.

Principio de Dirichlet En una seleccion de k + 1 elementos, o mds, de un conjunto de k ele-
mentos, algin elemento aparece dos o més veces.

De acuerdo con este principio, en una reunién de mds de doce personas, al menos dos han
de haber nacido en el mismo mes; o aun, en una ciudad de mas de dos millones de habitantes,
al menos dos personas deben tener el mismo nimero de cabellos (no hay casos conocidos de
personas con mas de 2 millones de cabellos).

Una aplicacién menos evidente es la siguiente.
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Proposicion 3.22. En una sucesion estrictamente creciente de 2n, n > 1, nimeros enteros entre
ly3n,1<a) <ap <--- <ay, < 3n,debe haber dos, a; < a;, la diferencia entre los cuales sea
exactamente a; —a; =n— 1.

Demostracion. Consideremos la sucesién formada por la sucesiéon original y los elementos
obtenidos suméndoles (n — 1),

ai,az, ... ,Ady,ai +(I’l— 1)?a2+(n_ 1)? aaZn+(n_ 1)

Esta sucesion tiene 4n ntimeros entre 1 y 4n — 1, de manera que, por el principio de Dirich-
let, debe tener dos nimeros iguales. Como en la coleccién original todos los nimeros son
diferentes, debe ser a; = a; + (n— 1) para algunos i, j. O

Ejercicio 3.23. Demostrar que en la proposicion anterior no se puede asegurar que haya dos
términos de la coleccidn la diferencia entre los cuales sea exactamente n (comprobarlo primero
paran=2yn=3).

Ejercicio 3.24. Un jugador de ajedrez quiere jugar un maximo de 45 partidas en un mes (de
30 dias) para no fatigarse. Para mantenerse en forma, pero, quiere jugar al menos una partida
cada dia. Demostrar que hay un periodo de como mucho 14 dias consecutivos en los cuales
juega exactamente 14 partidas.

Una generalizacidn sencilla del principio de Dirichlet es la siguiente.

Proposicion 3.25. En una seleccién de m elementos de un conjunto de tamaiio k < m hay algin

elemento que aparece al menos [ %] veces.

Por ejemplo, en una reunién de 40 personas, al menos 4 han nacido en el mismo mes, ya
que [40/12] = 4. Si se reparten 10 personas en dos grupos, uno de los dos tiene 5 personas o
mds, y si son 11, alguno de los dos grupos tiene al menos 6 personas. Si un ordenador tiene
8000 bits de memoria libre en ocho posiciones diferentes, una de las posiciones tiene al menos
1000 bits libres. O también, si la media de edad de un grupo de personas es de 20 afios, alguna
debe tener 20 afios 0 més y alguna otra 20 afios 0 menos.

Una aplicacién més dificil de esta segunda version del principio de Dirichlet es el siguiente
teorema del gran matemadtico hiingaro del siglo XX Paul Erdés.

Teorema 3.26 (Erdds—Szekeres, 1935). En una sucesién cualquiera de n* + 1 enteros dife-
rentes, o bien hay una subsucesion estrictamente creciente de n+ 1 elementos, o bien hay una
estrictamente decreciente de n+ 1 elementos.

Demostracion. Llamamos ay,as,...,a,2; a la sucesion original. Para cada i, llamamos c;
a la longitud de la subsucesion creciente mds larga que comienza en ;. Si alguno de los
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c; es mas grande que 7 + 1, ya hemos acabado. En caso contrario, tenemos n”> + 1 enteros

Cly---,Cp2,¢241 = 1 entre 1y n, de manera que, por el principio de Dirichlet, debe haber
2
1 _ . _ _ _ . .
[%1 = n+ 1 enteros iguales. Supongamos que ¢; = ¢;, = -+ = ¢;,,,, donde i} < iy <
-++ < ipy1. Entonces los enteros correspondientes, a;,,a,,... ,d;,, forman una subsucesion

decreciente. En efecto, si fuese a;, < a;,_,, entonces, usando la subsecuencia creciente mas
larga que comienza en a;,_, que tiene longitud ¢;, ., obtendriamos una subsecuencia creciente
desde q;, de longitud ¢;, = ¢;, + 1, contradiciendo que estos dos nimeros sean iguales. U

Analizemos por ejemplo la sucesion
10,3,2,1,6,5,4,9,8,7
Aqui n = 3, y las subsecuencias crecientes mds largas desde cada término tienen longitudes

ij]1 2345678910
ci\1333222111

de manera que no hay ninguna subsecuencia de longitud 4. Hay en cambio cuatro 1 entre
los ¢; para i = 1,8,9,10. Efectivamente, los términos 1,8,9,10 de la sucesién forman una
subsucesién decreciente.

El resultado del teorema anterior es el mejor posible en el sentido que con menos de n* +
1 enteros se pueden formar sucesiones que no satisfacen el enunciado. Por ejemplo, en la
sucesion

3,2,1,6,5,4,9,8,7
de 9 = 3? enteros, las subsecuencias crecientes y decrecientes m4s largas tienen 3 elementos.

Ejercicio 3.27. Dar ejemplos de sucesiones con 4% y 5% términos que no contengan subsuce-
siones crecientes ni decrecientes de longitud mds grande que 4 y 5 respectivamente.

Una de las generalizaciones mds complejas del principio de Dirichlet es la que formuld
Ramsey en el afio 1930. La riqueza de las extensiones y las aplicaciones de su resultado han
dado lugar a toda una teoria, que se llama teoria de Ramsey. Antes de introducir el resultado
general veremos una aplicacién sencilla.

Proposicion 3.28. En un grupo de seis personas, o bien hay tres que se conocen mituamente,
o bien hay tres que no se conocen entre ellas.

Demostracion. Llamamos a a una de las personas. Por el principio de Dirichlet, de las cinco
que quedan debe haber o bien tres que conocen individualmente a a, o tres que no la conocen.
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Supongamos que b, ¢ y d conocen a a. Si entre ellas hay dos que se conocen, ya hemos
encontrado el trio de conocidos comunes. Si no, b, ¢ y d forman un trio de mutuamente
desconocidos.

Si en cambio hay tres personas b, ¢ y d que no conocen a a, o bien dos de ellas no se
conocen (y forman con a un trio de desconocidos), o bien se conocen mutuamente y forman un
trio de conocidos comunes. O

El enunciado general del teorema de Ramsey clasifica los subconjuntos de un cierto tama-
fio k de un conjunto X en dos clases disyuntas y asegura que, si |X| es suficientemente grande,
entonces se puede encontrar un subconjunto de un cierto tamafio de manera que todos sus k-
subconjuntos sean sélo de una de las dos clases. En la proposicién anterior, clasificamos todas
las parejas (2-subconjuntos) en dos clases, las de parejas de conocidos y parejas de descono-
cidos. Entonces, o bien hay un subconjunto de 3 elementos donde todas las parejas son de
conocidos, o bien uno de 3 elementos donde todas son de desconocidos.

Teorema 3.29 (Ramsey, 1930). Sea X un conjunto de N elementos y clasifiquemos todos sus
subconjuntos de k elementos en dos clases disyuntas, A y B. Sean p,q > k dos enteros. En-
tonces, si N > R(p,q,k), un nimero que no depende de X sino sélo de p, g y k, o bien existe
un subconjunto A de tamafio p que tiene todos los k-subconjuntos en la clase A, o bien existe
otro B de tamafio g que tiene todos los k-subconjuntos en la clase B.

Observar que el teorema s6lo asegura la existencia de un cierto nimero R(p,q,k), que se
llama niimero de Ramsey, y de los subconjuntos A o B. De hecho se conocen pocos valores de
R(p,q,k). Laproposicion 3.28 es equivalente a que R(3,3,2) < 6, ya que en un conjunto de seis
elementos se pueden encontrar subconjuntos de 3 elementos de manera que todas las parejas
que contiene sean de una clase. De hecho, ya no se puede asegurar lo mismo en un conjunto
de cinco elementos. Por ejemplo, si clasificamos las parejas del conjunto X = {1,2,3,4,5} en
las clases

A {{1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{4.5}}
B = {{174}5 {175}5 {273}7{275}5 {354}}

todos los subconjuntos de tres elementos contienen dos parejas de una clase y una de la otra,
de manera que R(3,3,2) = 6.

Demostracion del teorema. Observemos en primer lugar que para k = 1 el teorema es cierto:
Si clasificamos todos los elementos en dos clases A y B, por el principio del palomar en una de
X]
2

las dos hay al menos {—-| elementos. Por tanto, si |X| = p+ ¢ — 1, o bien hay un subconjunto

A de p elementos con todos los elementos en la clase A, o, en caso contrario, han de quedar al
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menos g elementos de la clase B. Asi, R(p,q,1) < p+¢g— 1y no es dificil ver que, de hecho,
vale la igualdad.

Otro caso en que resulta facil probar el teorema y dar el valor de R(p,q,k) es para p =k o
para ¢ = k. Si p = k, tomamos A como uno de los conjuntos de la clase A y, si no hay ninguno,
B = X tiene todos los subconjuntos de la clase B, de manera que R(k,q,k) = g. Similarmente,
R(p,k,k) = p.

Demostraremos ahora el caso general de la existencia de R(p,q,k), p > k, g > k, por in-
duccién. Supongamos que el teorema es cierto para R(p,q,k — 1) y todos los valores de p y g.
Supongamos también que es cierto para R(p’,q',k) si p’ < p 0 ¢’ < q. En particular, llamamos
p1=R(p—1,9,k) y g1 =R(p,q— 1,k).

Sea X un conjunto con al menos R(py,q1,k — 1) elementos y sea xo € X. Consideremos
Xo=X\{xo} y clasifiquemos todos los subconjuntos de tamafio (k— 1) de X en las clases A’
y B’ de manera que U C X estd en la clase A’ (respectivamente, B') si y s6lo si U U{xo} C X
estd en la clase A (respectivamente, B). Entonces, o bien hay un conjunto A’ de tamafio p; con
todos los subconjuntos de tamafio k — 1 en la clase A’, o bien hay un conjunto B’ de tamafio g,
con todos los subconjuntos de tamafio k — 1 en la clase B'.

En el primer caso, como p; = R(p— 1,¢,k), o bien existe un subconjunto A C A’ de tamafio
(p—1) que tiene todos los subconjuntos de tamafio k en la clase A, caso en el cual AU{xy } tiene
tamafio p y la misma propiedad, o bien existe un conjunto B C A’ de tamafio g que tiene todos
los subconjuntos de tamafio ¢ de la clase B, tal y como queriamos demostrar. Un razonamiento
similar se aplicaria si lo que existe es un conjunto B’ de tamafio ¢;. U

Aunque se conocen muy pocos valores de los nimeros de Ramsey R(p, ¢,k), la demostra-
cién anterior proporciona una cota superior de estos nimeros.

Corolario 3.30. Los nimeros de Ramsey satisfacen la desigualdad
R(p,q,k) <R(R(p—1,4,k),R(p,qg = 1,k),k=1) +1
En particular, para k = 2, la desigualdad anterior se puede escribir de la manera siguiente:
Corolario 3.31. R(p,q,2) < (p;ﬂz)

Demostracion. Tenemos R(p,2,2) = p = (pf ]), de manera que el resultado es cierto para
g =2. Similarmente, R(2,¢,2) = (). Supongamos que el resultado es cierto para R(p',¢',2) si
p' < pobien ¢’ < ¢q. Usando la desigualdad del corolario anterior y el hecho de que R(p,q, 1) =
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p+q—1,

R(paqaz) < R(R(p_17Qa2)aR(paq_152)a1)+l
= R(p_laqa2)+R(paq_la2)

(p~l—q—3> <p+q—3>
+
p—2 p—1
ptq—2

p—1

N

Notas bibliograficas

El desarrollo y la sistematizacién de los principios que se han visto en este capitulo se han
producido basicamente durante el siglo XX, a medida que los métodos de enumeracioén y la
combinatoria en general han ido formando un cuerpo tedrico con identidad propia. El princi-
pio de inclusién-exclusion, formulado en su version moderna por Da Silva (1854) y Sylvester
(1883), forma parte de los llamados métodos de criba (sieve methods) utilizados en teoria de
nimeros. Sylvester fue también quien introdujo los diagramas de Ferrers para el estudio de par-
ticiones. A pesar de su nombre, E. Catalan (1814-1894) fue un matemdtico belga que estudié
la formacién correcta de paréntesis. El principio de reflexién que se ha usado para obtener los
ntimeros de Catalan fue introducido por el matemético francés D. André a comienzos del siglo
XX. El Teorema de Ramsey ha sido la fuente de toda una rama de la combinatoria, llamada
justamente Teoria de Ramsey, que gira alrededor de la idea de que un conjunto llega a contener
subconjuntos con propiedades preestablecidas siempre que se tome un niimero suficiente de
elementos.

Los temas que aparecen en este capitulo se pueden encontrar en la mayoria de textos de
combinatoria o matematica discreta. Los libros de Biggs [1] y de Hall [2] son ejemplos exce-
lentes. El texto de Stanton y White [3] pone énfasis en el aspecto constructivo y algoritmico de
estos problemas.
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Problemas

. (Cudntos nimeros hay entre 1000 y 10000 que no sean divisibles por 3 ni por 77
. (Cudl es el nimero entero mds pequeflo que no tiene més de cuatro divisores primos?

. Demostrar que el niimero de enteros n < N que no son divisibles por los primos del

conjunto P = {2,3,5,7} es

N=SINJi|+ 3 INfijl = Y IN/ijk]+[N/210]

icP i,jeP i,jkeP

Calcular este namero si N = 210k.

. Demostrar que el nimero de matrices cuadradas (a;;) de tamafio 3 x 3 y coeficientes a;;

enteros no negativos tales que la suma de los coeficientes de cada fila y la suma de los
coeficientes de cada columna vale r € N es

() =)

. Demostrar que el nimero e(n — m) de aplicaciones exhaustivas de un conjunto X de n

elementos en un conjunto Y de m elementos viene dado por la expresion

e(n—m)=m"— (T) (m—1)"+ (’;) (m—2)" =+ (=1)"'m

. Demostrar que el nimero de palabras de longitud 2n que se pueden formar de un alfabeto

de n letras sin que dos letras seguidas sean iguales es

% <(2n!) - (’f)z(zn— 1)+ (Z) 22(2n—2)! —---(—1)"2”n!>

. Usando el principio de inclusién-exclusién, contar cudntas combinaciones con repeticién

de tamafio 11 se pueden formar con 3 elementos xj,x,,x3 si x| no puede aparecer mas
de r| = 3 veces, x; no puede aparecer mas de r, = 4 veces y x3 no puede aparecer mas
de r3 = 6 veces (llamamos A; al conjunto de combinaciones con mds de r; elementos x;,
i=1,2,3).

. Un ordenador efectida el producto de #» nimeros por parejas usando la propiedad asocia-

tiva (por ejemplo, x1xpx3x4 se puede multiplicar haciendo primero x;x;, el resultado por
x3 'y el resultado por x4, es decir, (((x1x2)x3)x4). Sino se puede alterar el orden de los
elementos, ;/de cudntas maneras diferentes se puede efectuar el producto de n nimeros?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Demostrar, a partir de una biyeccion, la identidad
n\(k\ _ [(n\(n—m
k)\m) \m)\k—m
Si X ={1,2,...,n}, una funcién f: X — X es mondtona si x <y = f(x) < f(y).

Demostrar que el nimero de aplicaciones monétonas que verifican f(i) <i,i € X es el
numero de Catalan C,,.

Usando una biyeccién con las secuencias de longitud (m +n) de ceros y unos con m

ceros, demostrar que el nimero de diagramas de Ferrers que caben en un rectdngulo

mxnes ("),

Demostrar que hay tantas particiones autoconjugadas de n como particiones con una
parte de tamafio k? y el resto de tamafio < 2k para algin k.

Tenemos una caja con i bolas de color ¢; parai=1,... ,n. Demostrar que, dado k < n, el
minimo nimero de bolas que es preciso extraer para tener la seguridad que habrd k del
mismo colores (k—1)(n— (k/2)+ 1)+ 1.

Demostrar que en cualquier subconjunto Y de tamafo nde X = {1,2,...,2n} hay un par
de elementos a,b €Y tales que a divide a b.

Dada cualquier sucesion ay, ... ,a, de p nimeros naturales, ;hay alguna subsecuencia de
términos consecutivos a;,d;+ 1, ... ,d;r; tal que p divide a la suma a; + a;+1 + - - + ajrx?
Demostrar que, para cualquier particién de los pares de elementos de un conjunto X de

cardinal 17 en tres clases A,B,C, o bien hay tres pares de la clase A, o bien tres de la
clase B o bien tres de la clase C.
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Capitulo 4

Funciones generadoras

1. Ecuaciones de recurrencia

2. Funciones generadoras

3. Ecuaciones de recurrencia lineales
4. Ndmeros combinatorios

En este capitulo se tratan técnicas de resolucién de problemas de enumeracién en los cuales
se obtienen expresiones del resultado en términos del tamaiio del problema. Cuando estas ex-
presiones relacionan la solucién del problema en tamaios diferentes, se obtienen las llamadas
ecuaciones de recurrencia, que se exponen en la primera seccién y donde se obtienen también
ecuaciones de recurrencia para muchos de los problemas considerados en los dos capitulos an-
teriores. En particular se introduce la famosa sucesién de Fibonacci, que es un ejemplo muy
representativo. Las funciones generadoras, que se introducen en la seccidn 2, constituyen una
de las herramientas mds versatiles para el tratamiento de problemas de enumeracién. En es-
ta seccién se ven algunas de las manipulaciones mds comunes de las funciones generadoras
ordinarias, se expone un ejemplo de aplicacion en relacion a los coeficientes binomiales y se
introducen también las funciones generadoras exponenciales. Aunque no es estrictamente ne-
cesario, el conocimiento de los desarrollos en serie de potencias de funciones de variable real
o compleja puede hacer mas facil y rica la lectura de esta parte. En la seccién 3 se usan fun-
ciones generadoras para obtener un procedimiento sistemdtico de resolucién de las llamadas
ecuaciones de recurrencia lineales. La resolucién hace intervenir la descomposiciéon de frac-
ciones racionales en fracciones simples. En esta cuestion, también el conocimiento de este tipo
de descomposicion (que se usa también para el célculo de primitivas de funciones racionales)
hard més 4gil la lectura de algunos fragmentos. Finalmente, en la Gltima seccién se hace una re-
visién de los nimeros combinatorios bajo la éptica de las funciones generadoras. Aparte de los
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coeficientes binomiales, discutidos en la seccidn 2, se revisan los desarreglos, los nimeros de
Catalan y las particiones. Por otra parte, se completa la descripcidon de niimeros combinatorios
con los llamados niimeros de Stirling y niimeros de Bell.

4.1 Ecuaciones de recurrencia

El enunciado de un problema combinatorio de enumeracién hace intervenir uno o mas nime-
ros naturales que dan las dimensiones del problema. Por ejemplo, en la enumeracién de los
subconjuntos de tamafio k£ de un conjunto de tamafio #, las dimensiones del problema son n y k.
A menudo es ficil, si no trivial, resolver los problemas en dimensiones pequefias. También es
frecuente que la solucién se pueda expresar en términos del mismo problema en dimensiones
mds pequeias. Las expresiones que dan estas relaciones son lo que se llama ecuaciones de
recurrencia.

Comencemos con un problema conocido, el de contar el nimero de subconjuntos de tamafio
k del conjunto X = {x;,x2,...,x,}. Este nimero no depende de los elementos del conjunto X,
sino sélo de su tamaiio n y del tamafio £ de los subconjuntos que queremos extraer. Llamamos
a este nimero, provisionalmente, por C(n,k). Es fécil contar cudntos subconjuntos hay de
tamafio 1, C(n, 1) = n. También es fécil ver que C(n,n) = 1. En cuanto a la solucién general,
de todos los subconjuntos de tamafio k£ que podemos formar en el conjunto X, los hay que
contienen el elemento x; y los hay que no. Los que contienen el elemento x; son los que
se pueden formar afiadiendo k — 1 elementos de los n — 1 elementos de X diferentes de x;.
Este es, sin embargo, el mismo problema: ;cudntos subconjuntos de tamafio kK — 1 se pueden
formar de un conjunto de n — 1 elementos? De acuerdo con nuestra notacién, este nimero es
C(n—1,k—1). De forma similar, los subconjuntos que no contienen x; son los de tamafio k
que se pueden formar con los n — 1 elementos de X diferentes de x;. Asi obtenemos la relacién

C(n,k) =C(n—1,k)+C(n—1,k—1) 4.1)

Una ecuacion de recurrencia para una sucesioén de nimeros f(n,ny, ... ,ni), donde ny, ... ,
ny son las variables de la ecuacién (usualmente enteros positivos) es una expresion que da el
valor de f(n,ny,...,n;) en términos de f(n),n},... ,n}) para valores n; < n; mas pequefios de
las variables. Una ecuacién de recurrencia determina los valores de la sucesidn si se establece
(i) el dominio de validez de la ecuacién en términos de las variables y (ii) un conjunto suficiente
de valores particulares de la sucesion.

En el ejemplo anterior, la relacién 4.1 es una ecuacion de recurrencia de dos variables,
vdlida para enteros positivos n,k con k < n, que determina los valores de la sucesién C(n, k)
si se especifican por ejemplo los valores C(n,1) y C(n,n), ya que la aplicacién reiterada de la
recurrencia 4.1 conduce a nimeros de estos dos tipos.
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Las ecuaciones de recurrencia son muy Uutiles cuando se quiere resolver un problema par-
ticular (para ciertos valores concretos de n y de k en el ejemplo anterior), ya que el célculo se
puede mecanizar con mucha facilidad. En otras palabras, una ecuacion de recurrencia es ya un
algoritmo recursivo para hacer cdlculos. Lo tinico que se necesita es un punto de partida para
poner en marcha el proceso. En el nuestro ejemplo, podriamos calcular C(4,3) sabiendo que
C(n,1) =n, C(n,n) = 1, para todo n € N, haciendo

C(4,3)=C(3,3)+C(3,2) =1+(C(2,2)+C(2,1)) =1+ (2+1) =4

En cambio, las ecuaciones de recurrencia tienen el inconveniente que no dan ninguna in-
formacién sobre el valor de las soluciones si no se calculan explicitamente. Por esto resulta
interesante intentar encontrar técnicas que permitan reducir una ecuacién de recurrencia a lo
que se llama una solucién cerrada, que quiere decir una expresidn que pueda ser evaluada
en una cantidad fija de operaciones aritméticas (sumas y diferencias, productos y cocientes,
exponenciacién y radicacién). En problemas combinatorios se admite también como expre-
sién cerrada el factorial de un nimero (aunque de hecho corresponde a una cantidad variable
de multiplicaciones) y a menudo también expresiones con sumatorios. Asi, por ejemplo, la
solucién que hemos obtenido en el capitulo 2

=)=

se admite como una expresion cerrada, mientras que la relacién 4.1 ciertamente no lo es.

En esta seccién veremos como muchos de los problemas de los dos capitulos anteriores
admiten también un tratamiento en términos de ecuaciones de recurrencia. En secciones pos-
teriores se analizardn técnicas especificas para resolver algunas de estas recurrencias.

Los coeficientes binomiales satisfacen un nimero considerable de ecuaciones de recurren-
cia de las cuales se han visto ejemplos en la tltima seccién del capitulo 2. La més caracteristica
es la ecuacion 4.1, que hemos discutido mas arriba y que proporciona la base para construir el
tridngulo de Tartaglia.

Recordemos que un desarreglo de n simbolos es una permutacién que no deja ningin
simbolo en su sitio. El nimero D, de desarreglos de n simbolos se puede obtener también
por una ecuacién de recurrencia. Consideremos el conjunto A; de los desarreglos de 12...n en
los cuales 1 ocupa la posicion i # 1. Sea Al-1 el conjunto de estos desarreglos en que i ocupa la
posicién 1,y A? =A; \Al1 el resto. Paran =5y i = 2 tendremos, por ejemplo,

Al A9

21453 31254 41253 51234

21534 31524 41523 51423
31452 41532 51432
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Si se intercambian los simbolos 1 e i en la identidad, para completar un desarreglo es pre-
ciso mover de su sitio los (n — 2) simbolos que quedan y distribuirlos en las (n —2) posiciones
libres. Por tanto, hay tantos elementos en A} como desarreglos de los (n —2) simbolos dife-

rentes de 1 y de i, All| = D, ;. Por otra parte, si i no ocupa la posicién 1, llamando ‘1’ al

simbolo i establecemos una biyeccion entre A? y los desarreglos de (n— 1) simbolos (tenemos

los simbolos 1...n sin el simbolo i y las posiciones 1...n sin la posicién i). Asi, A2| =D,_,.
Entonces, |A;| = |A}| +|A?| = D, + D, para cualquier i. De
D, =AU... A,
donde la unién es disyunta, obtenemos la ecuacién de recurrencia
Dy = (n—1)(Dp—2+ Dy—1) (4.2)

valida para todos los enteros positivos n > 2, y que determina los valores de D, a partir de
D1 =0y D, = 1. A partir de estos valores, se obtiene la sucesion

0,1,2,9,44,265,. ..

Ejercicio 4.1. Encontrar una ecuacién de recurrencia para el nimero DX de permutaciones
de 12...n que dejan exactamente k simbolos en su sitio. Usarla para obtener los 5 primeros
valores de Dg.

Los niimeros de Catalan satisfacen también una ecuacién de recurrencia caracteristica.
Recordemos que los nimeros de Catalan C, cuentan, entre otras cosas, el niimero de secuencias
de 2n paréntesis sinticticamente correctos (es decir, sin que se cierre un paréntesis que no ha
sido abierto antes). Dada una de estas secuencias, llamamos & al entero més pequeiio tal que
la subsucesion de los primeros 2k paréntesis también es sintdcticamente correcta. Por ejemplo,
en las 5 sucesiones correctas de 6 paréntesis,

(0N, (OO, (MO, OO0, OO)

los valores de k son 3, 3, 2, 1 y 1 respectivamente. Todas las secuencias que tienen un valor
fijado de k se obtienen concatenando una secuencia correcta de longitud k£ — 1 cerrada entre pa-
réntesis con una secuencia correcta de longitud (n — k), de manera que el nimero de secuencias
con este valor es Cy_1C,,—. Asi pues, tenemos la ecuaciéon de recurrencia

n n—1

Co= Y Cro1Cui = Y, CkCri—1 (4.3)
k=1 k=0

vélida para enteros positivos n > 2 si definimos Cp = 1. A partir de los valores obvios C; =1

y C, = 2, se obtiene la secuencia

1,2,5,14,42,132, ...

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



4 Funciones generadoras 77

Ejercicio 4.2. Demostrar la ecuacion 4.3 usando la expresion C, = nl? (Zn”) y las propiedades

de los coeficientes binomiales.

Las particiones de un entero n en k < n partes, pr(n), se pueden obtener también por medio
de una recurrencia. Para cada particién

n=x1+x2+-+x, x12x2---2x=1
tenemos una expresion del tipo
n—k=yi+yt-ty, vizypz-2uz0

restando 1 a cada x;. Si algunos de los valores y; valen cero, tenemos en realidad una particién
de (n— k) en menos de k partes, de manera que obtenemos la ecuacién de recurrencia

pr(n) = pr(n —k) + pr—1(n—k) + -+ p2(n— k) + p1(n — k) (4.4)

valida para enteros positivos n > k > 1. Para k = 2, por ejemplo, los valores de pi(n) =1y
p2(2) = p2(3) = 1 determinan la sucesién py(n), n > 2

1,1,2,2,3,4,4,4,...

Acabaremos esta seccién con una de las ecuaciones de recurrencia mas célebres: la que da
lugar a la llamada sucesion de Fibonacci. Uno de los problemas que lleva a esta sucesion es
el de determinar el nimero de secuencias de longitud # con los simbolos 0,1 de manera que
no haya dos ceros seguidos. Llamamos S, al conjunto de estas sucesiones y s, = |S,|. Por
ejemplo, las sucesiones de longitud 3 de ceros y unos sin dos ceros seguidos son

111 110 101 011 010

de manera que s3 = 5. Obtendremos ahora una ecuacién de recurrencia para s,. Hay tantas
sucesiones de S, que acaban en 1 como s,,_;. En cambio, si acaban en cero, el penudltimo digito
debe ser 1, de manera que el niimero de sucesiones de longitud » sin dos ceros consecutivos y
acabadas en cero es s,_. Tenemos por tanto la ecuacién de recurrencia

Sp = Sp—1+Sp—2 (45)

vélida para cualquier entero positivo n > 2. A partir de los valores s; =2y s, = 3 obtenemos
la sucesién

2,3,5,8,13,21,...
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La ecuacidén de recurrencia 4.5 es la que define los niimeros de Fibonacci salvo que los valo-
res iniciales son diferentes que los de la sucesion s,. Si llamamos F;, al nimero n-ésimo de
Fibonacci, tenemos

Fo=F1+F2 K=0 F=1 (4.6)

de manera que s, = F,,_, para n > 2 (también es comin la asignacién de valores iniciales
Fo=F, =1, conlo cual s, = F,_1). La popularidad de la sucesién de Fibonacci reside tanto
en la frecuencia con que aparece en problemas combinatorios y su amplia aplicabilidad como
en la simplicidad de la ecuacién de recurrencia que la define. En la seccién 3 se tratard la
resolucién de una clase general de ecuaciones de recurrencia y, en particular, obtendremos una
expresion cerrada de estos ndmeros.

Ejercicio 4.3. Supongamos que en una poblacién de conejos en cada periodo hay tantos ma-
chos como hembras y se aparean para tener dos conejos, un macho y una hembra. Los recién
nacidos se incorporan al ciclo reproductor dos periodos después de haber nacido. Encontrar
una ecuacion de recurrencia para la sucesion u,, que da el nimero de individuos en el periodo 7.
Dar los primeros cinco términos de la sucesion si inicialmente hay una Unica pareja de recién
nacidos.

4.2 Funciones generadoras

De acuerdo con lo que se exponia en la seccién anterior, muchas veces un problema combi-
natorio se puede interpretar como la determinacién de una secuencia u, de nimeros, cada uno
de los cuales es la solucién del problema de tamaifio n. El concepto de funcién generadora
permite trabajar con la secuencia entera ‘almacendndola’ en una funcién. En esta seccién ve-
remos de qué manera se hace esto y qué ventajas supone para la resolucién de los problemas
de enumeracion.

Dada una secuencia de nimeros u,, n > 0, se llama funcion generadora ordinaria de esta
secuencia la expresion

U(x) = up+upx+upx® +--- = Y U
n>0

La expresion anterior es lo que se llama una serie formal y la sucesién {ug,u;,...} es
su sucesion de coeficientes. Las series formales son una extensién de los polinomios. De
hecho, los polinomios son las series formales con s6lo un niimero finito de elementos no nulos'.

En el capitulo 12 hay una seccién dedicada a tratar el anillo de polinomios, una lectura de la cual puede ayudar
a familiarizarse en algunas de las cuestiones que trataremos aqui.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



4 Funciones generadoras 79

Como en éstas, se pueden definir las operacionas algebraicas de suma y producto asi como
también la operacién de derivaciéon. En primer lugar, diremos que dos series formales son
iguales si tienen la misma sucesi6n de coeficientes. Dadas dos expresiones U (x) = ¥, ux"
y V(x) = X0 vaX", definimos su suma como la expresion

Ux)+V(x) = (up+vy)x" 4.7
n>0
y su producto como
Ux)V(x) = cux" (4.8)
n>0

donde
Cn = UV +UIVp—1 + + Uy—1V] + UV

(recordar la suma y el producto de polinomios).
Diremos que U (x) es la inversa respecto del producto de V(x) si el producto de las dos
serieses 1 =1+0-x4+0-x%+---, y escribimos

Por ejemplo, la inversa respecto del producto de
V(x)=1+x+x>+--

(la serie asociada a la sucesién que tiene todos los términos iguales a 1) es la serie U (x) = 1 —x,
ya que, de acuerdo con la ley del producto que hemos definido,

(1—x)(1+x+x*+---)=1
y escribimos

1

T o o= 3 o=

n>0

4.9)

Esta dltima igualdad no se debe entender como una igualdad de funciones. Si substituimos
x por 1/2, el valor numérico de los dos lados de la igualdad es el mismo. En cambio, si
substituimos x por 2, a la izquierda de la igualdad obtenemos una serie numérica divergente y
a la derecha obtenemos —1. Este hecho, sin embargo, no nos impide considerar la igualdad 4.9
como una igualdad vélida en el conjunto de las series formales. Desde este punto de vista,
tenemos el resultado siguiente:
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Proposicién 4.4. Una serie formal U (x) = ¥, u,x" es invertible si y s6lo si ug # 0.

Demostracién. La serie U(x) es invertible si existe una serie V (x) = Y0 vix* de manera que
W (x) = U(x)V(x) = 1. De acuerdo con la definicién del producto de series, los coeficientes de
W (x) satisfacen las relaciones,

wo = ugvy = 1
de donde tiene que ser vo = 1/ug (que estd bien definido si uy # 0)
wi =ujvo+upv; =0
de donde tiene que ser v; = ujvy/u, y, en general,
Wp = upvo +up_1vy +--- +uU1vp—1 + Uovp

que proporciona recurrentemente el coeficiente v, en términos de los coeficientes de U (x) y los
coeficientes v;,_1,...,vo encontrados anteriormente. Asi entonces, este procedimiento permite
identificar los coeficientes de una serie V (x) inversa de U (x). O

Otra de las operaciones utiles en el conjunto de las series formales es la de derivacion. La
derivada de la serie U (x) = ¥,,5( u,x" se define como

U'(x) =Y, Nt X"~

n>1

Una de las ventajas de concentrar la secuencia {u,}n,en en una expresién global U (x) =
2a>0Unx" es justamente la posibilidad de efectuar el tipo de manipulaciones algebraicas que
hemos descrito hasta aqui. Muchas veces, el uso de estas manipulaciones proporciona expre-
siones explicitas de los términos u, de la secuencia. En lo que sigue veremos una primera ilus-
tracién de la versatilidad de las funciones generadoras revisando los coeficientes binomiales y
algunos problemas combinatorios asociados a estos nimeros en la perspectiva de las funciones
generadoras.

Recordemos cdmo obteniamos la férmula del binomio en la seccién 3 del capitulo 2 por
medio de un argumento combinatorio. Al desarrollar el producto

(14x) - (1+x)

.

e

n

el coeficiente de x* cuenta el nimero de maneras de escoger x en k de los paréntesis y 1 en
los 1 — k restantes. En otras palabras, el coeficiente de x* es el niimero de combinaciones de
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elementos tomados de k en k, (Z) Para # fijo, tenemos entonces que la funcién generadora de
la secuencia uy, = (Z) (recordemos que (Z) =0sik>n)es

Uy = (1+2)" =3 () 4.10
@ =0+=5 ;) @10

En este caso la funcién generadora tiene s6lo un ntimero finito de sumandos, de manera
que se puede interpretar también como una funcién de x. De aqui se obtienen, por ejemplo, las
relaciones

Up(1) = k;) (Z) —on

que da el ndmero total de subconjuntos de un conjunto de n elementos, o

Derivando la ecuacién 4.10, obtenemos

wwzzﬁﬁﬁl

k>l

que coincide con la derivada usual de (1+x)", U'(x) = n(1+x)"~!, de donde se obtiene

U/

W(1) = (Y) +2<;> ++n<Z> = 2!

A partir de laigualdad Uy, = (1+x)*" = (14x)"(1+x)" = (U,(x))?, igualando los coeficientes
del mismo grado en los dos lados de la igualdad y usando la identidad (Z) = ( k), se obtiene

la relacion -
2n _(n 2 n n\ 2 - n\ 2
n) \0 1 n

Estos son algunos ejemplos de cdmo el uso de funciones generadoras proporciona resulta-
dos de otro modo dificiles de obtener y de demostrar.
Consideremos ahora el producto

(I4x+x%) - (1 +x+x%)

[\

e
n

2

El coeficiente de x* cuenta el nimero de maneras de escoger 1, x o x* en cada uno de los

paréntesis de manera que la suma total de exponentes sea k. Si identificamos cada paréntesis
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con un simbolo, la potencia cero se puede asociar al hecho que no se escoge el simbolo, la
potencia 1 al hecho que se escoge una vez y la potencia 2 al hecho que se escoge dos veces.
Asf, el coeficiente de x* cuenta el niimero de combinaciones de n simbolos tomados de k en k
de manera que cada simbolo puede aparecer hasta dos veces. Por ejemplo, las combinaciones
de 4 elementos tomados de 3 en 3 admitiendo hasta dos apariciones de cada elemento son

123 134 124 234

112 113 114
221 223 224
331 332 334
441 442 443

y hay tantas como el coeficiente de x> en
(14+x4+x3)* =14 4x+ 1002 + 16x° + - --
La funcién generadora de este tipo de combinaciones es entonces
Up(x) = (14+x+x%)" (4.11)

Ejercicio 4.5. Sea u; el nimero de combinaciones de n elementos tomados de k en k en las
cuales el elemento i puede aparecer hasta r; veces. Encontrar la funcién generadora de la suce-
sién uy. Usando esta funcidon generadora, calcular el nimero de combinaciones de 4 elementos
tomados de 3 en 3 de manera que el elemento x; puede aparecer una vez, el elemento 2 puede
aparecer dos veces y los elementos 3 y 4 pueden aparecer tres veces.

Llevando al limite la generalizacién que se propone en el ejercicio anterior, se puede obte-
ner el nimero de combinaciones con repeticién de n elementos tomados de k en k: si no hay
limitaciones en el niimero de veces que puede aparecer un elemento, la funcién generadora es

Ux)=(1+x+x>+--)"

La expresion V(x) = 1 +x+x> +--- = Zkgoxk es la funcién generadora de la secuencia
vk = 1, k > 0. Recordemos que en la ecuacién 4.9, habiamos obtenido una expresién mas
compacta de esta funcién como V(x) = 1/(1 —x). Asi entonces, la funcién generadora del

nimero de combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k, u; = (”%71), es

Ulx) = ﬁ = (”H;_ 1>xk 4.12)

k>0

El conocimiento de esta funcidén generadora es ttil para tratar y resolver problemas simi-
lares. Por ejemplo, el nimero de combinaciones con repeticién de n elementos tomados de k
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en k de manera que cada elemento aparece un nimero par de veces es, siguiendo los mismos
argumentos,

1

Ejercicio 4.6. Determinar la funcién generadora de las combinaciones con repeticién de n

W) =142 +x 4+ ) = (4.13)

elementos tomados de k en k, k > 0, en los cuales cada elemento aparece un nimero impar
de veces. Usar esta funcion generadora para determinar el nimero de combinaciones de 4
elementos tomados de 3 en 3 en las cuales cada elemento aparece un nimero impar de veces.

Acabamos esta seccion viendo brevemente otra clase de funciones generadoras. Ademds de
la funcién generadora ordinaria de una sucesion {u, },cn, se consideran habitualmente otros
tipos de funciones generadoras. Particularmente interesantes son las funciones generadoras
exponenciales. La funcion generadora exponencial de la sucesion {u, }nen es
Un

!
>0 !

E(x) =
La diferencia con las funciones generadoras ordinarias es entonces que los coeficientes se di-
viden por n!. Por ejemplo, del andlisis elemental sabemos que la funcién generadora de la

sucesion (1,1,1,...) es la funcién exponencial,
1
Z —'.Xn = ex
n>0"""

La ventaja de esta modificacién respecto de las funciones generadoras ordinarias consiste
sobre todo en la propiedad siguiente:

Proposicién 4.7. Si E(x) y G(x) son las funciones generadoras exponenciales de las secuen-
cias {u, bnen ¥ {va}nen respectivamente, entonces E(x)G(x) es la funcién generadora de la
secuencia {s, },en con

Demostracion. Se trata simplemente de efectuar el producto

EWGEH) = [ 370 | [ T 0w ) = ¥ pedt

k>0 % r>0"" k>0

Al reunir todos los coeficientes de una misma potencia n obtenemos el coeficiente

Y o
17!
et !
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de manera que el coeficiente n-ésimo de la funcién generadora exponencial E (x)G(x) es

n
UV, n
| — =
n Z k! Z k UpVn—k
. r. k=0

k+r=n

O

Recordemos que, si U (x) y V (x) son las funciones generadoras ordinarias de las sucesiones
{un }nen Y {vn}nen respectivamente, entonces U (x)V (x) es la funcién generadora ordinaria de
la sucesion {cx = Z’,‘lzo UnVk—ntken. El uso de funciones generadoras exponenciales propor-
ciona una herramienta alternativa para describir combinaciones de sucesiones en términos de
funciones generadoras. En la tdltima seccién de este capitulo se verdn algunas situaciones en
que el uso de las funciones generadoras exponenciales resulta mas adecuado que el de funcio-
nes generadoras ordinarias.

4.3 Ecuaciones de recurrencia lineales

Una de las aplicaciones de las funciones generadoras es la de resolucion de ecuaciones de re-
currencia. La idea bésica de esta aplicacion estd en el hecho que la traslacién de indice en una
funcién generadora se traduce simplemente en una expresion algebraica: el producto por una
potencia de x. Por ejemplo, las series U (x) = ¥,>0 uyx" y Vi (x) = X5 tp 1", que correspon-
den a las secuencias (ug,u;,uz,...)y (0,up,uy,...) respectivamente, estdn relacionadas por la
igualdad,

Vi (x) =xU(x)

De manera similar, la serie que resulta de U(x) desplazando los indices /& posiciones hacia
adelante es

Va(x) =Y, tp_p”" =x"U(x) (4.14)
n>h
que corresponde a la succesion de coeficientes (0, ... ,0,ug,uy,...).
N——

Este hecho permite en general analizar las ecuaciones de recurrencia mediante funciones
generadoras. En esta seccidn se usard para obtener un procedimiento sistemdtico de resolucién
de una clase amplia de ecuaciones de recurrencia: las ecuaciones de recurrencia lineales.

La secuencia u, satisface una ecuacién de recurrencia lineal homogenea de orden k si

Uy = A Up_1 +Qolty 2+ + Uy, n=k (4.15)
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para ciertas constantes ayp,...,ax. Los términos de la secuencia quedan determinados por la
ecuacion y un conjunto de k valores (usualmente se dan los valores de ug,uy,... ,ux—1). Por
ejemplo, la ecuacién 4.6 de la seccidn anterior que da los nimeros de Fibonacci,

Foiz2 = Fyp1 + Fp, nz0, Fh=F=1

es una ecuacion lineal de orden 2.

Sea U(x) = Y., unx" 1a funcién generadora de una sucesién que satisface una ecuacién de
recurrencia lineal de orden k como 4.15.

Multiplicamos los dos lados de esta ecuacién por x* y sumamos para todos los valores de
n > k para obtener

Doun =ay Y sy X g Yy X (4.16)
n>k n>k n>k

Para expresar esta igualdad en términos de U (x) = X,,,> u,X", llamamos Uy, (x) al polinomio
de los primeros A coeficientes,

Up(x) :I/to—i—ulx-f—"'-i-uh,l)chfl, h>1

Entonces,
z upx" = U (x) — Up(x), z up1 X" =x(U(x) —Up—1(x)), -, z Up_ 1 X' = ka(x)
n>k n>k n>k

Substituyendo estas expresiones en la ecuacion 4.16, obtenemos
Ux)(1 —aix— - —ax’) = Up(x) — a1xUs—; (x) — - - - — a1 XU (%) (4.17)

A la derecha de la igualdad hay una suma de polinomios de grado como mucho k — 1
que denotaremos por C(x). Observemos que los coeficientes de C(x) se pueden obtener de
los valores de ug,uy,... ,ux—1. De esta manera tenemos la primera parte de la resolucién de
ecuaciones de recurrencia lineales.

Proposicion 4.8. Si {u, },cz satisface una ecuacion de recurrencia lineal de orden k
Uy, =a Uy 1 +aoUy o+ F+agu, i n>k

entonces la funcién generadora U (x) = ¥,,5 unx" €s

Cx)
Ulx) =
(x) l—ax—- —aqxk

para un cierto polinomio C(x) de grado como mucho k — 1, los coeficientes del cual quedan
determinados por los valores de ug,uy,... ,ux_1.
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Esta proposicién proporciona una expresion cerrada de la funcién generadora. Mds adelan-
te veremos com obtener los coeficientes u, a partir de esta expresion, con lo que se completa
la resolucién de la ecuacion de recurrencia inicial. Antes, sin embargo, veamos como se apli-
ca para encontrar la funcion generadora de la sucesion {F, },en de los nimeros de Fibonacci.
Recordemos que estos niimeros satisfacen la ecuacién

Fn:anl_{—anZa I’l>2, FOZOa F1:1
De acuerdo con la proposicién anterior, la funcién generadora F(x) = 3,5 Fyx" es

PO =5

donde C(x) es un polinomio de grado como mucho 1, es decir, C(x) = co+ ¢ x. Para determinar
estos coeficientes, escribimos

Cx)=Fx)(1—x—x) = (F+Fx+-)(1—x—x*) = R+ (F| — Fp)x++ -

de manera que co = Fp =0y ¢; = (—1)Fy+ F; = 1. Asi entonces,

X

Fx)=—— 4.18
(x) l—x—x2 (4.18)
Una vez se ha obtenido una expresién ‘cerrada’ como la ecuacién
Cx) C(x)
Ux) = = 4.19
(x) l—apx——apxk Qx) (+-19)

de la funcién generadora U (x), el paso siguiente consiste en obtener una expresion explicita de
los términos de la sucesion u,,. Para ello se define lo que se llama polinomio caracteristico de
la ecuacién de recurrencia 4.15 como el polinomio

1
P) =t —ait" ™ — - —ae=1"0(-)

SiAq,...,As son las raices de este polinomio con multiplicidades m;, ... ,m;, la descompo-
sicién
P(r) = (£ =A0)™ - (1 = As)™
proporciona una descomposicién del denominador de la expresion 4.19 de la forma Q(x) =

xkp(%) = (1 —xAy)™ .-+ (1 —xAs)™, de donde

C(x)
(1T —Agx)m - (1 = hgx)ms

U(x) =
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Descomponiendo esta fraccion racional en fracciones simples, obtenemos una expresion del
tipo

0=z ((1—7%) B —kl-x)mf) =22 (i (4.20)

donde ¢;; son constantes que se pueden determinar a partir de los coeficientes de C(x) y de las
raices A; del polinomio caracteristico?.

Cada uno de los sumandos de esta expresion corresponde a una serie formal del tipo ¢/(1 —
Ax)™. Como hemos visto en la seccién anterior al tratar las combinaciones con repeticién
(ecuacion 4.12), la expresion general de esta serie es

a5 ()

n>0

de manera que el coeficiente n-ésimo de la serie es c(”“” 1)7\," A partir de ésta se puede en-
tonces obtener una expresion general del coeficiente u, de U (x) por medio de la ecuacién 4.20,

-y Z ('” - 1) ()" (421)
i=1j=

Asi se obtiene una expresion cerrada de la sucesién {u, }. Observemos que las constantes
que aparecen a la derecha de la igualdad son: (i) las raices A; del polinomio caracteristico (que
tiene por coeficientes los de la recurrencia) y (ii) los coeficientes ¢;; que se obtienen a partir de
estas raices y de los coeficientes del polinomio C(x), determinados a partir de k valores de la
sucesion. La ecuacion 4.21 tiene un aspecto complicado que puede oscurecer el resultado. En
realidad, lo que hemos demostrado se puede poner de forma mas simple como en la proposicién
siguiente:

Proposicion 4.9. Sea u,, una sucesion que satisface la ecuacion de recurrencia lineal

Uy = ajy—1 + -+ agup—i n>k
y sean Ay, ..., A las raices del polinomio caracteristico de la ecuacion,
Plx)=x —a ' = — g
con multiplicidades mj,... ,m;. Entonces, existen polinomios Pj(x),...,Ps(x), donde cada

P;(x) tiene grado como mucho m; — 1, de manera que

Uy, = ZS‘P,(n)k:’ (4.22)
i=1

2El lector que no conozca estas cuestiones puede consultar, por ejemplo, [2, Cap. 5].
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Ademds, los coeficientes de los polinomios P;(x) se pueden determinar a partir de los k primeros
valores de la sucesion, ug,uq,... ,Ug_1.

En la resolucion préctica de ecuaciones de recurrencia, no es preciso disponer de una ex-
presion explicita como la de la ecuacién 4.21. El enunciado de la proposicion anterior resulta
suficiente y la ecuacién 4.22 proporciona una manera mas simple y directa de obtener los coe-
ficientes u,. Para ello sélo es preciso determinar los coeficientes de los s polinomios P;(x)
que aparecen en esta ecuacion. Esto se puede hacer poniendo en la ecuacién 4.22 los valores
iniciales ug,u1,... ,ur—1 (0 cualquier otro conjunto de k valores conocidos). Veremos ahora un
ejemplo para encontrar una expresion cerrada de la sucesién de Fibonacci,

Fn:anl_{—anZa I’l>2, FOZOa F1:1

2

El polinomio caracteristico de la recurrencia es x~ —x — 1, que tiene las raices
1-5

_I+Vs
T~ Y T

ambas de multiplicidad 1. De acuerdo con la proposicién 4.9, el término general de la sucesién

A

€S

1 5 1—+/5
Fy= el +2\/_)H+C2( zf)" 4.23)

Usando los valores iniciales Fp = 0y F; = 1, obtenemos

c1+c=0
M+ =1

dedondeclz\/igyczz\%,y

1 (1+2\G),,_(1—2ﬁ

)" (4.24)

HT‘E. Este nimero es el

Resulta bastante curioso que la solucién venga dada en términos de
llamado niimero de oro, que da la proporcion durea, considerada por los antiguos griegos como
la relacion perfecta entre medidas y que se usaba tanto en las construcciones arquitecténicas
como en escultura. Esta proporcién aparece también en ciertas manifestaciones orgdnicas na-
turales (por ejemplo, las medidas de los huesos de los dedos humanos siguen esta proporcién).
Resulta curioso también que la combinacién de nimeros irracionales en la ecuacion 4.24 dé
siempre un nimero natural F;,, cosa que seria dificil de demostrar si no dispusiésemos de una
definicién previa de los términos de la sucesion. Estos hechos sorprendentes forman parte de

la popularidad de la sucesién de Fibonacci.
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4.4 Numeros combinatorios

En esta seccidn revisaremos algunos de los nimeros combinatorios que hemos obtenido en los
capitulos anteriores bajo la dptica de las funciones generadoras. Completaremos también el
repertorio de niimeros combinatorios introduciendo los nimeros de Stirling y de Bell. Recor-
demos que la otra clase importante de nimeros combinatorios, los coeficientes binomiales, ya
ha sido tratada en la seccién 2.

Desarreglos

En la seccion 2 hemos obtenido la ecuacion de recurrencia
D, = (l’l — 1)(Dn_1 —|—Dn_2), n=2, Dy=1, D;=0 (4.25)

para el nimero de desarreglos de n simbolos, D,,. De manera similar a la manera como se ha
obtenido la funcién generadora de los coeficientes de una ecuacién de recurrencia lineal, esta
recurrencia conduce a una ecuacién en D(x).

Ejercicio 4.10. Sea D(x) la funcion generadora (ordinaria) de la sucesion {D, },en del nimero
de desarreglos de n simbolos. Multiplicando por x" la igualdad 4.25 y sumando para n > 2,
demostrar que D(x) satisface la ecuacién D(x)(1 —x?) — D' (x)(x +x°) = 1.

Aqui, sin embargo, el uso de la funcién generadora exponencial

E(x) = &x"

>0 n!
resulta més efectivo. Por ello, observemos que el nimero total de permutaciones de n simbolos
es n!, y que cualquier permutacién deja algin nimero k de elementos fijados, k =0,1,... ,n.
El nimero de permutaciones que dejan exactamente k simbolos fijados es (Z)Dn—k, ya que
n

para cada una de las ( k) elecciones de k elementos que quedan fijados podemos realizar D,,_
desarreglos con el resto. Asi pues,

W=y (Z) Dy (4.26)

k=0

El aspecto de esta ecuacion recuerda la expresion de los coeficientes de un producto de funcio-
nes generadoras exponenciales: si G(x) = ¢* es la funcién generadora de la sucesion (1,1,...)
y E(x) es la funcién generadora exponencial de {D, },en, la ecuacion 4.26 indica que el pro-
ducto E(x)G(x) = E(x)e" es la funcién generadora exponencial H(x) de la sucesion {},en.
Escribiendo

or 1 2!

1 ) )
Ezl%—x—i—x —i—---:a—i-ﬂx—i-ax +---=H(x)
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obtenemos con sorprendente facilidad
1
E(x)=——¢" 4.27
() = e @27)
Esta expresion permite reobtener los valores de D,, tomando el coeficiente de grado n en
ambos lados de la igualdad. Para obtener el coeficiente de x"* a la derecha de la igualdad es

preciso hacer el producto de (1 +x+x*+---) y (1 —x+x?/2! —x* /314 ---), de donde

11 )1
Dn:n!<1—1+2—!—§+---+(—1) ;) (4.28)

Numeros de Catalan

Recordemos de la seccidén anterior que los nimeros de Catalan satisfacen la ecuacion de recu-
rrencia

C,=CCp, 1 +CiCpn+---+C, 2Ci+C,_1Cy (4.29)
La forma de esta recurrencia recuerda la del producto de dos series formales. Llamamos
C(x) = Co+Crx+Cox* +---

a la funcién generadora de los nimeros de Catalan. Observemos que el coeficiente u,_; del
producto C(x) - C(x) coincide, de acuerdo con la relacién 4.29, con C,, de manera que la su-
cesién de coeficientes de (C(x))? es la sucesién de ndmeros de Catalan trasladada una unidad.
En términos de la funcién generadora, esto indica que tenemos la relacion

C(x) — 1 =x(C(x))? (4.30)

donde hemos restado 1 = Cj a la derecha de la igualdad, ya que a la izquierda no hay ‘término
independiente’. Si miramos esta relaciéon como una ecuacién de segundo grado con incégnita
C(x),

x(C(x))?=C(x)+1=0

y resolvemos la ecuacién como resolveriamos una ecuacién de segundo grado, obtenemos

Iyl —4x
N 2x
Considerada como una funcién de variable real, el signo ‘+’ hace que el valor de la funcién

C(x) 4.31)

tienda a oo cuando x tiende a cero. En cambio, con la eleccién del signo ‘—’, este limite vale
1 =Cy=C(0). Asi entonces, obtenemos la expresién de la funcién generadora de los nimeros
de Catalan de la forma

Cy) = LoVIzd Vz)lc_4x 4.32)
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Particiones

En esta parte introduciremos el uso de las funciones generadoras para tener una herramienta
mds en el andlisis de las particiones de enteros positivos y veremos también como permite
obtener resultados de forma simple.

El tipo de funciones generadoras que dan las particiones de un entero son similares a las
que dan las combinaciones con repeticiéon. Observemos primero que el coeficiente de x" en el
desarrollo de la expresion

(Tx+x? 4 ) (Lo + ()24 ) (T+p + (R +-)

da el nimero de maneras de expresar n en sumandos menores o iguales a k. En efecto, al hacer
el producto se obtiene x" cada vez que n se puede expresar como

n=ny+2n,+3n3+---+kny (4.33)

Identificamos esta descomposicién de n con la particién que tiene n; ‘1’s, ny ‘2’s, ny ‘3’s,
..., n; ‘k’s. Reciprocamente, cada una de estas descomposiciones proporciona una Unica des-
composicién de n como 4.33. Asi pues, la funcion generadora P¢i(x) del nimero p<i(n) de
particiones de n en partes mds pequefias o iguales a k es

1

(1—x)(1—x2)---(1—x) (4.34)

Pgi(x) =

Este argumento puede hacerse extensivo a otras particiones similares. Por ejemplo, las fun-
ciones generadoras del nimero de particiones de n en partes pares (respectivamente, impares)
mas pequeias que 2k (respectivamente, 2k — 1) son

p _ 1
P = T @ - @

1
Pl = T gams e

Haciendo extensivo el razonamiento sin limitar el tamafio de las partes, obtenemos la fun-
cién generadora de las particiones de un entero

Py =
X)) =——"7"—<
[Tix1 (1 =)
la de las particiones de un entero en partes pares,
1

") = o=@
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y la de particiones en partes impares,
B 1
T (12270
Un argumento similar, atn, proporciona el nimero de particiones de n en partes diferentes,
pz(n),

Py(x)

Ps(x) = (1+x)(1+x)(1+x) - =[J(1+x) (4.35)
i>1

Con el uso de estas funciones generadoras se pueden obtener la mayoria de los resultados
que hemos visto en el capitulo anterior. Para ilustrar el tipo de argumentos que se pueden usar,
demostraremos aqui el siguiente:

Proposicion 4.11. El nimero p.(n) de particiones de n en partes diferentes coincide con el
nimero ps(n) de particiones de n en partes impares.

Demostracion. A partir de la igualdad (1 —x*) = (1 —x')(1+x%), tenemos
[Ta=x*)= [ [J(1+x) | [ [T1 =) ) =Ps(x) { J](1 -+
i>1 i>1 il i>1

de donde

— Ps ()C)

Niimeros de Stirling y de Bell

Relacionado con el problema de las particiones de un entero positivo, otro problema clasico
es el de calcular el nimero de particiones de un conjunto. Una particion de un conjunto de n
elementos X = {1,2,... ,n} es una descomposicién de X en unién disyunta de subconjuntos.
Por ejemplo, las particiones de X = {1,2,3} son

{13{2,35 {1,233} {134 {2}; {1} {2}{3}; {1,2,3}

El nimero de particiones de un conjunto de n elementos en k subconjuntos no vacios se
llama niimero de Stirling de segundo tipo 'y se denota por {Z} Por ejemplo, para cualquier n,
{’1’ } =1 (la Unica particién en un solo conjunto es X mismo) y {Z} = 1 (todos los conjuntos
de la particion tienen un solo elemento). Por convenio, tomaremos el valor {8} =0sin>0y
{i} =0sik>n.
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Ejercicio 4.12. Demostrar que, para n > 0, {g} =211

Los nimeros de Stirling tienen un cierto parentesco con los coeficientes binomiales. En
particular, satisfacen una ecuacién de recurrencia similar que deduciremos ahora. El conjunto
Py de particiones del conjunto X = {1,2,... ,n} en k partes no vacias se puede poner como
unién disyunta del conjunto Pk1 de particiones en las cuales {1} es una parte, y su complemen-
tario P,?. Podemos establecer una biyeccion entre P,g y el conjunto de particiones de {2,...,n}
en (k—1) partes simplemente eliminando la parte {1}, de manera que |P}| = {}~ i} Por otro
lado, cada particién de P,? se puede obtener afiadiendo el elemento 1 en una de las partes de
una particién de {2,...,n} en k partes (hay k posibilidades) de manera que |P{| = k{”;l}. De

aqui,
n n—1 n—1
= 4.
{k} {k_l}Jrk{ ' } n>k>0 (4.36)

Observemos la similitud con la recurrencia (Z) = (Z:}) + (";1) de los coeficientes bino-
miales. Como en éstos, la ecuacion 4.36 permite calcular los nimeros de Stirling para valores

pequeiios en una estructura similar al tridngulo de Tartaglia:

01 7 6 1

Obtendremos ahora una expresion explicita de los nimeros de Stirling de segundo tipo
usando funciones generadoras. Como los coeficientes binomiales, estos niimeros dependen
de dos variables, n y k. En el caso de los coeficientes binomiales, hemos encontrado una
funcidén generadora para n fijado. Aqui un procedimiento similar encaja mal con la forma de la
recurrencia a causa del factor k£ que multiplica al segundo sumando. En lugar de ello, podemos
considerar la funcién generadora de {Z} para k fijo,

S =3 {Z}x”

n>0

Multiplicando los dos lados de la igualdad 4.36 por x"* y sumando para n > 0 (recordemos que
{} =0sin < k), obtenemos

Sk (x) = xSg—1 (%) + kxSk (x) 4.37)
de manera que

Sk(0) = 7
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Escribiendo ahora S (x) en términos de S;_»(x), ésta en términos de Sx_3(x) y reiterando el
proceso hasta Sy(x) = 1, obtenemos

Xk

(1—kx) (1 — (k= D)~ (1 —x)

Esta es una funcién generadora racional, de manera que podemos usar la descomposicién en

Sk(x) =

(4.38)

fracciones simples como en la seccidn anterior para las recurrencias lineales, y obtenemos
k

para ciertas constantes cy,...,c;. Para obtener una expresion de estas constantes, el proce-

(4.39)
(1— ]x

dimiento habitual consiste en multiplicar los dos lados de la ecuacién que se obtiene de 4.38
y 4.39

1 k Cj
(1—kx)(1— (k—1)x)--- (1 —x) _; (1— jx)

por (1 — jx) y tomarx = 1/, con lo que la expresién de la derecha es directamente c;. De esta
manera se obtiene (ver los detalles en el ejercicio 4.13)

_ 1 —j [k
=4 (—1) <J> (4.40)
Cada uno de los sumandos de la derecha de la igualdad 4.39 corresponde a la serie formal

Z c;j'x"

n>0

l—]x

de manera que el coeficiente (n)-ésimo de la serie S (x) es

{Z} :C1+C22n+"'+ckkn

Substituyendo los valores de las constantes que hemos encontrado en 4.40, obtenemos
finalmente una forma cerrada para los ntimeros de Stirling de segundo tipo:

k
{”} — kl 2 (f) " k> (4.41)

Ejercicio 4.13. Demostrar la férmula de los coeficientes c¢; de la expresion

1 k

(I—x)(1—2x)--- (1 —kx) ]:Z‘l l—jx
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Para ello multiplicar los dos lados de la igualdad por (1 — jx) y tomar x = 1/, con lo que se
obtiene

)= (=D =22 (=) (=) (/=B

Volviendo ahora al problema combinatorio asociado a los nimeros de Stirling de segundo
tipo, supongamos ahora que queremos contar el nimero de particiones de un conjunto de n
elementos sin especificar el nimero de partes. Este es el llamado niimero de Bell de orden n,
B, y vale

" (n
B, = 4.42

Est4 claro que la férmula 4.41, que proporciona los nimeros de Stirling {Z}, puede servir
para calcular los nimeros de Bell. Los primeros de estos nimeros, con el convenio que By = 1,
son

1,1,2,5,15,52,...

Hay otra manera de obtener los nimeros de Bell. En primer lugar obtendremos una ecua-
cién de recurrencia para B,;;. Dado el conjunto X = {1,2,...,n,n+ 1}, consideremos el
elemento 1. En cada particién de X, el elemento 1 estd en una parte de (k+ 1) elementos para
una cierta k =0,1,... ,n. Hay (Z) maneras de escoger los otros elementos de esta parte, y hay
B, particiones de los (n — k) elementos que quedan. Asi entonces,

Bup1=Y (Z) B, (4.43)

k>0

La forma de esta ecuacién de recurrencia sugiere el producto de funciones generadoras
exponenciales de la proposicion 4.7. Intentemos entonces obtener esta funcidn generadora,

P
E(X) = B}’l_'
n>0 n!

Para ello, multiplicamos los dos lados de la ecuacién 4.43 por x”* /n! y sumamos para n > 0:
X" n X"
%Bnﬂa = gﬁkgf) (k> By i~ (4.44)
n/ n/ =

En la parte izquierda de la igualdad tenemos la funcién generadora exponencial de la secuencia
{By}nen pero trasladada una unidad. En el caso de las funciones generadoras ordinarias, esta
traslacion se traduce en multiplicar por x. En el caso de las funciones generadoras exponencia-
les corresponde en cambio a la operacién de derivacion.
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Ejercicio 4.14. Si E(x) = 3,50 un% es la funcién generadora exponencial de la sucesion (uy,

ui,uy,...), demostrar que la funcién generadora exponencial de la sucesion (0,uq,uy,...) es
E'(x).
En cuanto al lado de la derecha, el coeficiente de X es

n!

n
B, _
3 ()m

que corresponde al coeficiente n-ésimo de la funcién generadora exponencial del producto
de E(x) y G(x) = €, siendo esta tltima la funcién generadora exponencial de la sucesion
(1,1,1,...). Con todo esto,

E'(x) = E(x)e" (4.45)
de donde E'(x)/E(x) =" — 1y
E(x)=¢" ! (4.46)

Esta dltima expresion es una ilustracion mads de la versatilidad y la potencia del uso de las
funciones generadoras para la resolucidn de problemas de enumeracién.

Hemos estado hablando de los nimeros de Stirling de segundo tipo. Esto, estd claro, es
porque hay una clase de ndmeros que se llaman nimeros de Stirling de primer tipo. Acabare-
mos este capitulo introduciéndolos. En este caso, la funcién generadora servird de instrumento
para definir esta clase de nimeros.

Recordemos que en el capitulo 2 hemos considerado la extension de los coeficientes bino-
miales (':) al caso en que m es un nimero real x cualquiera, tomando

(ﬁ) = L= 1) mnt )

n!

Al desarrollar la expresién x(x — 1)--- (x —n+ 1), se obtiene una serie formal con los coefi-
cientes de grado mds grande n nulos,

x(x—l)---(x—n—i—l):iak)d‘ (4.47)
k=1

Los coeficientes de esta serie son los llamados niimeros de Stirling de primer tipo y se denotan
por s(n,k). Por convenio, s(0,0) = 0. Ademds, s(n,k) = 0 para k > n. Para valores pequefios
de n, se puede obtener facilmente una lista de los valores de s(n,k):
n=1 X s(L1) =1
=2 x(x—1)=x*—x s(2,1) =1, 5(2,2) =1
n=3 x(x—1)(x—2)=x>-32+2x s5(3,1)=2,5(3,2) =-3,53,3) =1
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En particular, la funcién generadora s, (x) de los nimeros de Stirling s(n, k) para n fijo es
sn(x) =x(x—=1)--- (x = (n—1))

Algunas veces se hace referencia a los nimeros de Stirling de primer tipo como los valores
absolutos de los coeficientes que aparecen en el desarrollo 4.47. La notacién

m = (= 1) R g(n, k) (4.48)

estd bastante extendida y la adoptaremos aqui.

El motivo por el cual estos nlimeros tienen un denominacion tan proxima a los nimeros de
Stirling de segundo tipo es que estos tltimos satisfacen una relacién en cierta manera dual a la
de los primeros. Asi como podemos escribir

Xx—1)-(x=nt1)= Y [Z] (—1)(nh) &

k>0

también podemos escribir

n
X'= —1)--(x—k+1
3 {F =0
Ejercicio 4.15. Demostrar la identidad anterior usando la relacién de recurrencia de los nime-
ros de Stirling de segundo tipo.

Con estas relaciones se obtienen una buena cantidad de identidades combinatorias que
relacionan coeficientes binomiales y nimeros de Stirling, algunas de las cuales se consideran
en los ejercicios al final del capitulo. En los ejercicios del capitulo 10 se dard también una
interpretacion combinatoria de los ndimeros de Stirling de primer tipo. Aqui acabaremos la
seccioén obteniendo una relacién de recurrencia para estos nimeros que vuelve a tener similitud
con las de los coeficientes binomiales y de los niimeros de Stirling de segundo tipo que hemos
considerado en esta seccidn.

Proposicion 4.16. Los nimeros [Z] satisfacen la ecuacién de recurrencia

m —(n—1) [”; 1] + [Z:” (4.49)

Demostracién. Escribimos la funcién generadora s, (x) de los nimeros s(n,k) = (—1)"%) M

como

x(x=1)---(x—n+2)(x—n+1)=
x(x—=1)-(x—n+2)x—x(x—1)---(x—n+2)(n—1)
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de manera que
Sp(x) =xs,-1(x) — (n— 1), (x)
Igualando ahora los coeficientes de mismo grado, obtenemos
s(nyk) =s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k)
que escrito en la notacién [Z] proporciona la identidad de la proposicién. U

La ecuacion de recurrencia 4.49 permite construir el tridngulo de los nimeros de Stirling
de primer tipo de forma similar a como se ha hecho para los coeficientes binomiales y para los
nimeros de Stirling de segundo tipo,

Notas bibliograficas

Quiz4 la primera referencia a una ecuacién de recurrencia es el Liber Abaci (1203) de Leonardo
da Pisa (conocido también como Fibonacci), donde se trata el problema de crecimiento de una
poblacién que da lugar a la sucesion de Fibonacci. Fue el matemético francés del siglo XIX, F.
E. A. Lucas, quien dio el nombre a la sucesion.

Las funciones generadoras surgen inicialmente como una rama del andlisis que se llamé
andlisis combinatorio, aunque la manipulacién de series ya habia sido un recurso muy utilizado
por matemadticos como Newton, Euler, Gauss o Lagrange. Uno de los textos que intentan
sistematizar el andlisis combinatorio es el libro clasico de MacMahon (1917) [3]. Por otra
parte, en el libro de H. S. Wilf [4] se puede encontrar un texto moderno y sugerente sobre el
tema.

Los nimeros combinatorios que se han tratado en este capitulo no agotan la familia de
nimeros combinatorios Utiles para problemas de enumeracién. En el libro de Graham, Knuth
y Patashnik [1] hay un extenso capitulo dedicado a los nimeros combinatorios.
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Problemas

. Sea A, el nimero de maneras de subir n escalones en n pasos si en cada paso podemos
subir uno o dos escalones indistintamente. Demostrar que la funcién generadora de la
sucesion {A,} es A(x) = 1/(1 —x—x?).

. Una triangulacién de un poligono regular es una particién del poligono en tridngulos. En-
contrar una ecuacion de recurrencia para el nimero 7, de triangulaciones de un poligono
regular de n lados. Indicacion: los niimeros T, satisfacen una ecuacion de recurrencia
similar a la de los niimeros de Catalan.

. Llamar f(n) al nimero de regiones en que el plano queda dividido por 7 rectas (por ejem-
plo, (1) =2y f(2) =4; suponer que no hay dos rectas paralelas ni que tres cualesquiera
se puedan cortar en un tnico punto). Demostrar que f(n) =1+n(n+1)/2.

. Encontrar una ecuacién de recurrencia que dé el nimero f(n) de palabras de longitud
n de palabras de un alfabeto {A,B,C}, de manera que los simbolos A y B no aparezcan
consecutivamente. Demostrar que la funcién generadora de la secuencia f(n) es (1+

x)/(1 = 2x—x?) y deducir que f(n) = (1/2)((1 ++/2)"+ (1 —2)").

. Encontrar la funcién generadora del nimero f(k) de palabras de longitud & del alfabeto
{0,1,—1,2,—2} en las cuales hay un nimero par de ceros.

. Sea E(x) la funcién generadora exponencial de la sucesion (ug,uy,...). Demostrar que
la funci6én generadora exponencial de la sucesién (0,ug,u1,...) es E'(x) y que, en ge-
neral, la derivada k-ésima de E(x) es la funcién generadora exponencial de la sucesién
(O, ,O,uo,u],...).

k
Usar el resultado anterior para demostrar que la funcién generadora exponencial de la
sucesién de Fibonacci F, es E(x) = (1/+/5) (MM — hpe?*), donde Ay, A, son las raices

2

positiva y negativa respectivamente de P(x) = x* —x — 1.

. Usando las expresiones F,, = F,,,.» — F1 y F, = F,—» + F,—1, donde F, es el n-ésimo
ndmero de Fibonacci, demostrar las identidades

@) Fyyk = FiFpp + F Fy
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10.

11.

12.

13.

14.

(b) Fapp1 =Fl +F}
(C) F2n :FnFrH»l +Fn71Fn

Deducir en particular que Fy, es un multiplo de F,,.

. Demostrar que cualquier niimero natural n se puede expresar de manera tinica como n =

Fy, +Fp,+---+F,,donde k; > ki1 +2,i=1,... ,r—1 (escoger F}, como el nimero mds
grande de Fibonacci entre los menores que n y demostrar el enunciado por induccién).

En la transmisién de mensajes formados por palabras de ceros y unos, cada ‘0’ se trans-
mite en una unidad de tiempo y cada ‘1’ en dos unidades de tiempo. Determinar el
nimero N (k) de mensajes que se pueden transmitir en k unidades de tiempo.

Determinar el nimero 4(n) de movimientos que es preciso hacer para resolver el proble-
ma de las torres de Hanoi del capitulo 1, sabiendo que h(n) =2h(n—1)+1,n > 2.

Encontrar la funcién generadora de la sucesién {2" 43"} = {2,5,13,... }.

Encontrar la expresion del término general de la recurrencia lineal homogénea

Up =Sup 1 +6u, 2, up=0, wu =1

Usando la notacion [x], =x(x—1)--- (x—n+ 1), demostrar que

bt yln = X el

k>0

Demostrar que {nfl} = [ ! ] = (g)

n—1
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