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El objetivo de este capitulo es proporcionar el marco formal y las herramientas bésicas que
permitan la descripcion y el estudio de los algoritmos que se presentaran al largo de este libro.
Después de una introducciéon general al concepto de algoritmo, este se precisa en la seccién 2
dentro del modelo de cémputo de la maquina de Turing en el que se consideran los algoritmos.
A continuacidén se presenta la notacidn o lenguaje algoritmico que se usard, y en la seccién 4
se dan los fundamentos del andlisis de algoritmos, que nos permitiré realizar la comparacién
entre diferentes algoritmos de resolucién de un mismo problema (seccién 5) e introducir la
clasificacién general de algoritmos de la seccidn 6, objetivo fundamental del capitulo.

1.1 Introduccion

El concepto general de algoritmo es seguramente conocido por el lector. El Diccionario de la
Lengua Espaiiola de la Real Academia Espafiola define el término algoritmo como “conjunto
ordenado y finito de operaciones que permite hallar la solucién de un problema”. Bésicamente
un algoritmo es, entonces, una descripcion de cémo se realiza una tarea: la resolucién de un
problema concreto. Por procedimiento entendemos una secuencia de instrucciones tales que
hechas en el orden adecuado llevan al resultado deseado. Otra caracteristica que se desprende
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2 MATEMATICA DISCRETA

de la definicién es que un mismo algoritmo puede resolver todos los problemas de una misma
clase. En un sentido general, la nocién de algoritmo no es exclusiva de la matematica. También
tienen una relaciéon muy préxima al algoritmo una receta de cocina, una partitura musical, una
guia turistica de una ciudad o un museo, un manual de instrucciones de un electrodoméstico,
etc.

El primer punto que se debe considerar es la identificacién de los problemas que resolve-
ré el algoritmo. Consideraremos problemas bien definidos y adecuados para ser solucionados
mediante el uso de computadores digitales. También se debe tratar de problemas que pueden
caracterizarse por su dimension. Para cada tamafio puede haber diferentes instancias del pro-
blema. Por ejemplo, si el problema considerado es la ordenacién de un conjunto de elementos,
la dimensién del problema seria la cardinalidad del conjunto y para una dimensién fijada se
pueden dar instancias diferentes que corresponderan al conjunto concreto de elementos que se
considere.

El algoritmo debe tener en cuenta el modelo abstracto dentro del cual tratemos el problema.
No usaremos el mismo modelo si tenemos que ordenar un conjunto de libros por temas que si
queremos ordenar un conjunto de nimeros naturales. El modelo, de hecho, es un inventario de
las herramientas a nuestra disposicién para tratar el problema y una descripcién de la manera
de usarlas.

Para la solucién del problema se tratard de codificar la instancia considerada para que
constituya la entrada del algoritmo. El algoritmo produce una salida que, una vez decodificada,
es la solucién del problema. Solucionar el problema quiere decir ser capaces de realizar este
proceso para cualquier tamafio e instancia del problema.

Habitualmente, los algoritmos se escriben pensando en el ejecutor o procesador del algo-
ritmo (méquina o persona). El procesador debe ser capaz de interpretarlo y de ejecutarlo. Si se
trata de una maquina, serd preciso que esté en su lenguaje especifico. De esta manera hay una
serie de pasos intermedios entre la descripcion del algoritmo y el programa final que lo ejecuta;
véase la figura 1.1.

Una caracteristica importante deseable para un algoritmo es su transportabilidad, conse-
cuencia de su generalidad, la cual debe permitir la adaptacion del algoritmo para que pueda ser
ejecutado por maquinas muy diferentes.

Podemos ahora precisar un poco mds el concepto de algoritmo: Ademds de estar cons-
tituido por una secuencia de operaciones que llevan a la resoluciéon de un tipo concreto de
problemas dentro de un modelo prefijado, en un algoritmo es preciso que se verifique:

Existencia de un conjunto de entradas. Debe existir un conjunto especifico de objetos cada
uno de los cuales son los datos iniciales de un caso particular del problema que resuelve
el algoritmo. Este conjunto se llama conjunto de entradas del problema.

Definibilidad. Cada paso debe ser definible de forma precisa y sin ninguna ambigiiedad.
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Figura 1.1: Proceso de solucién de un problema mediante un algoritmo

Efectividad. Todas las operaciones a realizar en el algoritmo han de ser suficientemente basi-
cas para que se puedan hacer en un tiempo finito en el procesador que ejecuta el algorit-
mo.

Finitud. El algoritmo debe acabar en un niimero finito de pasos. Un método de cdlculo puede
no tener esta restriccion.

Correccion. El algoritmo debe ser capaz de encontrar la respuesta correcta al problema plan-
teado.

Predecibilidad. Siempre consigue el mismo resultado para un mismo conjunto de entradas.

Existencia de un conjunto de salidas. El resultado del algoritmo asociado al conjunto de en-
tradas.

También se consideran caracteristicas importantes de un algoritmo la claridad y la conci-
sion: Un algoritmo claro y breve resulta més sencillo de programar, a la vez que es mds sencillo
comprobar si es correcto.

Con esta definiciéon comprobamos que una receta de cocina no encaja totalmente con la no-
cion de algoritmo. La receta tiene un conjunto de entradas (ingredientes) y de salidas (el plato
guisado); las instrucciones pueden, en principio, hacerse efectivas (se supone que se dispone
de los utensilios convenientes—el hardware—y que el cocinero no es torpe); se verifica la fini-
tud, pero falla la definibilidad, ya que son ambigiias frases tipicas de una receta como ‘afiadir
una pizca de sal’, ‘revolver lentamente’, o bien, ‘esperar que se haya reducido el liquido’, y
también falla su predecibilidad.

Un mismo problema se puede resolver usando algoritmos diferentes. Los algoritmos po-
drén tener una complejidad diferente, la cual afectard al tiempo de ejecucién y a la ocupacién
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4 MATEMATICA DISCRETA

de memoria, y posiblemente se distinguirdn también por la exactitud de los resultados a que
llevan.

Consideremos, por ejemplo, el cdlculo del mdximo comitn divisor de dos enteros. Recor-
demos que el maximo comun divisor, mcd, de dos enteros positivos es el entero positivo mds
grande que los divide. Por ejemplo mecd(225,945) = 45. Si alguno de los enteros es cero, el
mcd se define como el otro entero. Asi med(14,0) = 14 y med(0,0) = 0.

Un primer procedimiento para encontrarlo puede consistir en descomponer cada uno de
los niimeros en primos y considerar el producto de las potencias mds bajas de cada primo
comtin. En el caso de 180 y 380 escribiremos 180 = 2%-3%.5 y 380 = 22-5-19 y por tanto el
med(180,380) = 22-5 = 20. Este método, si bien es el que se suele ensefiar en las escuelas,
es muy ineficiente cuando los nimeros considerados son grandes (mds de 5 digitos), dado
que la descomposicién en primos es dificil. El mismo problema puede ser resuelto, como
estudiaremos en la seccidn 4, usando el cldsico algoritmo de Euclides, que consiste en dividir
el nimero mas grande por el mds pequefio y retener el resto. De forma sucesiva se hace el
cociente del divisor y el resto anteriores hasta que el resto sea cero. En este caso, el dltimo
resto calculado diferente de cero es el mdximo comun divisor de los dos nimeros iniciales.
Aplicdndolo al mismo ejemplo de antes: 380 dividido por 180 tiene por resto 20. 180 dividido
por 20 tiene resto cero. Asi, el midximo comun divisor de 380 y 180 es 20. M4s adelante
entraremos en detalle sobre el andlisis de algoritmos, el objetivo del cual es precisamente el
estudio y la comparacién de algoritmos.

Hay otros puntos en relacién a la algoritmica que son importantes pero en los cuales no
entraremos. Mencionemos en primer lugar la cuestién del disefio de algoritmos: ¢Existen
algoritmos para disefar algoritmos? ;Todo proceso tiene un algoritmo que lo describe? Este
tipo de cuestiones lleva a un drea importante: la teoria de la computabilidad. Otro aspecto es la
comprobacion de lo que realmente hace un algoritmo. Métodos como la especificacién formal
(por ejemplo, el Vienna Development Method o Z) son Ttiles para este tipo de estudios.

1.2 Algoritmos y maquina de Turing

La méquina de Turing no es un objeto fisico, sino un artificio matemético que nos proporciona
un modelo de computacién en el cual encuadramos el andlisis de nuestros algoritmos. Es
preciso decir que hay otros modelos igualmente vélidos, pero no tan comunes en la literatura.
Destacamos las mdquines de acceso aleatorio, mucho mads realistas que la de Turing en el
sentido que emulan en su estructura un ordenador real, véase por ejemplo [2] o [6]. Todos los
modelos son equivalentes, pero la maquina de Turing tiene un cardcter mds elemental que hace
mads sencillo comprender su aplicacion en el estudio de algoritmos.

Una mdquina de Turing consiste en un cabezal de lectura/escritura por el cual pasa una
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cinta infinita que puede moverse hacia adelante y hacia atrds. La cinta se encuentra dividida
en casillas que pueden estar vacias o llevar un simbolo de un determinado alfabeto. De hecho,
con un solo simbolo (ademds de la posibilidad de dejar la casilla vacia) es suficiente, ya que
cualquier otro alfabeto lo podriamos expresar en secuencias de este simbolo y casillas vacias.
En nuestro ejemplo, figura 1.2, se usa un solo simbolo (un cuadrado negro).

— —

Figura 1.2: Méquina de Turing

El cabezal se encuentra en cada instante en un estado concreto de entre un nimero finito
de estados posibles diferentes. La mdiquina funciona paso a paso y cada uno de los pasos
consiste en situar el cabezal delante de una casilla y, después de leer el contenido de la casilla,
realizar, de acuerdo con el resultado de la lectura y el estado interno de la mdquina, las tres
acciones siguientes: borrar la casilla y dejarla vacia, o bien, escribir un simbolo que puede
ser el mismo que habia antes, pasar a un nuevo estado (que puede ser el mismo) y finalmente
mover la cinta una casilla en una de las dos direcciones posibles, o bien, acabar el cémputo.
La conducta global de la maquina viene determinada por un conjunto de instrucciones, las
cuales indican, para cada posible estado y simbolo leido, las tres acciones que es preciso hacer.
Si se han de dar datos iniciales, éstos se escriben en la cinta de acuerdo con el sistema de
codificacion considerado. El cabezal se sitda en la casilla inicial y, una vez se acaba el computo,
la maquina entra en un estado especial de parada y deja de funcionar. La posible respuesta se
encontrard escrita en la misma cinta a partir de la posicién donde se encuentre el cabezal. Cada
instruccion se puede representar con una quintupla (e,,s4;€4,5q4,m), donde e, indica el estado
de la mdquina cuando se lee el simbolo s,, y ¢4 es el estado de la miquina después de dejar
escrito el simbolo s, en la casilla procesada y mover la cinta a la derecha o la izquierda segin
indica m.

Ya que tanto el conjunto de estados como el de simbolos es finito, cualquier cémputo puede
ser especificado completamente por un conjunto finito de quintuplas. Supongamos también que
el computo es deterministico en el sentido que, dados el estado de la maquina y el simbolo de
la cinta antes de cualquier accién, existe una quintupla que determina el nuevo estado de la
mdquina, el simbolo a escribir en la cinta y el movimiento que debe hacer. Se suele decir
entonces que la médquina de Turing es determinista.

Gracias a la mdquina de Turing, un algoritmo puede ser definido de forma precisa como
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6 MATEMATICA DISCRETA

una secuencia de instrucciones que determina totalmente la conducta de la méquina para la
resolucion del problema considerado. La llamada hipdtesis de Church—Turing dice que todo
algoritmo puede ser descrito (o implantado) en una maquina de Turing.

Ejemplo 1.1. En este ejemplo, el alfabeto que se usara tiene un solo simbolo, el 1. Los enteros
positivos se representan por una secuencia de unos. El nimero total de unos es el entero consi-
derado (representacién unaria). La maquina tiene cinco estados posibles etiquetados 0,1,2,3 y
A (el estado especial de parada). El programa tiene por objeto determinar si un cierto entero es
par o impar. Si es par, la mdquina escribird un 1 y se parard. Si es impar dejard la casilla vacia
y también se parard. La salida del programa, 1 o vacio, se encontrard en la cinta a continuacién
del entero con una casilla vacia como separador. Se supone que el cabezal se encuentra, en el
momento de iniciar la computacién, sobre el primer digito del entero, y que el resto de digitos
estan a la derecha de éste. La figura 1.3 especifica las quintuplas que forman el conjunto de
instrucciones y la accidn del programa. Si la entrada es el entero 4 (1111 en la notacién unaria
empleada), D y E expresan el movimiento de la cinta hacia la derecha o la izquierda, el simbolo
* indica la irrelevancia de expresar el contenido de la posicién correspondiente de la quintupla
y el stmbolo b indica que la casilla estd en blanco. La posicion del cabezal viene dada por la
flecha.

O TOLMIL LT L estadoo
@ TN [ 1] estadot
oy @ TOONNL T esadoo
(16200) ) TAMNTTTTT ool
2l () IO LTI esadoo
© T T T T T estado?
7 [1]t]1]1]1] \'\ [ | parada

Figura 1.3: Conjunto de intrucciones y ejecucién de un programa para determinar la paridad
del entero 4 en una miquina de Turing

Ejemplo 1.2. El conjunto de instrucciones de la figura 1.4 describe una implantacién del al-
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1 Algoritmos 7

goritmo de Euclides en una maquina de Turing. Se supone que los dos enteros estdn escritos
en la cinta en representacion unaria y separados por una casilla vacia. El cabezal se encuentra,
en el momento de iniciar el cémputo, sobre esta casilla. Se deja al lector la comprobacion de

su funcionamiento.

(0,b;0,b,D) (0,1;1,1,E) (1,b;2,1,D) (1,1;1,1,E)
(2,b;10,b,D) (2,1;3,b,D) (3,b;4,b,D) (3,1;3,1,D)
(4,b;4,b,D) (4,1;5,b,D) (5,b;7,b,E) (5,1;6,1,E)
(6,b;6,b,E) (6,1;1,1,E) (7,b;7,b,E) (7,1;8,1,E)
(8,b;9,b,E) (8,1;8,1,E) (9,b;2,b,D) (9,1;1,1,E)
(10,b;A,b, *) (10,1;10,1,D)

Figura 1.4: Conjunto de intrucciones que describen la implantacién del algoritmo de Euclides
en una méquina de Turing

1.3 Lenguaje algoritmico

Un algoritmo puede ser expresado o formulado de maneras muy diferentes. Podemos usar
Unicamente el idioma habitual o emplear presentaciones grificas mds o menos complicadas
e independientes de un lenguaje natural como, por ejemplo, un diagrama de flujos. Muy a
menudo se usan metalenguajes que combinan una descripcién en un lenguaje natural con unos
simbolos o palabras clave que expresan algunas de las acciones bien definidas que es preciso
efectuar.

De hecho, y pensando en el ejemplo de la receta de cocina, ésta equivaldria al algoritmo,
pero podria ser escrita en cataldn, francés o ruso (diferentes lenguajes de ‘programacion’), a
pesar que el resultado obtenido, por ejemplo un pastel, seria equivalente fuera cual fuese el
lenguaje empleado. Por otra parte, aunque en una receta de cocina no se acostumbra a usar un
metalenguaje, si que se suele presentar de forma estructurada ordenando los ingredientes uno
bajo el otro, indicando claramente los diferentes pasos, etc.

En este libro usamos esencialmente el lenguaje natural con algunas palabras y simbolos
que tienen el papel de metalenguaje. La indentacion del texto también es importante y permite
distinguir las diferentes partes y estructuras del algoritmo. La tabla 1.1 muestra algunos de los
principales elementos de este metalenguaje.

Nos hemos decidido por esta aproximacidn, porque al mismo tiempo que permite dar una
cierta estructura visual al algoritmo que facilita su lectura y su comprension se evita la comple-
jidad a que lleva muy a menudo un diagrama de flujos. Al mismo tiempo es suficientemente
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8 MATEMATICA DISCRETA

Tabla 1.1: Principales elementos de la notacién algoritmica que se usa en este libro

Asignacion
variable < expresion
El valor de expresion pasa a ser el nuevo valor de variable.
Decision
Si condicion entonces hacer instruccion; si no hacer instruccion,
Si es cierta la condicion se ejecuta la instrucciony, si no se ejecuta la instruccion;.
Repeticion
Hacer instruccion, .. .instruccion, hasta que condicion

Hasta que sea cierta la condicion se ejecutan todas las instrucciones desde instruccion
hasta instruccion,,.

También hay otras maneras de hacer la repeticion:
Para variable = val,,;ci, hasta vals,, hacer instruccion ...instruccion,.

Repetir valgqg — valipicia veces la ejecucion de todas las instrucciones desde instruccion
hasta instruccion,,.

Repetir hasta condicion instruccion; ... instruccion,

Repetir, hasta que sea cierta condicion, todas las instrucciones desde instruccion; hasta

instruccion,,.
Mientras condicion hacer instruccion; . .. instruccion,,

Repetir, mientras sea cierta condicion, todas las instrucciones desde instruccion| hasta

instruccion,,.
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concreto para poder ser ejecutado con facilidad. Todos los algoritmos que se describen en es-
te libro, de hecho, tendrian que poderse programar sin demasiadas dificultades en cualquier
lenguaje estructurado de alto nivel como C o Pascal.

Finalmente, un elemento importante en el lenguaje algoritmico y que usamos a menudo
es la recursividad. Los algoritmos que consideramos usualmente son por su propia definicién
iterativos (se encaminan hacia la solucién paso a paso). Un algoritmo se llama recursivo si
se define a si mismo. En un algoritmo iterativo, una parte de él puede ejecutarse diversas
veces (por ejemplo, en una estructura repetitiva); sin embargo, en un algoritmo recursivo se
realiza la reejecucion del algoritmo completo desde el comienzo (normalmente con un conjunto
diferente de entradas). También usaremos a veces procedimientos que se pueden considerar
como algoritmos y que se llaman desde dentro del algoritmo principal. Légicamente pueden
existir procedimientos recursivos; por extension también se llama algoritmo recursivo aquel
que contiene algiin procedimiento recursivo.

1.4 Analisis de algoritmos

Para resolver un problema determinado y una vez decidido el modelo para el tratamiento del
problema, pueden existir diversos algoritmos. EI andlisis de algoritmos es entonces esencial
para la realizacién préctica y eficiente del algoritmo, como por ejemplo su programacion en
un ordenador. Siempre es de interés perfeccionar el método de resolucién de un problema alla
donde signifique un esfuerzo menor y, si tenemos en cuenta la figura esquemadtica del proceso
que nos lleva del problema a la solucién (Fig. 1.1), l6gicamente serd mds sencillo mejorar el
algoritmo que la codificacion en lenguaje miquina.

Una manera de comparar dos algoritmos que resuelven un mismo problema podria ser re-
presentarlos en un determinado lenguaje de programacién, encontrar la solucién al problema
usando el mismo ordenador y medir el tiempo que tardan en encontrar la solucién. Como el
tiempo que tarda el ordenador en encontrar la solucién es proporcional al nimero de opera-
ciones elementales que este debe efectuar (sumas, productos, etc.), se suele llamar tiempo de
ejecucion a este nimero de operaciones.

De los diferentes pardmetros que caracterizan un algoritmo, uno de los que nos puede inte-
resar mds es precisamente el tiempo, o nimero de operaciones bdsicas que necesita el algoritmo
para solucionar el problema en funcién del tamaiio de la entrada. Otro pardmetro que a veces se
considera es el espacio de memoria que necesita el algoritmo para su ejecucién. Como normal-
mente estaremos mds interesados en la rapidez que en el almacenamiento en memoria, cuando
analizemos un algoritmo estudiaremos, si no se dice lo contrario, el tiempo de ejecucién.

Estos dos pardmetros, asi como también la misma comparacién de algoritmos, mantienen
su sentido y son perfectamente tratables en el contexto de la maquina de Turing: La comple-
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jidad temporal de una mdquina de Turing determinista en funcién del niimero de casillas que
ocupa la entrada vendra dada, en este caso, por el niimero maximo de pasos que puede llegar a
hacer la maquina considerando todas las posibles entradas del mismo tamafio. La complejidad
espacial viene dada por la distancia mdxima—en nimero de casillas—que puede desplazarse
la cinta por delante del cabezal a partir de la casilla inicial.

Ademéds, por ejemplo, si un cierto algoritmo tiene una complejidad temporal polinémica en
términos de una miquina de Turing, mantiene la complejidad polinémica usando argumentos
mds informales basados en el niimero de operaciones. Por esta razén usaremos habitualmente
esta manera de analizar la eficiencia de un algoritmo para evitar la carga que supone trabajar
con méquinas de Turing.

Vamos a verlo en un ejemplo: Consideremos dos posibles algoritmos para el célculo de x"
donde x es un real y n un natural. El primero simplemente va haciendo un bucle acumulando
el producto de x por si mismo 7 veces:

Entrada: x: real, n: entero.
Algoritmo x"*, (1)
1. y«<1.0,i+<0
2. yyx,i+i+1
3. Sii=n entonces salir
sino ir al paso 2
Salida: y.

10000 " este algoritmo efectuard 10000 veces el

Observemos que, si calculamos por ejemplo x
bucle principal.

El segundo algoritmo es conceptualmente mds complicado. Para calcular x" usa la re-
presentacién binaria de n para determinar cuales de las potencies x,x%,x*,... son necesarias
para construir x" y asi considerar sélo su producto. Usa dos operadores, and y shr, que
muchos lenguajes de programacion tienen incorporados. El primero actda bit a bit sobre
la representacién binaria de los dos enteros considerados y retorna el entero que resulta de
tomar 1 si los dos bits son 1 y O en cualquier otro caso. Por ejemplo: 923 and 123 =
1110011011, and 0001111011, = 0000011011, = 27. El segundo desplaza, en la reprenta-
cién binaria, todos los digitos una posicién hacia la derecha afiadiendo un O a la izquierda
y pierde el digito de la derecha. Equivale a hacer la divisién entera por 2. Por ejemplo:

shr 235 = shr 11101011, =01110101, = 117.

Entrada: x: real, n: entero.
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Algoritmo x"*, (2)
1. y« 1.0,z x.
2. Si(nand 1) # 0 entonces y < yz.
3. z¢+2zz
4. n<+ shr n
5. Sin # 0 entonces ir al paso 2.
Salida: y.

Aplicdndolo también para calcular x'%%° y como 10000 = 10011100010000,, es decir, tiene
14 digitos binarios, el algoritmo sélo hace 14 veces su bucle principal. Asi, en general, el
primer algoritmo efectia un nimero de pasos aproximadamente igual a n, mientras que, para
el segundo, el nimero de pasos es proporcional al nimero de digitos que tiene n representado
en binario (log, n). El segundo algoritmo necesita un tiempo de ejecucién mucho menor que el
primero para conseguir el mismo resultado.

En este punto conviene introducir una notacién Util para estimar la eficiencia de los algo-
ritmos. Cuando describimos que el nimero de operaciones, f(n), que efectda un algoritmo
depende de n, se pueden ignorar contribuciones pequefias. Lo que es preciso conocer es un
orden de magnitud para f(n) vdlido para todo n salvo, quizd, un nimero finito de casos espe-
ciales. Asi:

Definicion 1.3. Sea f una funcién de N en N. Decimos que f(n) es O(g(n)) si existe una
constante k positiva tal que f(n) < kg(n) para todo n € N (salvo posiblemente un nimero finito
de excepciones).

Con esta notacion se dice que el primer algoritmo para el cdlculo de x" es O(n) y el segundo
O(logn).
Podemos ahora dar los pasos que es preciso efectuar en el andlisis de algoritmos:

1. Describir el algoritmo de forma precisa.
2. Definir el tamafio n de una instancia caracteristica del problema.

3. Calcular f(n), nimero de operaciones que efectiia el algoritmo para resolver el problema.

De hecho, incluso para un mismo tamafio de datos 7, el algoritmo puede tener, como vere-
mos, comportamientos muy diferentes dependiendo de la instancia considerada. En este caso
serd preciso hacer tres tipos diferentes de andlisis:

1. Andlisis del caso mds favorable: Qué rapidez posee el algoritmo bajo las condiciones
més favorables.
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2. Andlisis del caso medio: Cudl es el rendimiento medio del algoritmo considerando to-
dos los posibles conjuntos de datos iniciales (normalmente asumiendo que todos son
igualmente probables).

3. Andlisis del caso mas desfavorable: Qué rapidez posee en el peor caso (es decir, para
datos de entrada que hacen que el algoritmo tenga el peor rendimiento).

La primera opcién no suele ser demasiado util. La segunda es, en general, complicada de
calcular y podria ser poco significativa si muchos de los conjuntos de datos afectan poco o
son improbables en la practica. El estudio del caso mds desfavorable acostumbra a ser el mas
utilizado. De todas maneras es preciso tratarlo, teniendo presente siempre el problema que se
estad solucionando.

Vamos a utilizar nuevamente el algoritmo de Euclides para ilustrar ahora el andlisis de
algoritmos. Este algoritmo, como bien sabemos, encuentra el maximo comun divisor de un par
de nimeros enteros positivos.

La recursion juega un papel importante en el algoritmo de Euclides. El punto esencial estd
en el hecho de que cualquier factor comtin de m y n lo es también de m — n, y también que
cualquier factor comdn de n'y m —n lo es de m, ya que m = n+ (m—n). Asi med(m,n) =
mcd(m — n,n).

Consideremos los enteros m y n'y vamos a encontrar su mcd. Supongamos que dividiendo
m por n encontramos un cociente g; y unresto ry, es decir, m =nq; +rycong; >0y0<r <n.
Como r; = m — nqy, aplicando ¢; veces este razonamiento, obtendremos que mcd(m,n) =
mcd(n, ;). Repitiendo el proceso encontramos:

nq; +n 0 < n<n
n = rqp+n 0 < m<n
rn = nqg+n 0 < mm<n
-1 = @i trner 0 < g <ne
e = Tir19k+2
Y por tanto:
mcd(m,n) =med(n,r;) =med(ry,r) = -+ =med(rg, rer1) = ret1

Por ejemplo, los restos sucesivos que encontramos cuando se calcula el med de 315 y 91
son 42y 7 y entonces mcd(315,91) =7.
Dar el algoritmo es ahora directo:
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Entrada: m,n: enteros.

Algoritmo Euclides
1. Dividir m por n. Sea r el resto (0 < r < n).
2. Sir =0 entonces salir.
3. m<n,n<r. Iralpaso 1.

Salida: n.

Analizaremos este algoritmo estudiando el peor caso. Este pasard cuando en cada paso decrece
minimamente la sucesioén. Asi comencemos por el final: El dltimo valor serd 0. El penultimo
1. Ahora tiene que seguir el valor mds pequeiio tal que dividido por 1 dé O de resto: 1. A
continuacién el valor més pequeio que dividido por 1 dé 1 de resto: 2. La sucesién que
construimos sera:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...

Curiosamente, esta sucesién es la conocida sucesion de Fibonacci'

. El peor caso para el
algoritmo de Euclides corresponde, entonces, a considerar dos nimeros de Fibonacci suce-
sivos. Procuremos estimar el orden del algoritmo observando la sucesién: Si los enteros
iniciales considerados son los primeros términos de la sucesién, con 2 digitos son precisos
6 pasos, y con 3 digitos son precisos 12 pasos, para 100 digitos son precisos unos 500 pa-
sos. Asi vemos que es de orden aproximadamente igual al nimero de digitos de los enteros
afectados. Para n grande, podemos ver facilmente que el nimero medio de iteraciones para
calcular mcd(m,n) es O(logn). En efecto, usando que el nimero de Fibonacci, nimero k es
n="F = (((1+v5)/2) - ((1-+/5)/2)%)/v/5—seccién 4.3—, y considerando k grande, en-
tonces n es proporcional a ((1+v/5)/2)¥. Tomando logaritmos vemos que k = O(logn) vy,
como k es precisamente el indice del ntimero, n es por tanto la cantidad de pasos a efectuar
cuando se aplica el algoritmo.

El andlisis resultard mds sencillo en el caso del algoritmo de resolucién de un problema que
es en cierta manera clasico: el problema de las torres de Hanoi. Este juego, propuesto en 1883
por el matemdtico francés Edouard Lucas, consiste en tres palos, uno de los cuales contiene
un nimero determinado de discos de diferentes tamafios puestos uno sobre el otro de mayor a
menor. Se trata de pasar todos los discos a otro palo, dejandolos también de mayor a menor, y
de acuerdo con las reglas:

1. En cada movimiento sélo se puede mover el disco de arriba de un palo a otro.

2. No se puede poner un disco sobre uno de didmetro mds pequefio.

Véase el capitulo 4.
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14 MATEMATICA DISCRETA

El problema consiste en presentar un algoritmo 6ptimo para resolver el problema dando el
nimero de movimientos que es preciso hacer.
Comenzaremos proponiendo un algoritmo recursivo.

Entrada: N_discos,Palo_inicial, Palo_ final
Algoritmo HANOI

Procedimiento H(n,r,s). [Mueve n discos del palo r al s]
Si n = 1 entonces mueve un disco de r a s.
sino hacer H(n— 1,nt) [t es el palo que no es ni r ni ]
mueve un disco de r a s [S6lo queda el de abajo de todo]
H(n—1,t,s)
1. H(N_discos,Palo_inicial,Palo_final) [Llamada principall

Salida: Los movimientos que se van haciendo.

La figura 1.5 muestra graficamente cdmo se ejecuta el algoritmo.

Figura 1.5: Resolucién del problema de las torres de Hanoi en el caso de tres discos

Para estudiar su eficiencia vamos a determinar el total de movimientos k(n) que efectia
el algoritmo cuando hay n discos en el palo p; y los queremos pasar al palo p3. Esta claro
que A(1) = 1. El algoritmo dice que, si n > 1y suponiendo que los discos dy,dy,... ,d, (d,
es el de abajo de todo) estdn en el palo p;, lo que es preciso hacer es pasar los n — 1 discos
dy,dy,...,d,—1 al palo p; (esto son h(n — 1) movimientos), después pasar d, a p3 y finalmente
pasar los n — 1 discos de p, a p3. El nlimero total de movimientos ser4:

h(n) =2h(n—1)+1, n>=2

Solucionar esta ecuacion recursiva no es dificil y, de hecho, en el capitulo 4 se tratardn métodos
para resolver este tipo de ecuaciones. Aqui veremos c6mo podemos encontrar 4(n) por induc-
cién. Observemos primero que 4(0) =0, h(1) =1, h(2) =3, h(3) =7, h(4) = 15, h(5) = 31,
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1 Algoritmos 15

etc. Esto nos sugiere que quizd h(n) = 2" — 1. Demostrémoslo. Supongdmoslo cierto para
n— 1, es decir, que es cierto que i(n— 1) = 2"~! — 1. Demostraremos que es cierto para . En
efecto:

h(n) =2h(n—1)+1=202""—1)+1=2"~1

En cuanto al comportamiento del algoritmo, resulta que, tal como se ha planteado el problema,
el mejor caso coincide con el peor y con el medio. Asi, el algoritmo es O(2"). Si lo hiciésemos
a mano, y moviésemos 1 disco por segundo, en el caso de 8 discos tendriamos que hacer 255
movimientos y tardarfamos unos 4 minutos. Suponiendo un movimiento cada microsegundo,
para mover 60 discos harfan falta 36600 afios. Ya vemos, entonces, que un andlisis de este
algoritmo nos lleva a detectar un comportamiento fundamentalmente diferente al del algorit-
mo de Euclides. Finalmente, y para este algoritmo, podemos tratar también la cuestién de la
complejidad y demostrar que no es posible encontrar un algoritmo que resuelva el problema
con menos movimientos. Supongamos que /2(n) sea el niimero minimo de movimientos para el
algoritmo mejor posible. Consideremos la relacién entre i(n+ 1) y h(n). Para el caso con n+ 1
discos, el disco de abajo de todo se tendrd que mover en algiin momento. Antes de hacerlo,
los otros n discos habran de estar en uno de los otros palos. Esto quiere decir que al menos
se habran hecho /(n) movimientos y, similarmente, cuando se haya cambiado de sitio el disco
de abajo, se tendrdn que hacer al menos A(n) movimientos mas para poner el resto de discos
encima de él. Por tanto (n+ 1) debe valer como minimo 2/(n) + 1. Dado que, 16gicamente,
h(1) = 1, resulta de la ecuacién tltima que /(n) > h(n) para todo n. Asi, h(n) es el nimero de
movimientos para el mejor algoritmo.

1.5 Comparacion de algoritmos

En la seccién anterior hemos visto como es posible estudiar el comportamiento de un algoritmo
y encontrar su complejidad temporal (o espacial) en funcidn del tamafio de los datos de entrada.
Dada, por ejemplo, la relacién directa que hay entre la complejidad temporal de un algoritmo
y el tiempo de cdlculo de su implantacién, podemos ver facilmente qué tipo de problemas son
tratables en la practica. Si usdsemos una maquina que realizase una operacién bdsica cada
microsegundo, podriamos escribir la tabla 1.2.

Observar que, aunque mejoremos mucho la rapidez de las maquinas, la tabla no se modifica
esencialmente. Suponiendo que lleguemos a tener en un futuro préximo maquinas 1000 veces
mds rdpidas, esto simplemente significaria dividir por 1000 los valores de la tabla, cosa que,
evidentemente, no afecta el comportamiento asint6tico. Es mds importante, entonces, conse-
guir buenos algoritmos para que ninguna instancia del problema conlleve una resolucién con
un tiempo superior al polinémico.
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Tabla 1.2: Tiempo de célculo segtin la complejidad (una instruccién por microsegundo)

n=10 n=20 n =40 n=060 n = 1000

n | 0.00001 s 0.00002 s 0.00004 s 0.00006 s 0.001 s
n? | 0.0001 s 0.0004 s 0.0016 s 0.0036 s 1s

n3 0.001 s 0.008 s 0.064 s 0.216s 17 m
2" 0.001 s 1s 12.7 dias 36 534 anos

Cromagnon
n!'| 3.629s 77094 afos 2.6 10%* afios 2.6 10 afios
Neanderthal Edad del Universo
1.5 100 afios

Asi pues, la eleccion del algoritmo es una parte esencial asociada también a su andlisis. Para
ilustrar este hecho dedicaremos esta seccién a comparar diversos algoritmos de ordenacién de
listas. El objetivo de los algoritmos es ordenar una lista de elementos de un conjunto seguin la
relacion de orden que hay. Esto incluye la ordenacién alfabética de nombres, la ordenacion de
reales, etc.

El primer algoritmo considerado es el llamado algoritmo de insercion. Consiste en ir con-
siderando uno a uno los elementos de la lista, a partir del segundo, e insertarlos en la posicién
que les corresponda comparando con los anteriores hasta encontrar su sitio.

Entrada: Una lista, L = {a;,ay,... ,a,}, con n elementos no ordenados.
Algoritmo INSERCION
Parai =2 hastan
tmp < a;
ji—1
repetir hasta que j =0 o bientmp > n;
Njt1 < n;j
jei-1
njiy < tmp
Salida: La lista L ordenada.

El nimero de comparaciones que efectia el algoritmo es el aspecto critico en su andlisis. En
el caso peor, cuando la lista esté ordenada al revés, serdn precisas 1 +2+3+4---4+ (n—1) =
n(n— 1)/2 comparaciones, esto es, un polinomio O(n?) en el tamafio de entrada.
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1 Algoritmos 17

(Cudl es el nimero de comparaciones en el caso medio? El algoritmo de insercion es pre-
cisamente uno de aquellos casos en que el andlisis del caso medio no es mucho maés dificil de
efectuar que el andlisis del peor caso. Es preciso en primer lugar encontrar el valor medio de
la posicion en la cual insertar el elemento ¢;, ya que esto nos da el nimero medio de com-
paraciones para cada i. Consideremos que todas las i! posibles ordenaciones son igualmente
probables. Con esto, la posicién donde insertar @; puede ser cualquiera entre la primera (a; es
menor que cualquiera de los i — 1 valores ya ordenados) y la i (a; es més grande que a;_1). Si
el sitio correcto donde insertar a; es la posicién j, entonces la cantidad de comparaciones es
i—j+1donde j=2,3,...,i. Sia;se tuviese que insertar en la posicién j = 1, entonces el
ntimero de comparaciones es i — 1. El nimero medio de comparaciones resulta ser:

i—1

i
i1+ Y (i—j+) | = < |i-1+Yk
j=2

~ =

i

Y
+
\e]

Para encontrar el nimero total de comparaciones sélo es preciso sumar esto entre 2 y n'y
encontramos finalmente:
1 [n(n +1) 1]
2 2

Otro algoritmo O(n?) es el algoritmo de burbujas. Este algoritmo es simple de describir. La
idea es pasar por la lista intercambiando dos elementos sucesivos si estdn en orden incorrecto.
Al final de la primera pasada, el elemento més grande quedard situado en el sitio correcto. Se
hace ahora otra pasada y serd el segundo mds grande el que se situard en su sitio. En total
serdn precisas n — 1 pasadas para conseguir ordenar la lista. También vemos que en la segunda
pasada no es preciso llegar al final, s6lo es preciso considerar los n — 1 primeros elementos.
Andlogamente, n — 2 en la tercera, etc. El nimero total de comparaciones es el mismo que con
el algoritmo de insercién. El nombre del algoritmo proviene de la asociacion con el hecho de
que en cada pasada el elemento mayor se va desplazando hacia un extremo como si fuese una
burbuja dentro de un liquido que subiese a la superficie.

Otro algoritmo conocido de ordenacién es el algoritmo mergesort. Es un ejemplo cldsico
de la técnica algoritmica conocida como dividir y vencer. La idea consiste en dividir la lista
en dos por la mitad y ordenar cada mitad recursivamente. Al final se combinan las dos listas
manteniendo el orden creciente.

Damos primero el algoritmo de combinacion de listas:
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Entrada: Dos listas L; = {ay,an,...,a,} y Lo ={bi1,by,... ,bs}

Algoritmo COMBINA(L1,L,) [L; v L, tienen r y s elementos ordenados]
1. i+ 1,j< 1, k<« 1.
2. 2.1. Sia; <bjhacerc, < a; ySii<rhaceri<i+1.

sino hacer ¢, < b; y Si j < s hacer j < j+1
2.2. Sii=rhacera, < b;ySij=sfer b < a,.

3. k+k+1.
4. Sik < r+ s volver al paso 2.
Salida: La lista ordenada L = {cy,c2,... ,Cris}-

El algoritmo MERGESORT de ordenacién de listas para el caso de una lista de naturales viene
dado por:

Entrada: Lalista L = {g;,di;1,...,a;} con n naturales.
Algoritmo MERGESORT
1. Si L tiene un sélo elemento la lista esta ordenada. Salir.

2.k« |H].
Ly < {aj,aiy1,... ,ar}.
Ly < {ars1,a142,. .. ,a;}.
3. Ordenar por separado L; y L, usando MERGESORT. [1lamada recursival

4. L< COMBINA(L;,Ly).
Salida: La lista ordenada L.

Podemos estudiar un poco la complejidad de este algoritmo. Para la etapa de combinacién
de listas se hacen n — 1 comparaciones. Asi, el total de pasos vendra dado por
n n
M(n)=m(|3 ) +m(|5))+n-1, m(1)=0
Se trata, como en el caso de las torres de Hanoi, de solucionar esta ecuacion recursiva. La
estudiaremos en el caso en que n sea una potencia de 2. De entrada, cambiamos n — 1 por
n (encontramos una cota superior, de todas maneras n — 1 correspondia al caso peor de la

combinacién de listas). Como n = 2, introduciendo m(k) = M(2¥) la ecuacién nos quedara:
m(k) =2m(k—1)+2%,  m(0) = 0. Esta ecuaci6n es ficil de resolver.
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Ejercicio 1.4. Demostrar por induccién que la solucién de la ecuacion
m(k) =2m(k—1)+25  m(0)=0
es m(k) = k2.

Asi resulta que el niimero total de pasos es M(n) < nlogn. No es dificil de ver que este
resultado es vélido para cualquier n aunque no sea una potencia de 2. En resumen, estamos
ante un algoritmo de ordenacién O(nlogn). Un inconveniente del algoritmo es la ocupacién
de memoria. Observad que en la etapa de combinacién se crea una nueva lista del mismo
tamafio que la inicial (de hecho puede ser modificado per evitar esto, a costa de aumentar su
complejidad).

Finalmente presentamos el algoritmo quicksort. También es de la familia de algoritmos de
dividir y vencer. Mientras en el algoritmo anterior se trata de partir la lista lo mas exactamente
posible, ahora lo que se hace es partirla creando nuevas listas de forma que una sublista tenga
elementos inferiores o iguales a la otra.

Entrada: Lalista L = {a;,ay,...,a,} de n naturales.
Algoritmo QUICKSORT
1. Si L tiene un solo elemento la lista estd ordenada. Salir.
2. Considerar a; el primer elemento de la lista.
3. Separar el resto de la lista en dos sublistas L; y L,
de forma que L; contiene los elementos anteriores a a; y L, los posteriores.
4. Ordenar por separado L y Ly con QUICKSORT.  [llamada recursival
5. Concatenar la primera lista, el elemento a; y la segunda lista.
Salida: La lista ordenada L.

Ejercicio 1.5. Escribir un algoritmo para separar una lista de acuerdo con el paso 3 del algo-
ritmo QUICKSORT.

Se puede ver que QUICKSORT tiene una complejidad temporal—nimero de comparacio-
nes—O(nlogn) (como MERGESORT). ;Cudl de los dos es preferible?

1. El peor caso de QUICKSORT se sabe que es de orden mds grande que el peor de MERGE-

SORT. En general, los casos peores son poco probables. Asi, este aspecto lo hemos de
tener en cuenta, pero no es decisivo.
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2. La utilizacién de la memoria en QUICKSORT es de orden n, mientras que en MERGE-
SORT es de 2n. Esta es una cuestién importante si queremos emplear ordenadores pe-
quefios para tratar grandes cantidades de datos.

3. Si se hace un andlisis de la complejidad temporal para el caso medio, el factor resultante
se inclina ligeramente a favor de MERGESORT. Si tenemos en cuenta que el movimiento
de elementos de la lista no ha sido contado (s6lo las comparaciones), en la prictica
resulta que QUICKSORT es mds rapido.

Con este estudio se ha pretendido mostrar que el andlisis de algoritmos puede ayudar de
forma importante en el disefio de un algoritmo para la resolucién de un problema concreto.
Sin embargo, como veremos mds adelante, hay problemas que son intrinsecamente dificiles
de tratar y para los cuales no se conocen algoritmos eficientes. Ser capaz de identificarlos y
conocer sus limitaciones también serd de utilidad.

1.6 Clasificacion de algoritmos

Para poder discutir de una forma abstracta y general la eficiencia de diferentes algoritmos en
la solucién de problemas y asi poder hacer una clasificacién, es preciso en primer lugar hacer
una consideracion sobre los tipos de problemas que se nos pueden plantear:

e Problemas de biisqueda: Encontrar una cierta X en los datos de entrada que satisfaga la
propiedad P.

e Problemas de transformacién: Transformar los datos de entrada para que satisfagan la
propiedad P.

e Problemas de construccion: Construir un conjunto C que satisfaga la propiedad P.
e Problemas de optimizacién: Encontrar el mejor X que satisface la propiedad P.
e Problemas de decision: Decidir si los datos de entrada satisfacen la propiedad P.

Para una discusion abstracta sobre la posibilidad de resolver problemas mediante algorit-
mos eficientes, resulta conveniente reformularlos en términos de problemas de decisién, en el
sentido de buscar una respuesta del tipo si/no. Esto nos permitird poder comparar problemas
muy diferentes. Por ejemplo, el problema de multiplicar dos enteros (dados x e y, ;cudl es el
valor de su producto?) puede presentarse también como: Dados los enteros x, y y z, ;es cierto
que xy =z?

Un problema de decision se dice que es de tipo P si para su resolucién son precisos al-
goritmos que realicen un nimero de operaciones basicas O(p), donde p es un polinomio en
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el tamafo del problema. Hay un tipo de problemas especialmente dificiles de tratar. Son los
llamados NP, que quiere decir no deterministico polinomico. Estos problemas pueden ser re-
sueltos en tiempo polindémico con una maquina de Turing no determinista 0 MTND, que puede
ser definida como un conjunto de MTD procesando la cinta en paralelo. En este caso, la com-
plejidad temporal en funcién de la longitud n de la entrada viene dada por el nimero de pasos
maximo que puede hacer, considerando todas las posibles entradas de longitud n y tomando
como tiempo correspondiente a una entrada el de la miquina de Turing determinista que ha
tardado menos que todas las que computaban en paralelo. Una solucién de un problema NP
puede ser comprobada en tiempo polinémico.

Para muchos problemas NP se conocen cotas lineales eficientes, sin embargo las cotas
conocidas para el caso peor son exponenciales.

Los problemas tipo P se incluyen claramente en el conjunto de problemas tipo NP. Una
controversia conocida en el mundo de la algoritmica es si P es igual a NP. Se piensa que
P # NP. El hecho que esta cuestion sea dificil de responder reside en la dificultad de probar
que un problema no se puede resolver en tiempo polindmico. Para esto seria preciso considerar
todos los posibles algoritmos de resolucién y demostrar que todos ellos son ineficientes.

Se dice que un problema de decision X se puede transformar polindmicamente en otro
problema de decisién Y si, dadas entradas A y B, que pueden construirse una de la otra en
tiempo polinomial respecto del original, A hace que X tenga respuesta afirmativa si y solamente
si B hace que Y tenga respuesta afirmativa. Con esta nocién se puede introducir la definicién de
problema NP-C (NP-completo). Un cierto problema X es del tipo NP-C si, ademas de ser NP,
todos los otros problemas NP se pueden transformar en X polindmicamente. Se demuestra [4]
[7] que, si se sabe resolver de forma eficiente uno de los problemas NP-C, quedan resueltos
todos. De la misma manera, si se demuestra que uno cualquiera de los problemas de esta
categoria no es tratable, todos los otros tampoco lo son.

Finalmente conviene comentar que, a pesar de la dificultad de dar algoritmos eficientes
para la solucién general de problemas del tipo NP-C, se conocen buenos métodos heuristicos
que llevan a soluciones cuasi-Optimas. Asi, en el capitulo 7 se presentaran algunos de ellos.

Notas historicas y bibliograficas

Aunque las primeras referencias escritas de algoritmos son de los griegos (por ejemplo, el al-
goritmo de Euclides, Elementos, libro 7, prop. 1-2), el nombre tiene origen en el matematico
persa Abu Kha’far Muhammad ibn Musa Abdallah al-Hwarizmi al-Madjusi al-Qutrubulli, na-
cido en Hwarizm (Urgen¢, Uzbekistdn) hacia el afio 780 y que trabajé gran parte de su vida
en Bagdad. Asi, la palabra algoritmo en realidad viene del nombre del pueblo donde nacid
este matemdtico, mds conocido por su obra Kitab al-jabr wa’l-mugabala, que precisamente
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da nombre a otra parte importante de las matemdticas: el dlgebra. A pesar de los origenes
histéricos realmente antiguos de ejemplos concretos de algoritmos, la formulacién precisa de
la nocién de algoritmo es de este siglo. La aportacién més importante es sin duda la de Alan
Turing, matematico inglés que en el afio 1932 introdujo el concepto de mdquina de Turing, que
ha contribuido enormemente al desarrollo de la teoria de la computabilidad. Otro hito a indicar
fueron los resultados de S. A. Cook (1971) y L. Levin (1973) sobre los problemas NP-C. La
algoritmica es una de las dreas cientificas més activas. Entre los dltimos avances interesantes
es preciso destacar los trabajos (1988 y 1990) sobre complejidad estructural de José L. Balca-
zar, Josep Diaz y Joaquim Gabarrd, profesores de la UPC, y el resultado de 1990 de Carsten
Lund, Lance Fortnow y Howard Karloff de la Universidad de Chicago, Noam Nisan del MIT y
Adi Shamir del Weizmann Institute, que de forma resumida dice que practicamente cualquier
problema, incluyendo los NP, tiene una verificacion probabilista sencilla.
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Problemas

1. Se considera una maquina de Turing donde la cinta usa un alfabeto con los simbolos x, 1
y 2 (ademds de la posibilidad de tener la casilla vacia, b). Los estados son cinco, de los
cuales dos son estados especiales de parada que llamamos Ag; y Ayo. Dad un programa
que compruebe si un entero m, m > 1 divide exactamente a otro entero n. Para ello usar
la representacion unaria para m y n 'y entrar los datos en la cinta inicialmente como

[ L1, b1, 1 ]

con m unos en la parte a la izquierda del cabezal, que se encontrard situado sobre la
casilla vacia, y n unos a la derecha.

2. Sea P, el peor caso, en cuanto a comparaciones, en que se puede encontrar el algoritmo
QUICKSORT para ordenar una lista de n elementos.

(a) Justificar las ecuaciones:

Pn =n— 1+ max (Pi—i-Pnf,;l); P() =0
0<i<n

(b) Demostrar que la solucion (Gnica) de las ecuaciones anteriores es P, =n(n—1)/2

3. (a) {Qué tipo de lista inicial lleva al peor comportamiento para el algoritmo de burbu-
jas, en cuanto a comparaciones?

(b) Realizar el andlisis del peor caso para este algoritmo.
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