POLITEXT 99

Matematica discreta



POLITEXT

Francesc Comellas - Josep Fabrega
Anna Sanchez - Oriol Serra

Matematica discreta

EDICIONS UPC



La presente obra fue galardonada en el segundo concurso
"Ajuts a |'elaboracié de material docent" convocado por la UPC.

Traduccion al castellano de la obra original en catalan
Matematica discreta, realizada por Gabriel Valiente.

Primera edicion: febrero de 2001

Disefio de la cubierta: Manuel Andreu
© Los autores, 2001
© Gabriel Valiente, para la traduccion, 2001

© Edicions UPC, 2001
Edicions de la Universitat Politecnica de Catalunya, SL
Jordi Girona Salgado 31, 08034 Barcelona
Tel.: 934 016 883 Fax: 934 015 885
Edicions Virtuals: www.edicionsupc.es
E-mail: edicions-upc@upc.es

Produccién: Grup Artyplan-Artimpres S. A.
Agricultura 21, Nave 5, 08980 Sant Feliu de LI. (Barcelona)

Deposito legal: B-7.069-2001
ISBN: 84-8301-456-4

Quedan rigurosamente prohibidas, sin la autorizacion escrita de los titulares del copyright, bajo las san-
ciones establecidas en las leyes, la reproduccion total o parcial de esta obra por cualquier medio o pro-
cedimiento, comprendidos la reprografia y el tratamiento informatico, y la distribucién de ejemplares de
ella mediante alquiler o préstamo publicos.



Indice General

i
£ [ J
Indice General
Prélogo iv
1 Algoritmos 1
1.1 Introduccidn . . . . . . . . . ... 1
1.2 Algoritmos y maquinade Turing . . . . . .. .. .. ... .. ... . ... .. 4
1.3 Lenguaje algoritmico . . . . . . . . . . . . ... .. 7
1.4 Andlisis de algoritmos . . . . . . . . . . ... 9
1.5 Comparacién de algoritmos . . . . . . . . . . . . ... 15
1.6 Clasificacién de algoritmos . . . . . . . . . . . . .. .. 20
Enumeracion 25
2 Combinaciones y permutaciones 27
2.1 Selecciones ordenadas y no ordenadas . . . . . ... ... ... L. 27
2.2 Algunos ejemplos de aplicaciéon . . . . . .. ... 32
2.3 Propiedades de los coeficientes binomiales . . . . . . ... ... .00, 38
3 Principios basicos de enumeracion 49
3.1 Cardinalesdeconjuntos . . . . . . . . ... Lo 50
3.2 Principio de inclusién-exclusién . . . . . .. ..o 51
3.3 Biyecciones. Numeros de Catalan. Particiones . . . . . . . ... ... .. ... 58
3.4 El principio del palomar y el teorema de Ramsey . . . . . ... ... ... .. 64
4 Funciones generadoras 73
4.1 Ecuaciones de recurrencia . . . . . . .. ... oot e e e 74
4.2 Funciones generadoras . . . . . . . . . ... e e 78
4.3 Ecuaciones de recurrencia lineales . . . . . . . ... ... oL, 84
4.4 Nilmeros combinatorios . . . . . . . . ... Lo 89

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



ii

Indice General

Teoria de grafos

5 Grafos y digrafos

5.1 Definiciones bdsicas . . . . . . ... ... ... ...
5.2 Caminos, conectividad y distancia . . . . . .. ... ...
5.3 Operaciones entre grafos . . . . ... ... ... .....
54 Digrafos . . . .. ... e
5.5 Representacién matricial . . . . ... ... ... L. L.
5.6 Grafos y redes de interconexién . . . . . ... ... ...
5.7 Planaridad: la férmuladeEuler . . . . . . . ... ... ..

5.8 Caracterizacion de los grafos planares . . . . . . ... ..

6 Arboles

6.1 Arboles . . ... .. ...
6.2 Arboles generadores . . . . ... ... ... .. .....
6.3 Numero de drboles generadores . . . . . . ... ... ...
6.4 Obtencién de todos los arboles generadores . . . . . . ..
6.5 Arboles generadores de coste minimo . . . . .. ... ..

7 Circuitos y ciclos

7.1 Grafoseulerianos . . . . . ... ... . ... .......
7.2 Ciclos hamiltonianos . . . . .. ... .. .........
7.3 Ciclos fundamentales . . . .. ... ............
7.4 Andlisis de redes eléctricas . . . . .. ... ........

8 Flujos, conectividad y apareamientos

8.1 Redesdetransporte . . . . . .. ... ... ... .....
8.2 El teorema del flujo mdximo—corte minimo . . . . . . . .
83 Conectividad . . ... ... ... ... ... ..
8.4 Losteoremasde Menger . . . ... ............
8.5 Apareamientos en grafos bipartitos . . . . . ... ... ..
8.6 ElteoremadeHall ... ... ... ... ... ......

Estructuras algebraicas

9 Introduccién a las estructuras algebraicas

9.1 Relaciones . . . . ... ... ... ... ..
9.2 Aplicaciones . . . ... ..o

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



Indice General 1il

9.3 OPperaciones . . . . . . . ... i i e e 203
9.4 Estructuras algebraicas . . . . . . . . .. ... ... e 208
10 Grupos 215
10.1 Definiciones y propiedades . . . . . . . . . . ... ..o 216
10.2 Grupos abelianos finitos . . . . . . . ... L oL 224
10.3 Grupos de permutaciones . . . . . . . . . . ... u e 229
10.4 Digrafosde Cayley . . . . . . . . . . . . . e 240
10.5 Enumeracionde Pélya . . . . . . . . . ... ... ... 244
11 Anillos y cuerpos 257
11.1 Definiciones y propiedades . . . . . . . . . . . .. ... 257
11.2 Elanillo de los polinomios . . . . . . . . ... .. ... ... 266
11.3 Cuerpos finitos . . . . . . . . . oL e e e 275
12 Estructuras combinatorias 289
12.1 Disefios combinatorios . . . . . . . . . ... Lo e 289
12.2 Geometrias finitas . . . . . . . . ... Lo 305
12.3 Cuadrados latinos . . . . . . . . . . L L 314
Indice de materias 331

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



Prélogo v

Prologo

La matemdtica discreta es una rama de las matematicas que trata las estructuras finitas y nu-
merables. Esta definicién, forzosamente imprecisa, queda mejor delimitada cuando se da una
descripcion de sus contenidos. A grandes rasgos, las lineas bésicas de las que se ocupa la ma-
temdtica discreta son las técnicas de enumeracidn, las estructuras combinatorias, la teoria de
grafos y las estructuras algebraicas. Asimismo, la algoritmica es una herramienta imprescindi-
ble para la construccién de soluciones a los problemas que se tratan.

Aunque histéricamente éstas eran dreas que no formaban un cuerpo estructurado, el pro-
greso de la informaética y de las técnicas de computacion les ha dado un impulso decisivo y las
ha convertido en una de las ramas de la matematica aplicada con mds vitalidad.

Este impulso ha influido también en el disefio de los curricula en las ensefianzas de inge-
nierfa y matematicas alrededor del mundo. En este sentido, en nuestro pais, la implantacién de
nuevos planes de estudio y la reforma de los existentes hace que la matemdtica discreta haya
sido introducida como un elemento importante de la formacién bésica.

El libro de texto que se propone ha sido pensado para servir de soporte a cursos bdsicos
de matematica discreta. Asi, los conocimientos de mateméticas que se presuponen en el lector
son los que corresponden a unos primeros cursos universitarios de dlgebra y cdlculo. El texto
contiene material més que suficiente para cubrir dos cuatrimestres lectivos, y facilita asi una
cierta flexibilidad en la eleccién de los temas a explicar. Desde el punto de vista pedagdgico
se ha hecho un esfuerzo especial para presentar los temas de una forma simple pero rigurosa.
Como cualquier texto de matemdticas, los problemas al final de los capitulos y los ejercicios
insertados en el texto constituyen un elemento importante del libro.

El contenido del libro se estructura en un capitulo inicial sobre algoritmica seguido de tres
partes dedicadas a la enumeracion, la teorfa de grafos y las estructuras algebraicas discretas.

En el capitulo inicial se introducen las nociones basicas de recursividad, lenguajes algorit-
micos y complejidad de algoritmos. En la primera parte, se hace un repaso de la combinatoria
elemental, se discuten principios bdsicos de enumeracion y se presentan técnicas de enume-
racién mds elaboradas basadas en las funciones generadoras y las ecuaciones de recurrencia.
Paralelamente, se van introduciendo también algunos temas cldsicos de combinatoria como,
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por ejemplo, las particiones de conjuntos y de enteros, desarreglos o la teoria de Ramsey, entre
otros.

La segunda parte presenta los temas basicos de la teorfa de grafos. Se introducen en primer
lugar los elementos bésicos de la teoria y la terminologia. A continuacion se estudian los ar-
boles, en cierto sentido la clase mas simple de grafos, a pesar de tener numerosas aplicaciones
en dreas muy diversas. En particular, se trata también la obtencion de arboles generadores de
coste minimo, que constituye un problema cldsico en investigacion operativa. Sigue el estudio
de la estructura ciclica de un grafo y su aplicacién al andlisis de redes eléctricas. También
se tratan los problemas cldsicos de existencia de circuitos eulerianos y ciclos hamiltonianos,
y su relacién con ciertos problemas de optimizacién combinatoria como pueden ser los pro-
blemas del viajante o del cartero chino. El dltimo capitulo de esta parte estudia tres temas
aparentemente no relacionados, pero que resultan estar estrechamente ligados: flujos en redes
de transporte, conectividad de grafos y apareamientos en grafos bipartitos. Todos ellos tienen
numerosas aplicaciones a problemas de optimizacién y de asignacion y en el disefio de redes
de interconexion.

Finalmente, la dltima parte del libro estd dedicada a estudiar las estructuras algebraicas
discretas. Después de introducir las operaciones binarias y sus propiedades, se presentan los
conceptos bésicos de la teoria de grupos. Se describen las propiedades mds significativas de
los grupos ciclicos y de los grupos de permutaciones, y se dedica una atencion especial a la
representacion de grupos per medio de los grafos de Cayley. A continuacién se tratan estruc-
turas algebraicas definidas a partir de dos operaciones: anillos y cuerpos. En particular, se
estudia el anillo de polinomios y se aplica a la construccién de cuerpos finitos. Las estructuras
combinatorias estudian de manera sistemética las relaciones de incidencia entre determinados
objetos y ciertos subconjuntos de estos objetos. En el dltimo capitulo se introducen los dise-
flos combinatorios como modelos generales de estas estructuras. En particular, se introducen
las llamadas geometrias finitas y se particulariza en el estudio de planes afines y proyectivos
finitos. El capitulo se acaba con el estudio de cuadrados latinos y la construccién de conjuntos
de cuadrados latinos mutuamente ortogonales.

Los autores quieren agradecer especialmente el interés con que el profesor José Luis An-
drés Yebra ha revisado el manuscrito de este libro. Sus correcciones y sugerencias han sido
una ayuda muy valiosa. En este sentido, queremos manifestar también nuestro agradecimiento
al profesor Miquel Angel Fiol Mora, asi como a Javier Oz6n Gérriz.

Agradecemos también el soporte institucional de la Universitat Politecnica de Catalunya y
la confianza depositada en el proyecto de este libro que se ha manifestado en el otorgamiento
de una ayuda para su elaboracién.

Los autores
Barcelona, 23 de marzo de 1994
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