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ijlknm0oqpsrBtvuvwDwTknxymzt|{	}~j���mvr�oqj���tv{�uvm�wTuvps��r.tv{���j�oq{T����o�k�w�j���k���wDp�{�o�j:�Nj�pqjl{T��oqu��
tvk~j�m�oq{D��tv{	��m|��r�p�����oqknw�j�tv{T�"{�wDry��{Tmv Tj�p¡o�pqj�o�j�mvtvr:tv{	p�{D���"rym|tv{Tp¢}�jl�vps{T£yu|m0o�j:tv{
¤g¥¦8§�¨�©�ª+«¬ª�E§B®°¯|²±4³yª+´6±4¨�³yµ²§�Eªg¶ i·j��vp�kn��{Dpqj]ps{T���|uv{T��o�j�r��0¸Bk~j]{T�l�s{T¹Nj�}~j�p
º u|{�}�j���j�oq{D�»��oqknwTj�tvk��swTp�{�o�j	{T��}�j��Nj�psoq{�tv{�}~j���j�o�{T����oqknwTj º uv{¢{T�so�uvtvk�j	}�ry�¼ry�B½s{��oqry��tvkn��wDp�{Do�ry� ¶�¾ �soqj�p�{D���vuv{D�so�j»m|r�p�{T�suv}noqj��lu|¿���j�oqkn�s�4j�w�oqrypsk~j:�|uv{T�À��{T£�uvk���ry�¢��knmwTrymvrBwD{Tp¢{D}���kn£ymvkÂÁNw�j�tvr:tv{T}�wTj�}nknÁNwTj�oqkÂ¸yr�Ã�Ä�ÅEÆ�Ç�È�É�Ê ¶�Ë r.p�{T�suv}noqjl�4��wTkn}ÍÌ��sk�m�p�{DwTuvpsp�knp¢jtv{DÁNm|k�wDk�rymv{D�À��r�p���j�}n{T� º uv{�{Tm'{D�so�{lwDrym0o�{�ÎBoqrÏp�{D��uv}Âo�j�psÐ~j�m]�:u�¿]ry�swTuvp�j��TÌ2tvj�pÀuvmNjtv{DÁNm|k�wDk�xym»tv{�}nr º uv{�{D�¡�s{Tp	Ã�Ä�ÅEÆ�ÇqÈ�ÉÑÊ�Ì�j��sÐ º uv{À¸�j���ry��j�u|oqkn}�kn Tj�pÒj�}�£�uvmvry�Ò{Ñ½s{D���v}nry��4j���kn}Âk�j�ps{T�¡�Nj�pqj.{D}�}�{DwDo�ryp ¶

Ó ry��{Tm| �j���ry��wDrym�}�ry�gm0Ôv��{Dp�ry��mNj�oquvp�j�}�{D�TÌ²uvm�ry�B½s{Do�r º u|{�Ì�j�uvm º uv{��»j�oq{T����o�kÕ�w�j���{Tm�oq{	�vps{TwDk��qj:t|{�wDk�{Dpsoqr:{D�s��uv{Dp� Tr��Nj�p�j:�su]�vps{T��{Dm0oqj�wTknxymgÌv�"{Tp�oq{Tm|{TwT{�jlmBuv{D�so�p�r
�Nj�£�j²½s{	wTuv}Âoquvp�j�}gwDry�lÔvmgÖ

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . . }.
×6rBt|ry��{Dm0o�{Tmvt|{T��ry��}�r º uv{�{D��o�{Tmv{DplØz��kn}�}�j��	r º uv{�{Dm°wD}~j��s{�ÙNj�¿�j�ÚyÛ]j�}nuv��m|ry� ¶Ó uNj�mvtvr¢}�ry�gps{T�vps{T��{Dm0oqj���ry�·��ry}n{T��ry�guv��j�p�uvmNj���{D��knp�p�{DwDoqj�wDry}�rBwTj�mvtvr¢j�}�j¡tv{Dp�{Tw�ÙNj
}�ry��m0Ôv��{Tp�r��¢��jE¿yryps{T�TÖ

1 2 3 4 ...
• − −−− • − −−− • −−−− • −−−− ...ÜÀmvjÝ¸y{D  º uv{Ro�{Tmv{D��r���}nry�]mBÔv��{Tpsry��mNj�o�uvpqj�}n{T�DÌ�p�{DwTuvpspqj���ry��jÝu|mÞry�B½s{Do�r�»j�o�{T����o�knwTr°uvm+�"rBwTrß�����»wTry���v}n{Ñ½srvÌ�}nry�»mBÔv��{Tpsry�Ïp�{Tj�}�{D�Ï�"ry��kÂoqkÂ¸yry�

R+ ¶ ��{
mBuv{�¸yr�àT��oq{�{D��u|m]wTrym�½su|m0oqr.wTrymvrBwDk�tvr º uv{�wTrym�oqkn{Tmv{�j�}gwTrym�½su|m0oqr.tv{�}�ry�¡mBÔv��{Tpsry�mNj�oqu|pqj�}n{T�TÌ

N ⊂ R+ Ìá¿�{D��{T��oqp�knwDo�j���{Dm0o�{��»����£�pqj�mvt|{�Ì N 6= R ¶�â Ùvryp�j»wTr�m0oqkn{Tmv{j�}áwD{Tp�r|Ìvj�}~j��Ò��pqj�wTwDk�xymv{D�ã¿�oqj��l�vk�àDmÏj�{D��ry�¡mBÔv��{Dp�ry��È�Å�äNÈ�Æ�Ä4å�æ�È�Å º uv{�mvrl�srymÏ��pqj�w��wTk�r�mv{T�:ç4{D�	t|{TwDk�p º uv{:mvrÏ�s{:�vu|{Ttv{Dmè{T��wDp�kn�vk�pÀ��{Dtvk~j�m0oq{�uvm�m0Ôv��{TpsrÏtv{TwDk���j�}wTrymuvmNj.w�j�m�oqk�tvj�t�ÁNm|kno�j:tv{�wTkn��p�j���r�wTrym]uvm��"{TpsÐ�rBtvr�é¡wDry��r��"ryp¢{�½s{T���v}nr.{T}�mBÔv��{Tpsr
√
2
r�{T}�m0Ôv��{Tpsr

e ¶
ê



ë
×Sj��l�vk�àDm.��ry}n{T��ry��p�{D�vp�{D��{Dm0o�j�p�j	}�r���mBÔv��{Tpsry��p�{Tj�}�{D���"ry�skno�kn¸yry����{Tt|k~j�m�oq{�u|mNj

�s{T��k�psp�{Tw�o�j�tvrymvt|{�w�j�tvj�u|mvr�tv{��suv�S�vuvm0o�ry�S{D�Suvmlm0Ôv��{Tpsr�p�{Tj�}0¿�ÙNj�wDk~j�}�j�tv{Tps{Tw�ÙNj
º uv{DtNj�m�rypstv{TmNj�tvry�¢tv{���{Dmvryp¢j.��j�¿yrypTÖ

0 1 2 3 4 ...

��k�ps{T��ry�6wTrymltv{Do�{Tmvkn��kn{Tm�oqr�uvm:wDrym�½suvm�oqr�¿�r�oqp�r ¶Sì jE¿�wDuNj�m0o�k�r��qj��StvkÂ��{Tp�{DmvwTk�j��{Dm0o�p�{Ò{T}n}�r����"{Tpsr�j º uvÐy¸�j���ry�j¢wD{Tm�oqpqj�p�mvr��6{Dm�}~j�� º uv{Ò{T��o�j��|}�{TwD{Tm�}�ry��wDrymvwT{D�|oqr��6tv{Ã�Ä�ÅEÆ�ÇqÈ�É�Ê�ç º uv{À��{�j��v}nk�w�j�j�}�ry��mBÔv��{Tpsry�ãmvj�oquvp�j�}�{D��é¼¿.tv{.Æ�Ê�íNÉ4ÄîíNïVÊ�ç4j�}nry�Òm0Ôv��{Tp�r��ps{�j�}n{T�qé ¶
i�ry�6mBÔv��{Tpsry�6mNj�oqu|pqj�}n{T�6�srymlt|k���wDp�{�oqry�DÌy{T�St|{TwDk�pTÌ���{�tvkn���"rymv{Dml{Tm�}~j��s{T��k�p�ps{Tw�o�j

º uv{»}�ry��ps{T�vps{T�s{Tm�o�j°ÅEÈ�ä|å�Çså�ÃBÊEÅzÈ�íNÉ<ÇqÈ�Å�ð ¶ �À{T}ãuvmvr�j�}Òtvr���ÙNjE¿ñuvm?�qj�}Âoqr�t|{Ïu|mNju|mvk�tNj�t ¶�Ë r]ÙNjE¿�mvknmv£yÔvmñm0Ôv��{Tp�r]mvj�oquvp�j�}�{Dm0o�p�{�{T}n}�r��TÌ�{T��tv{DwTk�pDÌmvr]{òÎ|kn�so�{ n ∈
N
o�j�} º u|{ 1 < n < 2 ¶ i�rÝ��k�����rdrBwDuvp�ps{R{Dm0oqps{R{T}�tvry��¿I{T}	oqp�{D��rÝ{Dm0oqps{

t|ry�¢wDuNj�}�{D� º uvkn{Tpqj:mBÔ|��{Dp�ry��mNj�oquvpqj�}�{D��wTrym|��{TwDu|oqkÂ¸yry� ¶ i�ry��wDrym�½suvm�oqry��Ávmvkno�ry��r.}nry�m0Ôv��{Tp�r���{Dm0oq{Dp�ry�
Z
ç4uvm|k�xymdtv{]}�r��.mNj�oquvpqj�}�{D�.{T}

0
¿ß}�r��.mv{D£�j�o�kn¸yry�qé�oqkn{Tmv{DmÝtv{

kn£yuNj�}2��j�mv{Dpqj:{D�so�j.�vp�r��vk�{DtNj�t ¶
ó k�mÏ{T�l�Nj�ps£yrvÌ�}nry��mBÔv��{Tpsry�¡p�{Tj�}�{D�¡��rymz�:u�¿»tvkn�soqknm0o�ry� ¶�¾ ��o���mzo�rBtvry�ãäNÈÍô�å�ÃBÊEÅ�Ìm|r º uv{DtNj�mÏÙBuv{DwTry��{Tm0o�p�{�{D}�}nry�TÌ0}~j�ps{Tw�o�j º uv{�}nry�ãps{T�vps{T�s{Tm�o�jl{T��o���wDry���v}�{�o�j���{Tm�oq{�|uvm0o�{�j�tNj ¶Ò¾ m0o�p�{�{T}2uvmvrl¿»{D}2tvry�¡mvr:ÙNj�¿�åEô�ïòõ�È�Ç�ÊEÅ�Ì��sk�{D���vps{�ÙvjE¿»m0Ôv��{Tp�r��¡{Tm�oqp�{{D}�}nry�Tö"{D�soq�»�"rypÀ{Ñ½s{D���|}�r�{D}

1.5
{Dm'��{Dtvk�r ¶�¾ m0o�p�{�{D}ã÷�¿]{T} 1.5 {T��o��»�"r�pÀ{Ñ½s{T���v}nr{D}

1.2 ¶�ø {Dm0o�p�{�{D}
1
¿zuvm]mBÔ|��{Dp�r��lu|¿ÏwT{Dp�w�j�mvr»j�÷yÌN�"r�mv£�j���ry���"ryp¢{�½s{T���v}nr.{T}

1+10−10
7 çî¸y{TpstNj�tv{Dpqj���{Tm�oq{ãwD{Tpsw�j�mvr�¿�j º uv{ã}�j¢tvkn�so�j�mvwTk�j¢{D�6wT{Dp�rÀwTry��j¢uvm���kn}n}nx�mt|{	wD{Tpsry�¡¿�}�uv{D£yrlu|mzuvmvr0éòÌ|ÙNjE¿�mBÔv��{Dp�ry�¡�"r�p¡��{Tt|k�rvÌB�"ryp�{Ñ½s{D���|}�r�{T}

1+ 10−10
8 ¶ùÒj�}�£�j�{T��o�j	j��vpsrEÎ�k���j�wDk�x�m�j�}~jÀmvrBwTknxymlt|{¡��{DpÀÆòÊ�íNÉ4ÄîíNïNÊ�ÖwTr����v}n{Doqj���{Tm0o�{ã�"{T£yj�tvry�

{Dm0o�p�{:��ÐÍÌg�sk�m�{T�s�Nj�wDk�ry� º uv{.}nry���s{T�Nj�pqj�m ¶ �À{.}�j»��r�p���j�}nkn Tj�wTknx�m'tv{:{D�soq{:wTrymvwD{T�|o�r{D�¢tv{�tvr�mvtv{��Nj�psoq{	}�jlk�tv{Tj:tv{	}�Ðn��kÂo�{À¿z�"r�p¡o�j�m�oqr.}nry�¡wTrym|wT{T��oqry�¢tv{�wDrym0o�k�mBu|k�tNj�t
t|{���uvmvwDk�r�mv{T�DÌ¼t|{Tp�kÂ¸�j�tNj�ÌSknm0oq{D£yp�j�}�¿�Ì¼{Dm°ÁNm2ÌSo�rBtvry��}nry� º uv{»��{�{T�so�uvtvk�j�pq��mR{Tm?{D}wDuvp��sr�tv{�ú¡j��s{T��tv{���j�oq{T����o�k�wTj�� ¶

Ó rymÏ{T��o�j�mvrBwTknxym»knm0oqu|knoqkÂ¸�j�j�wD{Tpsw�j�tv{ º uvà�{D�¡}~j���j�oq{D�»��oqknwTj�tvkn��wDp�{Doqj�}~j�}nk��soqjt|{�wDrym0o�{Tmvkntvry�¢tv{D}�wTuvps��r�m|ry��j�wT}�j�pqjluvm]�"rBwTr������DÖ

• i·x�£yk�wTj
• â }�£�ryp�kÂoq�.ry�
• â p�kÂoq��àDo�k�wTj�¿ â p�kÂoq��àDo�k�wTjl��rBtvuv}�j�p



Ø

• Ó ry�l�vknmNj�o�ryp�k�j
• û pqj���ry�
• ü {T}~j�wTknrymv{T�
¾ �so�r�{D�TÌ²��ryps�»j�}nkÂ �j�pDÌ�tvkn��{T¹vj�p��vpsrBwT{D��ry��ÁNmvkÂoqry�g�Nj�pqj¡p�{T�sry}n¸�{Tp��vp�r��v}�{D�»j��TÌ²j�mNj�}�kÕ� �j�pÒ}�j��Ò�|p�ry�vkn{Ttvj�tv{T����uvmvtNj���{Dm0o�j�}�{T��tv{À}nry��mBÔv��{Tpsry�Ò{Tm�oq{Tpsry�TÌ�wDrym0oqj�pTÌ0{Tm0uv��{Dpqj�pDÌ

p�{T}�j�wDk�rymNj�p¡wTr�m�½suvm0o�ry��ÁNmvkÂoqry�TÌvps{T�vps{T�s{Tm�o�j�p�{T��o�j��¢p�{T}�j�wTknrymv{D� ¶Â¶n¶
ÜÀmvjÏ¸y{D  º uv{:Ùv{T��ry��p�{T�s�"rymvtvkntvrñç4tv{l��r�p���j»k�m�oquvkÂoqkÂ¸�j�é�jÏ}~j»�vp�{D£yuvm�o�jz�sry�vps{{T}"wDrymvwT{D�|oqrlt|{���j�o�{T����oqknwTj�tvkn��wDp�{Doqj���{�oqpqj�o�j�tv{Àp�{D���"rymvt|{Tp¡j�Ùvryp�j�j�}~j�wTu|{T�so�k�xym

tv{�ý�þ µÏ¤g¥·¦'§B¨D²¥´±4ªvµ»®°ª|E§B®°¯�²±<³�ªè´6±4¨�³yµ²§�Eªg¶
¾ m��|p�k���{Dp�}nuv£�j�p�}�j���j�o�{T����oqknwTj¡{Dm�£�{Tmv{Dpqj�}y¿�}~j¡�»j�o�{T����oqkÂw�j¡t|k���wDp�{�o�j¢{Dm��Nj�p��oqk�wDuv}~j�poqkn{Tmv{�uvm:w�j�p���wDo�{Tp¼knmv�soqpsuv��{Tm�o�j�} ¶ ×6rBtvj���}�j��SwDk�{Tm|wTk~j��¼uv��j�m:}~j���j�o�{T����oqknwTjwTry��rÏknmv�soqpsuv��{Tm�oqrèç4�vj�pqj�ÿ»È�Ã�ÄîÇ��ÀÆ�å�æ�Æ�ï�æÂå�Ç���È�ÅòÉ<Äîÿ�å�Ç���ÃBÈ���íNÄîÇ ¶Â¶n¶ é'{lknmvwD}�uv�srÏwTry��r}�{Tm|£yuNj²½s{.tv{.{�Î��vp�{D��knxymGç4�"ryp�{�½s{T���v}�r�}�j���{DwTuvj�wTknrymv{T��tvkÂ��{Tp�{DmvwDk~j�}n{T�	�Nj�p�j�}~jÏ��Ðn��kÂ�

w�j�é ¶°¾ mdwTr�mvwTps{Doqr|ÌÒ}~j���j�oq{D����oqknwTj�t|k���wDp�{�o�j'{T�soq��}�kn£�j�tNj��|p�r���uvm|tNj���{Tm�oq{zj�}�j��Ó k�{DmvwTk�j��¡tv{	}�j Ó ry���vu|oqj�wTknxymÏ�vuv{D�¢}nry��ry�B½s{Doqr���wDrym�}nry� º u|{	o�pqj�oqjlu|m�ryp�t|{TmNj�tvryp��rymñry�B½s{�oqry�	Ávmvkno�ry��ç<j�u|m º uv{��vu|{Ttv{Dm°�s{Tp��lu|¿'£ypqj�mvtv{T�qé�¿��"ryp	{T}Soqp�knuvm|��rztv{.}�joq{TwDmvry}nry£yÐ�j�tvkn£yknoqj�}4Ì º uv{�{Dm]�luvw�Ùvry��j����"{DwDoqr���{D�¢uvmvj:p�{T�|p�{T�s{Tm�o�j�wDk�xym]t|k���wDp�{�o�j:tv{}~j�p�{Tj�}�kntNj�t ¶Àâ }�ry��¸y{Tps�"ry��j�m0oq{Dp�knryp�{D��ry�B½s{DoqrÏtv{�}~j���j�oq{D�»��o�knw�j�tvkn��wDp�{DoqjÏ�"rBtv{ò�
��ry��j���rBwDk~j�p�j�}�£�ÔvmRwDrymvwD{T�|o�r'p�{D}~j�wTk�r�mNj�tvr�wTrym°}�j]knm|��ryps�»��oqkÂw�j|Ö���Ê�Çòÿ�å�æ Ä��Eå�Ç�wTrym
æ�È�íBô�ïvåsõ�È�Å�ÃBÈ�ä"ÇqÊqô�Çså�ÿ�åBÆ�Ä	��íNÌ�ä"ÇqÊEÆ�È�ÅEÊEÅ
��íNÄîÉÑÊEÅ¡wTrym?å�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»ÊEÅ�Ì�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ:È�íNÉ�È�ÇqÊEÅ
wTrym'Æ�Ç�Ä ä"É�Ê�ô�Çså�òð4å�ÌáÆ�Ê�íNÉ å�Ç6wTr�m�È�Å�É4ïvÃ�Ä4å�Ç¢æÂå.Æ�å�ä|åBÆ�Ä4Ã�å�Ã�ÃBÈ¢ï�í�Ê�ÇsÃBÈ�í"å�ÃBÊ�ÇòÌáÈ�íNïBÿ»È�Çså�Ç
wTrym���å�ÅEÈ�Å�ÃBÈ�Ã�å�ÉÑÊEÅ�Ì|Ç�È�æÂåBÆ�ÄÍÊ�í"å�Ç·wDrymzÇ�È�ÃBÈ�Å�Ì|Ç�È�ä"ÇqÈ�ÅEÈ�íNÉÍå�Ç¡æÂå�Å¢ÇqÈ�æÂåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å·wTrym�ä"æÂå�í2ÊEÅ
ÃBÈ�ÇqÈ�ÃBÈ�Å ¶Â¶n¶

�6ryp6r�oqpsr�}�j�tvrÀ}~j��»j�oq{T����o�knw�j�oqk�{Dmv{�u|m:wTj�pq��wDoq{Dp6��ryp���j�o�kÂ¸yrÀ�Nj�p�j�uvmlwDk�{Tm�oqÐÂÁNwTr
wTuNj�} º uvk�{Dpqj]¿ño�j��l�vknàTm°�vj�pqj�u|mßk�m|£y{Tm|k�{Tpsr ¶�¾ �swTpsk��vknp�wDrym?wT}~j�p�k�tvj�tgÌ��ryp���j�}nkn Tj�pTÌj�t º uvk�psk�p�tv{T��oqp�{D �j����Nj�pqj»{Tm���p�{Tm�o�j�p���kÂoquNj�wDk�r�mv{T��m0uv{D¸�j��TÌ�wTj�}nwTuv}�j�p�¿�pqj� TrymNj�p�wTrym�vp�{DwTk��sk�x�mgÌ2�"{Tps��{Dps¸y{Tp�j�p	wTrym�wDrymv�soqj�mvwDk~j ¶Â¶n¶ �srym�ÙNj��vkn}�kntNj�tv{T����uvmvtvj���{Dm0oqj�}�{D���Nj�p�j{T}VwDk�{Tm�oqÐÂÁNwTr�r�{T}Vk�m|£y{Tmvkn{Tpsr�¿.�vj�pqj�}~j�� º u|{À}~j����»j�o�{T����oqknwTj�����r�m»u|m»knmv�so�p�uv��{Tm�oqrj�tv{TwDuNj�t|r�tv{�tv{D�qj�psp�ry}n}�r]ç�{D¸Bk�tv{Dm0o�{T��{Tm�oq{�mvr.{T}�ÔvmvknwTr�é ¶

�SknmNj�}n��{Dm0o�{��s{T¹Nj�}~j�p º uv{�{T}áwTuvps��r.{D�soq�:{D�so�p�uvw�oquvp�j�tvr.{Dm���oq{D��j��TÌ�w�j�tvj�oq{D�»joqk�{Dmv{�uvmNj��"{ º uv{D¹Nj�knm0oqpsrBtvuvwDwTk�x�mltvrym|tv{��s{�{�Î��v}nk�wTj�ml}�ry�Sr���½s{�oqkn¸�ry� º uv{��|p�{Do�{Tmvt|{����ry�Àj�}�wTj�mv Tj�pTÌ"u|mNj»ps{T}~j�wTknxym�j�u|o�rBwTrym�oq{Dmvk�tvj�tv{�}nry�ÀwDrymvwD{T�|o�ry��¿]p�{T�suv}noqj�tvry� º uv{Ùv{T��ry����{D}�{TwDwTknrymNj�t|rvÌ0{Ñ½s{T���v}nry��k�}�u|�soqp�j�tvryps{T�¼¿.{�½s{TpswTknwTk�r����vp�ry�|uv{T��oqry��¿.ps{T��u|{T}no�ry� ¶
¾ }wTj��vÐÂoquv}nr���{T�ÀuvmNj�wTry}n{TwDwTknxym�t|{�{òÎv����{Dmv{T���vpsry�vuv{D�soqr���¿]ps{T�suv{T}Âoqry�DÌá�»j�oq{Tpsk~j�}tv{�j��"r²¿yr.�Nj�pqj:}~jl�vp�{D�Nj�p�j�wTknxym�tv{T}�wDuvp��sr ¶



�
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¾ ��oq{lwTuvps��rztv{:��j�o�{T����oqknw�j���k��swTps{Do�j»ÙNj»�sk�tvr»k����Nj�p�oqkntvr�{Tm�}�j���oqkÂoquv}�j�wDknrymv{D�Àtv{��m|£y{Tmvkn{TpsÐ~j���m���ryp�����oqknw�j�tv{ ó k��so�{T��j��l¿ û {T�so�k�xymd{DmÝ}�jèÜ�mvkn¸y{Dp��sk�tNj�t ü {�¿<;�uNj�mÓ j�p�}�r��¡tv{T�stv{�{D}gwTuvps��r X ÛyÛyÛ>= X ÛyÛ|÷ ¶¼¾ ��uvm�wTuvps��r.tv{#� ¶ Ø�wTpsàTtvkÂoqry� º u|{���{�kn���Nj�pso�{{Dm ÷²Ø���{D�»j�mNj��TÌSj]pqj� TxymRtv{ÏØ�Ùvr�pqj�����{T��j�mvj�}�{D� ¶ �Nuvmvtvj���{Dm0oqj�tvry��{Dm°{T�soqj�{�Î0��"{Dp�kn{TmvwDk~j|ÌB�vp�ry�"r�mv{T��ry��uvmvj�o�{T���"rypqj�}nkn �j�wTknxym�t|{T}2��kn����rvÌ0k�m|tvk�wTj�mvtvr�}�j���j�oq{Dp�k~j
º uv{���{��vuv{Dtv{�{�Î��v}nk�w�j�p�{Tm�wTj�tNj��s{T��knxym�¿�j�wDoqkÂ¸Bk�tNj�tv{T��wTr����|}�{T��{Tm�o�j�p�k�j���tv{�oqkn�ár�|pq��w�oqk�wDrRç��vpq��w�oqknw�j���wTrym°��j��v}n{l¿'{Ñ½s{TpswTknwTk�r���é ¶l¾ mñ}~j��	�s{T�sk�rymv{D���|pq��w�oqk�wTj��	p�{D��uv}Õ�oqj�wTr�m0¸y{Tm|k�{Dm0oq{zoqp�j��Nj²½�j�plwDrym8£ypsuv�"ry�:�»���:�"{ º u|{T¹vry��tv{�j�}�uv��mvr�� ¶°¾ �so�j�{T�.}~jj��"rypso�j�wTknxymÝ������k�m�oq{Tps{T��j�m0o�{�Ì¢jRm0uv{T��oqp�r°{Tm0o�{Tmvt|{TpTÌ¢t|{�{T��oq{���j�oq{Dp�k�j�}<Ö º u|{'ps{���s�"rymvtv{�j:uvmNj.�s{T}�{DwTwDk�xym]wDuvkntNj�tvry��j.tv{�wDrymvwT{D�|oqr���¿ÏÙv{Tpspqj���k�{Dm0o�j�� º uv{��s{��vuv{Dtv{kn���vj�pso�knp¢tv{���ryp���j�{���{TwDo�kn¸�j�{Tm?��Ø�Ùvryp�j��Àtv{�wT}�j���{D�À¿]{T��j��sk���k�}nj��v}Â{��"rypÀ{T}{T�so�u��
t|k~j�m�oq{À{Dmz{D}"oqkn{T���"r�tv{�uvmÏwTuNj�oqp�kn��{D�so�p�{ ¶¼¾ mÏ{T��oq{��s{Tm�oqk�t|rl{D}á}�kn�vp�r�mvr�o�k�{Dmv{�u|mNj¸yrBwTj�wTknxym]{òÎ�ÙNj�uv��oqkn¸�j ¶

�6{T�s{Tm0oqj���ry�'{Tm�oqrym|wT{D��{T}�wDrym0o�{TmvkntvrGtv{°w�j�tNj ��{D��k�x�m ç�uvmNj �vpsry�vuv{D�so�j º u|{�|uv{Ttv{��s{Tp¢Ô|oqkn}g�Nj�p�j.{D}�tvrBwD{Tm0o�{EéòÖ
@ §B¨�±BADCFE�G�H�EJI þ µ²ªLK� þ EªN©MEJI þ µ²ªLN

��p�{T�s{Tm�o�j�wDk�xymItv{T}�wDuvp��srvÌ���{Dtvk~j�m�oq{�{T}�wDrym�oq{Tm|k�tvrßtv{�}~j°�N��£�k�mNjPO�{D� tv{�}~j
j���k�£�mNj�oqu|pqj|Ö

Iá� ýRQ KSKUTVTVT�GÕ§�¨T³y§0WGn¥·µYX�³ZGÕ§B¨[K ∼ ®°ª|E§B®°ª|E±\K|®°´ − ±î²±]K|®°´RG�I"²®?©×6rBt|ry�·}nry�g��j�o�{Tp�k�j�}n{D��j�tvk�wDk�rymvj�}n{T��ç�Ùvr�½�j���tv{�{�½s{Tp�wDk�wDk�ry�2¿��|pq��w�oqk�wTj��gwTrym���j��|}�{Eé
º uv{���{��suv£ykn{Tp�{Dm]{Tm�{D�soqj.o�{T���"rypqj�}nkn �j�wTknx�mz�vuv{Dtv{Tm�{TmvwDrym0o�pqj�ps��{�{Dm�{T��o�j.�N��£�k�mNj ¶
^ §B®°ª_E Qa` ADb"±4³yª)GcESEJI þ µ²ªN¨
@ §B¨�±BADCed)G�H�EJI þ µ²ªLK� þ EªN©8dPI þ µ²ªN¨[N

X ¶ ÷²é¡i·x�£yk�wTj:{�knm|��ryps�»��oqkÂw�jX ¶ X é¡i·x�£yk�wTjl¿ÏwTkn{TmvwDk~jX ¶ ê é¡i·x�£yk�wTj:�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�}<Ö¼t|{DÁNmvknwTknrymv{D�¢�N����knw�j��X ¶ ë é6�Nryp���j��¡�vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}n{T�
@ §B¨�±BADCef)G�H�dPI þ µ²ªN¨[K� þ EªN©RghI þ µ²ªN¨[N

ê ¶ ÷²é�×Sj��v}~j���tv{	¸y{Dp�tNj�tê ¶ X é�×Sj�u|oqry}nry£yÐ�j��ê ¶ ê é������v}nknw�j�wDk�x�mz}nxy£yknw�j�¿z{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j:}nxy£yknw�j



i>jlkmjon"pMqsrutwvxran"yRz-{|qo}~ys{"yR�Jr�vxt�q~���Y��q#�����xp �
ê ¶ ë é ü j� Trymvj���kn{Tm�oqrl¸���}�kntvrê ¶ Øyé ¾ ½s{T���v}�r��

@ §B¨�±�ADC�g-G�H�E�I þ µ²ªLK� þ �ªN©6�PI þ µ²ªN¨�N
ë ¶ ÷²é¡��{D��ry��oqp�j�wTknxym�tvk�ps{Tw�o�jë ¶ X é¡��{D��ry��oqp�j�wTknxym��"ryp¢wDrym�oqpqj��ár���kÂoqkn¸yrë ¶ ê é¡��{D��ry��oqp�j�wTknxym��"ryp¢wTj���r��

@ §B¨�±�ADC��)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ �ªN©��?I þ µ²ªN¨�N
Ø ¶ ÷²é¡��{D��ry��oqp�j�wTknxym��"ryp¢ps{Ttvu|wTwDk�xym�j�}�j��v�suvp�tvrØ ¶ X é���à�oqrBtvr�tv{�p�{���u|o�j�wDk�x�mØ ¶ ê é¡i�xy£yknw�jltv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry� ¶ ��{�ÁNmvk�wDk�rym|{T�¢�N����knw�j��Ø ¶ ë é Ó uNj�m�oqkÂÁNw�j�tvryp�{D��{òÎ�k��so�{TmvwDk~j�}2¿zuvmvkÂ¸y{Tps�qj�} ¶ Ó rym0o�pqj�{�½s{T���v}nry�Ø ¶ Øyé���rBtv{D}�kn �j�wDk�xymzt|{���p�j���{D��tv{D}�}�{Tm|£yuNj²½s{	mNj�o�uvpqj�}

@ §B¨�±�ADC��)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ �ªN©6�PI þ µ²ªN¨�N
� ¶ ÷²é6�Nryp���j��¡tv{��vps{Ttvknw�j�t|r� ¶ X é â �sk�£ymvj�wTknxymztv{�¸�j�}�r�p�{T��tv{	¸y{TpstNj�t�j:}~j�����ryp���j��¡tv{��|p�{Tt|k�wTj�tvr� ¶ ê é ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry� ¶�¾ ½s{Tp�wDk�wDk�ry�¢j�t|k�wTknrymNj�}n{T�DÖu�]þ XTª_E

@ §B¨�±�ADC��LG�H�E�I þ µ²ªLK� þ �ªN©�E���I þ µ²ªN¨[N
ó {D��k�x�m]tv{�{Ñ½s{Dp�wTknwTknry� ¶

@ §B¨�±�ADC��)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ �ªN©�E�dPI þ µ²ªN¨[N
Ú ¶ ÷²é ¾ }��vp�knmvwTkn�vknr:tv{�knmvtvuvwDwTk�x�mÚ ¶ X é¡��{D��ry��oqp�j�wTknxym��"ryp¢knmvtvuvwDwTknxymÚ ¶ ê é���mvtvu|wTwTknxym]wTry���v}n{Do�jÚ ¶ ë é���mvtvu|wTwTknxym]{T�so�p�uvw�oquvp�j�}Ú ¶ Øyé ¾ ½s{T���v}�r��

^ µ²ªZ�ª�X þßý §0µ�¨ þ CªN©�G i·{DwDo�uvpqj.tv{�}~jl��{DwTwTknxym]tv{�j��v}�knw�j�wDknrymv{D�
^ §B®°ªPd Q#� ©�b þ µ�±îE® þ ¨mG0�PI þ µ²ªN¨
@ §B¨�±�ADC��)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ �ªN©�E>ghI þ µ²ªN¨[N

� ¶ ÷²é ü {T}~j�wTk�x�mzwT}nk�{Tm�oq{�=�k�m���ryp�����o�knwDr� ¶ X é â }n£yrypskno���r��TÌ|t|{DÁNmvknwTknxym ¶� ¶ ê é���rBtv{D}�r.wTr����vu�o�j�wDk�rymNj�}� ¶ ë é6����{DuvtvrBwTxBt|k�£yr� ¶ Øyé ¾ ½s{T���v}�r��



Ú
@ §B¨�±BADCFE���G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©MEU�PI þ µ�ªv¨[N

÷EÛ ¶ ÷²é â }�£yrypskÂoq��r��¡tv{�rypstv{Tmvj�wTknxym÷EÛ ¶ X é Ë Ôv��{Dp�r.tv{�ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�¢{Tm]{T}��"{Dryp¢tv{�}�ry�¡w�j��sry�÷EÛ ¶ ê é Ó ry���v}n{Ñ½skntNj�t ¶ i·j.mvr�o�j�wDk�xym O÷EÛ ¶ ë é ¾ ½s{T���v}nry�
@ §B¨�±BADCFESE�G�H�EJI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©MEZ�?I þ µ�ªv¨[N

÷y÷ ¶ ÷²é�������wDrymv��kntv{Dpqj�wDk�rymv{D�¢��ry�|p�{ O(T )÷y÷ ¶ X é Ó ry���v}n{Ñ½skntNj�tztv{�j�}n£yrypskÂoq�.ry�÷y÷ ¶ ê é ¾ ½s{T���v}nry�
@ §B¨�±BADCFE�d)G�H�EJI þ µ�ªDK� þ EªN©MEU�PI þ µ�ªv¨[N

÷ X ¶ ÷²é ¾ ½s{T���v}�r��tv{ãwTxy���vu|o�r�tv{ãwTr����|}�{Ñ½skntNj�tgÖg�vÔv� º uv{TtNj��s{TwDuv{TmvwTk�j�}<Ì��vÔv� º u|{��tvj.�vk�mvj�p�k�j|Ì�ryp�tv{DmNj�wDk�xym��vuvps�vu�½�j ¶Â¶Â¶÷ X ¶ X é Ó ry���v}n{Ñ½skntNj�tztv{�uvm]�vpsry�v}n{T��j
@ §B¨�±BADCFE�f)G�H�EJI þ µ�ªDK� þ EªN©MEU�PI þ µ�ªv¨[N

ó {T�sk�xym]t|{�{�½s{TpswTk�wDk�r�� ¶�¾ ½s{Tp�wDk�wDk�ry�¢j�t|k�wTknrymNj�}n{T�DÖu�]þ XTª�d
@ §B¨�±BADCFE>g-G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8d-EJI þ µ�ªv¨[N

��pq��w�oqk�wTj:wTrym���j��|}�{�Ö
  µ�¯v³�²±<³yª¡E
^ §B®°ª�f Qa� µ�±�E®R¦0E±�³yªè® þ ´¥6©�ªvµ�GVE>ghI þ µ²ªN¨
@ §B¨�±BADCFE>g-G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8dDfPI þ µ�ªv¨[N

÷ ë ¶ ÷²é â Î|knry����oqknwTjltv{�}�r���mNj�o�uvpqj�}n{T� ¶Ò¾ ��oqp�u|wDoqu|pqj�j�}n£y{T�|pqj�knw�j÷ ë ¶ X é â Î|knry����oqknwTjltv{�}�r���{Tm�oq{Tpsry� ¶Ò¾ �soqpsuvwDo�uvpqj�j�}�£y{D�vpqj�knw�j÷ ë ¶ ê éx¢�p�t|{TmNj�wDk�x�m]{Tm�j��l�"ry��wDrym�½suvm�oqry�÷ ë ¶ ë é�×{Tr�p�{T��j.tv{�}�j:tvkÂ¸Bk���knxymz{Dm0oq{Dpqj
@ §B¨�±BADCFE��)G�H�EJI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8d�ghI þ µ�ªv¨[N

÷²Ø ¶ ÷²é¡��kÂ¸Bk���kn�vk�}Âkntvj�t ¶ ��p�ry�vkn{TtNj�tv{T�÷²Ø ¶ X é����²Î|kn��r:wTr��lÔvm]tvkÂ¸Bk���r�p÷²Ø ¶ ê é ¾ ½s{TpswTknwTk�r��
@ §B¨�±BADCFE��)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8dD�PI þ µ�ªv¨[N

÷£� ¶ ÷²é6��p�kn��r��÷£� ¶ X é â }�£yrypskn��rltv{ ¾ uvwT}nk�tv{D�÷£� ¶ ê é¡i�{T��j:tv{�ú�{D Tryu|o
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÷£� ¶ ë é6�Vj�wDoqr�p�k� Tj�wDk�xym

@ §B¨�±�ADC¤E|�LG�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6dS�PI þ µ²ªN¨[N
÷�� ¶ ÷²é¡Ü�mvknwTk�tvj�t�{Dm�}~j��4j�w�oqrypsk� Tj�wTknxym÷�� ¶ X é ¾ ½s{Dp�wTknwTknry�÷�� ¶ ê é Ó r�mv£ypsuv{TmvwDk~j.��xBtvuv}nr:uvm]{Tm�oq{Dp�r��»j�¿yryp º uv{�÷÷�� ¶ ë é â pso�k���àDoqknwTjl��rBtvuv}�j�p

@ §B¨�±�ADC¤E��)G�H�E�I þ µ²ªLK� þ Eªv©6dS�PI þ µ²ªN¨[N
÷EÚ ¶ ÷²é ¾ }�wDrym�½suvm�oqr�wDrBwTk�{Dm0o�{ Zp÷EÚ ¶ X é ¾ ½s{D���|}�ry��tv{�j�p�kno���à�oqknwTjl��rBtvuv}�j�p

@ §B¨�±�ADC¤E��)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6f�EJI þ µ²ªN¨[N
÷ � ¶ ÷²é������¢wTuv{Dm0o�j��À��xBtvu|}�r p÷ � ¶ X é Ó r�mv£ypsuv{TmvwDk~j��¢}nk�mv{Tj�}n{T� ¶ i�{D�»j:tv{�{�Î�kn�soq{DmvwDk~j.tv{D}·knm0¸y{Dp��sr÷ � ¶ ê é ó k��so�{T��j���tv{�wTr�mv£yp�u|{TmvwDk~j��¢}nk�mv{Tj�}n{T� ¶ ×{Dryp�{D�»j.w�Ùvknmvr.tv{�}�ry��ps{T��oqry�÷ � ¶ ë é â �v}nk�w�j�wTk�r�mv{T�

@ §B¨�±�ADC�d���G�H�E�I þ µ²ªLK� þ Eªv©6fSdPI þ µ²ªN¨[N
X Û ¶ ÷²é¡ú�j���{D��tv{�mBuv��{Tp�j�wTknxymX Û ¶ X é Ó j��l�vk�ry�¡tv{��Nj��s{X Û ¶ ê é â p�kÂoq��àDoqknwTjl{Dm��Nj��s{ X

@ §B¨�±�ADC�d�E�G�H�E�I þ µ²ªLK� þ Eªv©6fSfPI þ µ²ªN¨[N
ó {D��k�x�m]tv{�{Ñ½s{Dp�wTknwTknry� ¶�¾ ½s{TpswTknwTk�r��¢j�tvk�wDk�r�mNj�}n{D�TÖ
��þ XDª�f

@ §B¨�±�ADC�dSd)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6fS�PI þ µ²ªN¨[N
��pq��w�oqknw�j:wTrym���j��v}�{�Öu  µ²¯N³�²±4³yª�d

^ §B®°ª?g Q¦¥�þ ®/�6±§C·ª| þ µ�±4ª�GVESEJI þ µ²ªN¨
@ §B¨�±�ADC�dSf)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6fL�?I þ µ²ªN¨[N

XyX ¶ ÷²é Ó r��l�vk�mNj�oqrypsk�j|ÖSwTr�m0o�j�p�¿z{DmBuv��{Dpqj�pXyX ¶ X é Ó j�p�tvknmNj�}n{T��tv{�wDrym�½suvm�oqry��ÁNmvkÂoqry�XyX ¶ ê é6��psry�vk�{DtNj�t|{T�¢tv{�}nry��wTj�p�t|k�mNj�}n{T�XyX ¶ ë é ¾ ½s{D���|}�ry�
@ §B¨�±�ADC�dZg-G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6fS�PI þ µ²ªN¨[N

X ë ¶ ÷²éãù�j�p�k�j�wTknrymv{D� ¶ ùÒj�p�k�j�wDk�rymv{D��wDrym]p�{D�"{DoqknwTknxym



÷�Û
X ë ¶ X é6�6{Dp��lu|o�j�wTknrymv{T� ¶ �6{Dp��lu|o�j�wTknrymv{T��wTrym]ps{T�"{Do�k�wDk�xymX ë ¶ ê é Ó ry�l�vknmNj�wDk�rym|{T� ¶ Ó ry�l�vknmNj�wDk�rymv{D��wDrym]p�{D�"{DoqknwTknxym

@ §B¨�±BADCedS�)G�H�EJI þ µ�ªDK� þ EªN©RgL��I þ µ�ªv¨[N
X Ø ¶ ÷²é6��p�r��vk�{DtNj�tv{D��tv{�}nry��mBÔ|��{Dp�ry�¢wDry�l�vknmNj�oqr�p�knr��X Ø ¶ X é ¾ ½s{TpswTknwTk�r�� ¶�¾ ½s{TpswTk�wDk�r���j�tvk�wDk�rymNj�}n{T�DÖu�]þ XTª�g

@ §B¨�±BADCedS�)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©Rg�dPI þ µ�ªv¨[N
X � ¶ ÷²é6��p�r��Nj��vkn}�kntNj�t ¶�Ë rBwTknrymv{D�¢�N����knw�j�� ¶ ü {T£y}�j:t|{�i·j��v}~j�wD{X � ¶ X é â ��k�£�mNj�wTknxymztv{��vp�ry�vj��vk�}nkntNj�tv{T�X � ¶ ê é6��p�r��Nj��vkn}�kntNj�tzwTrym|tvk�wDk�rymvj�tNj

^ µ²ªZ�ª�X þßý §0µ�¨ þ C·ªN©�G i�{D{Tp¢}~j����s{TwDwTknxym�wDryp�ps{T���"r�mvtvk�{Dm0o�{�j:¸�j�p�k�j��v}�{D�¢j�}n{�j�oqryp�k�j�� ¶
@ §B¨�±BADCedL�LG�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©RgDghI þ µ�ªv¨[N

X � ¶ ÷²é ¾ ½s{TpswTknwTk�r��X � ¶ X é ¾ Î��"{Tpsk���{Tm0o�ry�¢tv{�ú�{Dp�mvryu|}�}�kX � ¶ ê é�������{�½s{Tp�wDk�wDk�ry�
@ §B¨�±BADCedS�)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©Rg��PI þ µ�ªv¨[N

��pq��w�oqk�wTj:wTrym���j��|}�{�Ö
  µ�¯v³�²±<³yª?f
^ §B®°ª�� Q©¨ µ²ª|ª þ ¨mG�EU�PI þ µ²ªN¨
@ §B¨�±BADCedS�)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©Rg��PI þ µ�ªv¨[N

Xm� ¶ ÷²é¡i�ry�M�l�vuv{Dm0oq{D�Àtv{a«Àr�mvk��s�á{Dp�£Xm� ¶ X é¡��{�ÁNmvknwTk�r�mv{T�¢�N���sk�wTj��Xm� ¶ ê é â t|¿�j�wD{TmvwDk~j���{�knmvwTkntv{Tm|wTk�j��Xm� ¶ ë é û pqj�t|r.tv{�uvm�¸yàTp�oqk�wD{Xm� ¶ Øyé û pqj�t|ry��tv{�{Tm0o�pqj�tvj:¿z�qj�}nk�tvj@ §B¨�±BADCef���G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8�S��I þ µ�ªv¨[N
ê Û ¶ ÷²é û pqj���r���wTr�m�mvr��l�vp�{ ¶ÒË Ôv��{Tpsr�tv{	¸yàDpsoqknwT{D�¢¿�j�psk��soqj���{Dm�w�j�tNj.w�j���rê Û ¶ X é ó u|�v£ypqj���ry�TÌvuvmvk�x�mgÌv�vpsrBtvuvwDo�r.¿z�Nj�p�oqk�wDk�x�m

@ §B¨�±BADCef�E�G�H�EJI þ µ�ªDK� þ EªN©8�-EJI þ µ�ªv¨[N
ê ÷ ¶ ÷²é���j�oqp�knwT{D�¢tv{�j�t|¿�j�wD{TmvwDk~j��ê ÷ ¶ X é���j�oqp�knwT{D�¢tv{�k�mvwDk�tv{DmvwTk�j��ê ÷ ¶ ê é ¾ ½s{TpswTknwTk�r�� ¶�¾ ½s{TpswTk�wDk�r���j�tvk�wDk�rymNj�}n{T�x��þ XTª��



i>jlkmjon"pMqsrutwvxran"yRz-{|qo}~ys{"yR�Jr�vxt�q~���Y��q#�����xp ÷y÷
@ §B¨�±�ADC�fSd)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�SfPI þ µ²ªN¨[N

ê�X ¶ ÷²é Ó j���knmvry�¡{Tm]£ypqj���r��ê�X ¶ X é Ó r�mv{�Î�knxym ¶ Ó ry���"rymv{Dm0o�{T��wDrymv{òÎvj��ê�X ¶ ê é Ó j���knmvry��¿z��j�oqp�knwT{D�ê�X ¶ ë é Ó pskno�{Tp�knr:tv{�wTrym|{�Î�k�x�m
@ §B¨�±�ADC�fSf)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�S�PI þ µ²ªN¨[N

êyê ¶ ÷²é û pqj���ry��{�oqk º uv{�o�j�t|ry�êyê ¶ X é6��psry�v}�{D��j:tv{D}�w�j���k�m|r:��Ðnmvkn��r ¶¼â }�£yr�p�kÂoq�.rltv{��Àk ½¬0�so�pqj ¶ê�X ¶ ê é ¾ ½s{Dp�wTknwTknry�
^ µ²ªZ�ª�X þßý §0µ�¨ þ CªN©�G i·{D{Tp¢}~j�����{DwTwTknrymv{D�Àtv{�£yp�j���ry��{Duv}�{Dp�k�j�mvry�¡¿ÏÙNj���k�}Âo�rymvknj�mvr��
@ §B¨�±�ADC�fZg-G�H�E�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�S�PI þ µ²ªN¨[N

Ó rym�oqp�r�}�tv{�}�ry�¡o�{T��j���÷yÌ X ¿ ê ¶Ò¾ ½s{T���v}nry��tv{�{T�so�ry��wTr�m0oqpsry}�{D�¢��{��vuv{Tt|{Tm�¸y{Dp{Tm]}~jl�N��£yknmNj©Oã{T��r.{Tm]{T}�wTj��vÐno�uv}�rc� ¶
@ §B¨�±�ADC�fS�)G�H�E�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�L�?I þ µ²ªN¨[N

ê Ø ¶ ÷²é8Àp��"ry}n{T� ¶ ��{�ÁNmvknwTknrymv{T�¢�N����k�wTj�� ¶ê Ø ¶ X é8Àp��"ry}n{T��wTrym]p�j�Ð�  ¶ê Ø ¶ ê é�×{Dryp�{D�»j:tv{�}~j���Ù|r�½�j��¢tv{�uvm���p��"r�} m ��j�p�knr@ §B¨�±�ADC�fS�)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�S�PI þ µ²ªN¨[N
ê � ¶ ÷²é8Àp��"ry}n{T��tv{��vÔv� º uv{DtNjê � ¶ X é8Àp��"ry}n{T��tv{�tv{TwDk��sk�xymê � ¶ ê é8Àp��"ry}n{T��£y{Tm|{Tpqj�tvryp�{D�ê � ¶ ë é8Àp��"ry}g£y{Dmv{Tp�j�tvryp¢��Ð�m|k��.r

@ §B¨�±�ADC�fL�LG�H�E�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6����I þ µ²ªN¨[N
ó {D��k�x�m]tv{�{Ñ½s{Dp�wTknwTknry�

@ §B¨�±�ADC�fS�)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�SdPI þ µ²ªN¨[N
ê Ú ¶ ÷²é-¢�o�p�ry�6j��s�"{TwDo�ry�Stv{Òo�{TrypsÐ~j¢tv{ã£ypqj���ry��ç���{T}n{TwDwTk�r�mNj�p}�r�� º uv{������knm0oq{Dp�{D��{DmgÌ{T}�ps{T�so�r��|uv{Ttv{��s{Tp�oqpqj��Nj�½sr:�"{Tps��rymNj�}îé

@ §B¨�±�ADC�fS�)G�H�d�I þ µ²ªN¨[K� þ Eªv©6�ZghI þ µ²ªN¨[N
��pq��w�oqknw�j:tv{���j��v}n{ ¶   µ�¯v³�²±<³yª/g

^ §B®°ªP� Qa® §�©�ªN³�± þ C§B¨mGVESEJI þ µ�ªv¨



÷ X
@ §B¨�±BADCefS�)G�H�EJI þ µ�ªDK� þ EªN©8�D�PI þ µ�ªv¨[N

êW� ¶ ÷²é ü {T}�j�wTknrymv{D� ¶ ��{�ÁNmvknwTknrymv{T�¢�N���sk�wTj��êW� ¶ X é ü {T}�j�wTknrymv{D��tv{�{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~jêW� ¶ ê é ¾ ½s{T���v}nry�
@ §B¨�±BADC¯gD��G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8���?I þ µ�ªv¨[N

ë Û ¶ ÷²é ü {T�vps{T��{Dm0oqj�wTknxym�tv{�ps{T}~j�wTknrymv{T� ¶ Ó rym�½suvm�oqry� ¶ ×6j��v}�j�� ¶ û pqj���ry�¡tvk�psk�£ykÂtvry� ¶��j�oqp�knwT{D� ¶ë Û ¶ X é¡i·j��¢�|p�ry�vkn{TtNj�tv{T�¢{Tm]w�j�tNj.p�{D�vp�{D��{Dm0o�j�wTk�x�më Û ¶ ê é Ó }�j�uv��u|pqj.ps{4°N{òÎ�kn¸�j:¿z��kn��à�oqpsk�w�j
@ §B¨�±BADC¯g*E�G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©8�D�PI þ µ�ªv¨[N

ë ÷ ¶ ÷²é Ó }�j�uv��u|pqj:o�pqj�m|��kno�kn¸�j ¶ ��ry��j�}�£�ryp�kÂo���r��ë ÷ ¶ X é ¾ ½s{TpswTknwTk�r�� ¶�¾ ½s{TpswTk�wDk�r���j�tvk�wDk�rymNj�}n{T�DÖu�]þ XTª��
@ §B¨�±BADC¯gLd)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©x�)EJI þ µ�ªv¨[N

ë X ¶ ÷²é Ó rym²½suvm0o�ry���vj�p�wDk~j�}n��{Tm�oq{�ryp�t|{TmNj�tvry�ë X ¶ X é¡��k�j�£yp�j��»j��¡tv{ ì j�����{ë X ¶ ê é ¾ }�{D��{Dm0o�ry�¢wTj�p�j�wDo�{Tp�Ðn�so�k�wTr��¢t|{�u|m?±�²8³Z´aµë X ¶ ë é ¾ ½s{T���v}nry�
@ §B¨�±BADC¯gLf)G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©x��fPI þ µ�ªv¨[N

ë ê ¶ ÷²é���mvwD}�uv�sk�xym�tv{�uvm]rypstv{Tm]�Nj�pswTk�j�}g{Dm�uvm|r.oqr�oqj�}ë ê ¶ X é â �v}�knw�j�wDk�xymzj.}�j:£y{D�so�k�xym�tv{	o�j�p�{�j��ë ê ¶ ê é ¾ ½s{TpswTknwTk�r��
@ §B¨�±BADC¯gSg-G�H�dPI þ µ�ªv¨[K� þ EªN©x���PI þ µ�ªv¨[N

��pq��w�oqk�wTj:wTrym���j��|}�{�Ö
  µ�¯v³�²±<³yª?�
����¶ ·¸ �¹�+&3º(-!:'¼»s·¾½¾¿
¾ m'{D}6m0uv{D¸yr ¾ ���Nj�wDk�r ¾ uvp�r��"{TrÏtv{ ¾ t|uvw�j�wDk�xym ó uv�"{Dp�k�r�pTÌ"p�{D��uv}Âo�j�tvr�tv{T}Sj�wTuv{Dp�tvrt|{�ú�ry}nrymvk�j|ÌB}�j�uvmvk�tvj�tztv{���{Dtvk�tvj�tv{	}�j�w�j�ps£�jltvrBwD{Tm�oq{	tv{	uvmvj.j��sk�£ymvj�oquvp�j�{T��{D}À Ç�Á�Ã�ÄîÉ�Ê#´ À µ�³ ¶�¾ �so�j�mBuv{�¸�j���ryp���j�tv{���{Tt|k�pãj�tvry�|oqj�}�j��vp�{D���"{DwDoqkÂ¸�jltv{T}2j�}nuv��m|r¿�tv{T}oqpqj��vj�½sr º uv{:t|{T�"{:t|{T�qj�p�p�r�}�}~j�pTÌ"�»��� º uv{:{Dm�{T}Sm0Ôv��{Tp�rÏtv{lÙ|rypqj���tv{lwD}~j��s{t|{�}�j.j��sk�£ymvj�oquvp�j º uv{	¸�j�j.ps{TwDk��vknp ¶

¾ mzm0uv{D�soqp�jl{òÎ��"{Tp�kn{TmvwDk~j�tv{�{Dmv��{D¹Nj�mv Tj:tv{À{T�soqjlj���kn£ymNj�oquvp�j��"rBt|{T��ry�ã�vp�{D��{TmB�oqj�p�{T}��sk�£yuvkn{Tm�oq{	wDxy���|u|oqr.tv{�wTpsàTtvkÂoqry� ¾ Ó × ó Ö



i>jÃÂUjÄ�1tMÅu}���{8v�z�y���{�z ÷ ê
¥�þ C³y§ ý  þ Æ�Ç ®R§Bµ þ ´·§ �]þ µ²ªv¨ ¥ µ²¦B´6±î þ ¨©È ¥ ^ @

ì ryp�j��¢tv{�wDrym0oqj�wDo�r �yØ X ¶ Ø×p�j��Nj²½sr�wD}~j��s{T��oq{Dxyp�knw�j��
40× 2 = 80

ê ¶ X×pqj��Nj²½sr.wT}�j���{D���|pq��w�oqk�wTj��
10× 2 + 25× 1 = 45

÷ ¶ Ú
¾ m�oqp�{D£�j.tv{��vp�r��v}�{D�»j�� 5× 4 = 20

Û ¶ ÚÓ rymv�suv}noqj.tv{�}~jl�vkn�v}�knr�£yp�j���Ðnj ÷ X ¶ Ø Û ¶ Ø
i·r º uv{�wDrymv�so�kno�u|¿y{�u|m]o�r�o�j�}gtv{ ��Gl�R³yµ²¦B´6±î þ ¨©È ¥ ^ @ ¶
ø tvrym|tv{��s{�j��|}�k�wTj�mz}�r�����kn£yuvk�{Dm0o�{T��wTp�kÂoq{Dp�k�r���t|{�wDrym0¸y{Dp��sk�xymgÖ
• ê Û:Ùvryp�j��¢tv{�wD}~j��s{�wTr�mv�soqkÂoqu|¿�{TmR÷�wTp�àDtvkno�r ¾ Ó × ó ¶
• Ó j�tNj�Ùvrypqj�t|{�wT}~j���{�oq{Tx�p�knw�j�m|{TwT{D��kÂo�j»tvry��Ù|rypqj���tv{�o�pqj��Nj²½sr��"{Tps��rymNj�}S�"r�p�Nj�p�oq{�t|{T}·j�}nuv��m|rvÌ|{D�soqr�{T�DÌVu|m]o�r�o�j�}2tv{�ÚyÛ:Ùvrypqj��¢tv{	oqp�j��Nj²½sr.�"{Tps��rymvj�} ¶
• X ØlÙvryp�j��¢tv{	o�pqj��Nj²½sr.�"{Dp���r�mNj�}�wTrym|�soqkÂoqu|¿y{DmR÷�wDp�àDtvkno�r ¾ Ó × ó ¶
• Ó j�tNj°wT}~j���{�tv{'}~j��"r�pqj�o�ryp�kÂrRmv{TwD{T��kÂo�j?tvry�»Ùvrypqj��Ïtv{�o�pqj��Nj²½sr°{�ÎBoqp�j?{Tm+{T}}~j��"rypqj�o�ryp�kÂrvÌ�{D�soqr�{T�DÌ X Û:Ùvr�pqj��¢t|{�o�pqj��vj�½sr.{Dm�{D}�}~j��"rypqj�o�ryp�kÂr ¶
• Ó j�tNj'wT}~j���{Ïtv{z�vp�ry�|}�{D�»j���mv{DwT{D��knoqj�uvmNj�Ùvr�pqj'tv{Ïoqp�j��Nj²½sr��"rypl�Nj�psoq{Ïtv{T}j�}nuv��mvrvÌ|{D�so�r�{D�TÌ X Ø:Ù|rypqj���tv{	oqpqj��Nj²½sr.��ry�|p�{�}�ry��{�½s{TpswTk�wDk�r�� ¶
• X ØñÙvryp�j��»tv{�o�pqj��Nj²½sr°�vp���wDo�k�wDr+ç4{Ñ½s{Dp�wDk�wDk�ry��r?}�j��"ryp�j�oqr�p�knr�élwTrymv��oqkÂoqu|¿y{Dm*÷wTpsàTtvkÂoqr ¾ Ó × ó ¶
• Ó j�tNj�Ù|r�½�j¡tv{��vpsry�v}�{D��j��gmv{DwT{D��knoqj ë Ùvryp�j���{òÎ�o�pqj�r�p�tvknmNj�p�k�j��2tv{��vps{T�Nj�p�j�wTknxymgÌ{Tm�oqr�mvwT{D� X Û:Ùvryp�j��¢tv{	oqp�j��Nj²½sr.�sry�vp�{�}�r���{Ñ½s{Dp�wTknwTknry� ¶
• X ØlÙvryp�j��¢tv{��vkn�v}�knr�oq{Dw�jlwTr�mv�so�knoqu�¿y{TmR÷�wTp�àDtvkÂoqr ¾ Ó × ó ¶



÷ ë



É Zb_be�c¡Ê Ë Ê Z�Ê \�ÌoÍ

Û ¶ ÷ ÜÀmvj.�vp�ry�|uv{T��o�j�t|{�o�{T���"rypqj�}�kn �j�wTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ �
Û ¶ X Ó p�àDtvkno�ry� ¾ Ó × ó ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ X

E ` ASbá±4³yª EU�÷ ¶ ÷ i�xy£yknw�jl{�k�m|��r�p�����oqkÂw�j ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ �
÷ ¶ X i�xy£yknw�j�¿z��rBtv{T}nry����j�o�{T����oqknwDry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ÷
÷ ¶ ê i�xy£yknw�jl�vp�ry�"r���k�wDk�r�mNj�} ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X�ê

÷ ¶ ê ¶ ÷ i�r��¢wTrymv{DwDo�kn¸yry�¢}�xy£�k�wDry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X�ê
÷ ¶ ê ¶ X �Nr�p���jltv{�uvmNj.�vpsry�"ry��knwTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X �
÷ ¶ ê ¶ ê ×6j�u�oqry}nry£yÐ�j���¿Ïpqj� DrymNj���k�{Dm0o�ry�¡¸���}�kntvry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Û
÷ ¶ ê ¶ ë ¾ }���àDo�rBtvr.tv{�p�{���u|o�j�wDk�x�m ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Ú
÷ ¶ ê ¶ Ø Ó r�m�½suvm�oqry�·j�tv{TwDuNj�t|ry�·tv{�wTrym|{TwDo�kn¸yr��·{Tm�}�x�£yk�wTj�t|{��vpsry�"ry�skÂ�

wDk�r�mv{T� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ êW�
÷ ¶ ë i�xy£yknw�jltv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ë Û

÷ ¶ ë ¶ ÷ ��m�oqpsrBtvuvwTwDk�x�mgÖ��vps{Ttvknw�j�t|ry��¿zry�B½s{Do�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ë Û
÷ ¶ ë ¶ X i�r��¢wTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tvryp�{D�¢uvmvkn¸y{Dp���j�}g¿z{�Î�kn�soq{DmvwTk�j�} ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ë ê
÷ ¶ ë ¶ ê �Nr�p���jltv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ëyë
÷ ¶ ë ¶ ë ¾ ½s{D���|}�ry��tv{��s{Tm0o�{TmvwDk~j��¢¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j�� ¶ Ó rym�oqp�j�{Ñ½s{D���|}�ry� ¶�¶ Ø�÷
÷ ¶ ë ¶ Ø �]rBtv{T}nk� Tj�wTknxymztv{�{�Î��vps{T��knrymv{D�À{Tm���ryps�»jl��kn�l�"xy}nknw�j ¶�¶�¶�¶ Ø ë

÷ ¶ Ø ¾ }�pqj� DrymNj���k�{Dm0o�r:�"ryp�k�mvtvu|wTwTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ Øm�
÷ ¶ Ø ¶ ÷ ü j� DrymNj���k�{Dm0o�r:�"ryp¢knmvtvu|wTwTknxym�wTr����v}n{Doqj ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ Ø�Ú
÷ ¶ Ø ¶ X ��m|tvuvwTwDk�x�m�{T��oqpsuvwDo�uvpqj�} ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ Ø �

÷ ¶ � â �|}�k�wTj�wDk�rymv{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ � X
÷ ¶ � ¶ ÷ Ó r�p�p�{DwTwDk�xym]tv{�j�}n£yrypskÂoq�.ry��¿»¸y{Tp�kÂÁNwTj�wTknxym]t|{��|p�ry£yp�j���j�� ¶ � X
÷ ¶ � ¶ X ��m|£y{Tmvkn{TpsÐ~jltv{T}�wTr�mvrBwTkn��kn{Tm�oqrvÖS��kn�soq{D�»j��¢{òÎ|�"{Dpso�ry� ¶�¶�¶�¶�¶ ��Ø

÷ ¶ � ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ � �
÷ ¶ Ú ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry��ps{T��u|{T}no�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ��÷

÷ ¶ Ú ¶ ÷ i�x�£yk�wTj:wDrym���j��v}n{ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ��÷
÷EØ



÷�� Î pM}����1y¸Ï�yup�yut�q~�
d � ©Bb þ µ�±îE® þ ¨ ��EX ¶ ÷ ��{DÁNm|k�wTknrymv{D�¢¿Ï{Ñ½s{D���v}nry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ � ÷

X ¶ X â }�£�ryp�kÂoq�.ry��tv{��|Ôv� º uv{DtNj�¿ztv{�rypstv{Tmvj�wTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�Û XX ¶ X ¶ ÷ â }n£yrypskno���r��¡tv{��vÔv� º uv{TtNj ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�Û XX ¶ X ¶ X â }n£yrypskno���r��¡tv{�rypstv{TmNj�wTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�Û ëX ¶ ê Ó ry���|}�{�½sk�tNj�t ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�ÛW�X ¶ ë â }�£�ryp�kÂoq�.ry��tv{��|Ôv� º uv{DtNj�wTr�m'��j��v}�{ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷ XX ¶ ë ¶ ÷ ú�Ôv� º uv{TtNj���{TwDuv{DmvwTk~j�} ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷ XX ¶ ë ¶ X ú�Ôv� º uv{TtNj��vk�mNj�p�k�j ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷²ØX ¶ Ø â }�£�ryp�kÂoq�.ry��tv{�r�p�tv{DmNj�wDk�xym�wTrym���j��v}�{ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷£�X ¶ Ø ¶ ÷ ¢�p�tv{DmNj�wDk�xym]ú�uvps�vu�½�j ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷£�X ¶ Ø ¶ X ¢�p�tv{DmNj�wDk�xym���{D}�{DwTwTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷EÚX ¶ � ¾ ½s{Dp�wDk�wTknry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�÷ �X ¶ � ¾ ½s{Dp�wDk�wTknry��p�{D��uv{D}no�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ X Û
f � µ�±�²®R¦�E±4³�ªè® þ ´6¥©�ªvµ EUf�Eê ¶ ÷ i·r��¢mBÔv��{Tpsry�¢mNj�oquvp�j�}�{D��¿Ï}�ry��m0Ôv��{Tpsry�¢{Tm�oq{Dp�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ê ÷ê ¶ X ×6{Dryp�{D�»j:tv{�}~jltvkn¸Bk��sk�x�m ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ê �ê ¶ ê ��kn¸Bk��sk��vkn}nkÂtNj�t2Ì|��wTtz¿Ï�4j�wDo�ryp�kn �j�wTk�x�m ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ë Ûê ¶ ê ¶ ÷ ��{�ÁNmvk�wDk�r�mv{T�¢�N���sk�wTj�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ë Ûê ¶ ê ¶ X â }n£yrypskno���rltv{ ¾ uvwD}�k�t|{T�¢�vj�pqj:w�j�}nwTuv}�j�p¡{D}���wDt ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ë ÷ê ¶ ê ¶ ê �Vj�w�oqrypsk� Tj�wTknxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ë �ê ¶ ë ü {D}~j�wDk�rym|{T��tv{�wDrymv£ypsuv{TmvwDk~j ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ ë �ê ¶ Ø ó k���oq{T��j���tv{�{DwTuNj�wDk�rym|{T����xBtvuv}nr:{Tm�oq{Dp�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷EØ êê ¶ � ó k���oq{T��j���tv{�m0uv��{Dpqj�wDk�xym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷��yÛê ¶ � ¾ ½s{Dp�wDk�wTknry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�� êê ¶ Ú ¾ ½s{Dp�wDk�wTknry� ü {T��u|{T}no�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�� ëê ¶ Ú ¶ ÷ ú¡j��s{T��t|{�m0uv��{Tpqj�wTk�x�m�wTr�m'��j��v}�{ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷��yÚ
g ¥�þ ®/�6±§C·ª| þ µ�±�ª EZ�S�ë ¶ ÷ ��m0oqpsrBtvuvwDwTk�x�m ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷£�W�ë ¶ X ×�àTwTm|k�wTj���tv{�wTrym�oq{Dr ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�ÚyÛë ¶ ê ùÒj�p�k�j�wTknrymv{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�Ú êë ¶ ë �6{Tp��lu|oqj�wTknrymv{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷�Ú>�ë ¶ Ø Ó ry�l�vk�mvj�wTknrymv{T� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ � ÷ë ¶ � ��psry�Nj��|k�}�kÂtNj�t ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ � Úë ¶ � ¶ ÷ Ë rBwDk�r�mv{T�¢�v����knw�j�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ÷ � Úë ¶ � ¶ X ¾ ���Nj�wTknry�¢�:u|{T�so�pqj�}n{T��Ùv{Do�{Tpsry£yàTm|{Try� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X Û X
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ë ¶ � ¶ ê Ü�m]{Ñ½s{D���v}nrvÖSùÒj�psk~j��v}n{T� â }n{�j�oqrypsk~j�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X Û êë ¶ � ¶ ë ��psry�Nj��vkn}�kntvj�tzwDrymvtvknwTk�r�mNj�tNj ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ÛW�ë ¶ � ¶ Ø ¾ Î��"{Tpsk���{Tm�oqry�¢tv{�ú�{Dp�mvr�uv}�}nk ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X Û>�ë ¶ � ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X Û �ë ¶ Ú ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry��ps{T��u|{T}no�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ÷y÷

� ¨ µ�ª|ª þ ¨ d�EU�Ø ¶ ÷ û pqj���ry�DÌvtvkn£ypqj���ry��¿z�luv}no�kn£yp�j���r�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ XyX ÛØ ¶ X ����r���ryp�ÁN����r.tv{�£yp�j���ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ XyX �Ø ¶ ê â }n£yuvmvr�� û pqj���ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ XyXm�Ø ¶ ë Ó rymv��oqpsuvwTwDk�xym]tv{�£�pqj���r�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X�ê �Ø ¶ Ø ü {T�vps{T��{Dm0oqj�wTknxym�tv{�£yp�j���ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X�ê ÚØ ¶ Ø ¶ ÷ �]{Ttvk�j�m0o�{�uvmNj.��j�oqpsk� �tv{�j�t|¿�j�wD{TmvwDk~j�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X�êW�Ø ¶ Ø ¶ X �]{Ttvk�j�m0o�{�uvmNj.��j�oqpsk� �tv{�k�mvwDk�tv{DmvwTk�j�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ë ÷Ø ¶ � Ó j���k�mvr��TÌ|wTk�wD}�r��¡¿z£yp�j���ry��wDrymv{�Î�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ë XØ ¶ � ¶ ÷ Ó r�mv{�Î�knxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ëyëØ ¶ � û pqj���ry�¡{Tuv}n{Tp�k�j�mvr��¡¿zÙNj���k�}Õoqr�mvk�j�mvry� ¶ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X ë �Ø ¶ Ú û pqj���ry�¡{Doqk º uv{Doqj�tvry��¿�j�}�£yrypskÂoq�.rltv{���k ½¬0�so�pqj ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X Ø�ÚØ ¶ � �ps�"ry}�{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X � êØ ¶ � ¶ ÷ Àp��"ry}n{T��tv{��vÔv� º uv{DtNj��vknmNj�psk�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X �W�Ø ¶ � ¶ X Àp��"ry}n{T��tv{�tv{TwDk���knxym ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X �yÚØ ¶ � ¶ ê Àp��"ry}n{T��£y{Tm|{Tpqj�tvryp�{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X � XØ ¶ ÷EÛe¢�oqpsry��j��s�"{Tw�oqry��tv{�}~j�oq{Dryp�Ð�j:t|{�£�pqj���ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X �m�Ø ¶ ÷y÷ ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X �W�Ø ¶ ÷ X ¾ ½s{TpswTk�wDk�ry��ps{T��u|{T}no�ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ X � �
� ® §B©�ªN³�± þ C·§B¨ dS���� ¶ ÷ Ó ry���"{Tmvt|k�r.tv{�tv{�ÁNmvk�wDk�r�mv{T� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ Xm� Ú� ¶ X ü {T�vps{T��{Dm0oqj�wTknxym�tv{�ps{T}~j�wTk�r�mv{T� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Û|÷� ¶ X ¶ ÷ �]{Ttvk�j�m0o�{	o�j��|}~j�� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Û|÷� ¶ X ¶ X �]{Ttvk�j�m0o�{�£ypqj���ry��tvk�psk�£ykÂtvry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Û|÷� ¶ X ¶ ê �]{Ttvk�j�m0o�{��»j�oqp�knwT{D� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê Û�Ø� ¶ ê Ó }~j�uv��uvp�j.p�{�°N{òÎ|kÂ¸�j|ÌN��kn��à�oqpsk�w�j�¿Ïoqp�j�mv��kÂoqkÂ¸�jltv{�uvmNj.ps{T}~j�wTknxym ¶�¶�¶ ê ÛW�� ¶ ë Ó rym�½su|m0oqr����Nj�p�wTk�j�}��.{Tm0o�{�ryp�tv{DmNj�t|ry� ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê ÷ X� ¶ ë ¶ ÷ �Àk~j�£�pqj���j��¡tv{ ì j����s{ ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê ÷ X� ¶ ë ¶ X ¾ }n{T��{Tm�oqry�ãwTj�p�j�wDo�{Tp�Ðn�so�k�wTr��ãtv{Àuvm»wTrym�½su|m0oqr��Nj�p�wTk�j�}��.{Tm�oq{r�p�tv{DmNj�tvr ¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶�¶ ê ÷ ê� ¶ ë ¶ ê ��m|��{Dp���knxym�tv{�uvm]ryp�t|{Tm]�Nj�p�wDk~j�}g{Dm�uvm]rypstv{Tm�oqr�o�j�} ¶�¶�¶�¶ ê ÷£�
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× foØhe�cÙÌ

¾ m+{T��oq{�w�j��|Ðnoqu|}�r°��{'�vp�{D��{Tm�o�jßuvmNj?k�m�oqpsrBtvuvwTwDk�x�m+j?}~jR}�xy£�k�wTjR�vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}¢¿tv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry�DÌ�t|{DÁNm|k�{Tm|tvr8wDrymI�vp�{DwTkn��k�x�m+}�r º u|{è{T�zuvmIpqj� DrymNj���k�{Dm0o�r°¸���}�kntvr¿@��ry��oqpqj�mvtvrÝtvk���oqknm0oqr��]��à�oqrBtvr���tv{°t|{T��ry�so�pqj�wDk�xym2Ì	{Tm0o�p�{°{D}�}nry�]}�j8k�mvt|uvwTwDk�xym
�»j�o�{T����o�knw�j ¶ ó {zwDry��{Tm�o�j�mdj�}n£yuvmNj��lj��v}nk�wTj�wTknr�mv{T��tv{z}nry��oq{T��j���o�pqj�oqj�tvry�:j'}�jk�m|��ryps�»��oqkÂw�j ¶

Ó ry��r�ry�B½s{Do�kn¸yr�����{�{T�s�"{Tp�j º u|{»}�r���j�}�u|��mvr�����{�j�m?w�j��Nj�wT{D��tv{�p�{Tj�}�kn �j�p	wTrym��ry}Âoquvp�j:}~j�����kn£yuvk�{Dm0o�{T��j�wDoqkÂ¸Bk�tNj�tv{T�DÖ
• Ó rymv��oqpsuvk�p¡o�j��|}~j���t|{�¸y{Dp�tNj�t�tv{��vp�r��"ry��knwTk�r�mv{T��wTr����vu|{T�soqj�� ¶
• â ¸y{Dp�kn£yuNj�p���k�t|ry�¢�vp�r��"ry��knwTk�r�mv{T����r�m�}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{T� ¶
• ×pqj�t|uvwTknp¢{DmBuvmvwDk~j�t|ry���s{TmvwDk�}n}�ry��j:{�Î��vp�{D��knrymv{T��}�x�£yk�wTj�� ¶
• ù�{Dp�knÁvw�j�p���k�uvm]p�j� Trymvj���k�{Tm�oqr:{D��wTr�p�p�{DwDo�r ¶
• â �|}�knw�j�p¡{D}��vp�knmvwTkn�vk�rltv{�k�m|tvuvwTwDk�xym ¶

�#�4� ÚP9aÛ#3476� %Ü34�&ÝÞ!0 1. ßw(-3�76�
à[á uvà�ps{T}�j�wTknxymñ{�Î�k���oq{�{Tm�oqp�{�}~j�}�x�£yknw�jz¿è}~j�k�m|��ryps�»��oqkÂw�jWâ�i·r���ryp�tv{DmNj�t|ryp�{D����rym
�»� º uvknmNj��ltvkn��{D¹Nj�tNj��.�Nj�p�j���{Tw�j�mvk� Tj�p�oqp�j��Nj²½sry�:knm0o�{T}n{TwDo�uNj�}n{T�TÌ�{Tm0o�p�{�r�oqp�r��TÌÒ}nry�w���}nwTuv}nry�g�Nj���j�tvry�·{Dm�ry�"{Dpqj�wDk�rymv{D�j�p�kno���à�oqknwTj��2r¢{T}�j�}���j�wD{TmNj���kÂ{Tm0o�rvÌEwD}~j���knÁvw�j�wDk�xym
¿z�vÔv� º u|{TtNj�t|{�tNj�oqry� ¶

â }knm0o�{Tm0oqj�p���{Dw�j�m|k� �j�p¢o�j�ps{�j��À�»���ÀwDry���|}�{�½�j���{Tm�oqpqj���ry��{Tm'{D}6wTj����"r�tv{�}�jk�m|��ryps�»��oqkÂw�jÏwTrym|rBwTk�t|r�wDry��r]k�m�oq{T}nkn£y{DmvwTk�j�j�psoqkÂÁNwTk�j�}<Ìg{TmR{T} º uv{��s{��vps{Do�{Tmvtv{ º uv{
÷ �



X Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
{D}6ryp�t|{TmNj�tvryp��s{�j»w�j��Nj� �tv{�p�{Tj�}�kn �j�p�{T�s{�oqkn�"r»tv{�p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr�� º uv{�{T}6Ùvr��l�vp�{{���{Tw�oqÔNj]tv{�uvmvj]��j�mv{Dpqj�u|mño�j�m�oqr]knm|��ryps�»j�}<Ìg�"ryp�}�r º uv{�{T��mv{DwT{D�qj�psk�r�t|{DÁNmvknp	¿j�mNj�}�kn �j�p�wTrym��|p�{TwDk��sk�xym�tvk�w�Ùvry��pqj� TrymNj���kn{Tm�oqry� ¶�¾ m�r�oqpqj����Nj�}~j��vpqj��TÌá��{�oqp�j�o�j�tv{��r�p���j�}nkn Tj�p¡}nry��p�j� Trymvj���k�{Tm�oqry� ¶6ø tv{�{T��oqr���{�rBwDuv�Nj.}~jl}�x�£yknw�j ¶

×Sj��l�vk�àDm8}~jè}nxy£yknw�j�oqkn{Tmv{�p�{T}�j�wDk�xymdwTr�m {D}¢�luvmvtvrñtv{]}~j��vp�r�£ypqj���j�wDk�x�mdtv{ò�
�|k�tvr�j�}~j�tv{Tmvr���knmNj�tNjßÆ�ÇòÄ�Å�Ä�ÅÏÃBÈ�æSÅEÊ��òÉ§äÒå�ÇqÈ�Öl}nry���vp�r�£ypqj���j�����rym?wTj�tNj]¸y{D Ï�����
wDry���v}�{�½sry�TÌ|��{Tmvr���ÁVj��v}�{D��¿Ï������tvkÂ��Ð�wTkn}Â{T�¡tv{	�»j�m0oq{Dmv{Tp ¶ ó {�ÙNj�m]�|p�ry�vu|{T�so�r�¿Ï��{u�oqk�}nkn �j�mètvkÂ¸y{Tps�qj�����{Do�rBtvry}nry£yÐnj����Nj�pqjz}~jzwDrymv�so�p�uvwDwTknxymRtv{��vpsry£yp�j��»j���¿���uñ¸y{TpÑ�
kÂÁNw�j�wTk�x�m ç4��àDo�rBtvry���Nj�pqj�wTry���vpsry�Nj�p�}�j�wTryknmvwTkntv{DmvwTk�j�{Tm�oqp�{�}�r º uv{���{�wTp�{D{ º u|{Ùvj�wT{�{T}v�|p�ry£�pqj���jÀ¿l}nr º uv{�p�{Tj�}���{Tm�oq{¡Ùvj�wT{�é ¶�¾ m.�Nj�}�j��vpqj��¼tv{ ü ¶ �Vj�k�ps}n{D¿�æÂå#å�È�ÇòÄçæ�¡Æ�åBÆ�Ä	��í~��Ê�Ç�ÿ�å�ægÈ�ÅÀï�í"å:ÇòÄÂô�ïBÇ�ÊEÅTå.ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��ízÿ�å�ÉÑÈ�ÿcè�É4ÄÍÆ�å.ÃBÈÀæÂå»Æ�Ê�í2Æ�Ê�Ç�Ã�å�í2Æ�Ä4å
ÃBÈ�æ"Æé�TÃ�ÄÂôBÊ1�òïNÈ�íNÉÑÈ�ÃBÈ¢ïBí�ä"Ç�Ê�ô�Çså�ÿ�ålÆ�Ê�í�Å�ïÏÈ�Å�äNÈ�Æ�Ä �¡Æ�åBÆ�Ä	��íDê ¾ m.{D�so�j�}�Ð�m|{�jÀtv{¢j�wD{Tp��wTj���k�{Tm�oqr�{Tm�oqp�{�{T}2wTxBt|k�£yr���u|{Tm0o�{	tv{�uvmz�vp�ry£�pqj���j�¿»��u�{D���"{DwTknÁvw�j�wDk�xym�{D�soq��m�}nry�
t|{Tmvry��k�mvj�tvry��}n{Tmv£yuvj�½s{D�¢tv{��vp�ry£�pqj���j�wTknx�mztv{TwD}~j�p�j�oqkÂ¸�j]ç�wTry��r.wDrym0o�pqj��"ry�sk�wDk�xym]j
}�j]¸Bkn��k�x�mRo�pqj�tvknwTknrymNj�}�wDrymvrBwTkntNj�wTr���r��vp�ry£�pqj���j�wDk�x�mRkn���"{Dpqj�o�kn¸�j�é ¶ ��{T�stv{z{D�so�j�"{Dp����"{DwDo�kn¸�jl��{��vp�{�oq{Dmvtv{ º uv{�}�ry�ã�vpsry£ypqj��»j��ãmvrl��{�j�m�uvmvjl��{DwTu|{TmvwTk�j:tv{�k�mv��oqp�u|w��wDk�rym|{T� º u|{�}�{�tvk�£yj�mÝj�}¢r�p�tv{DmNj�tvrypDÌ¡�vj���r°jñ�Nj��srvÌ�wTxy��rñp�{T�sry}n¸y{Dp�{D}¢�vp�ry�|}�{T��jç��vp�r�£ypqj���j�wDk�x�mÝkn���"{Dpqj�o�kÂ¸�j�éòÌ���knmvr°�������vkn{Tm uvmNj°{D���"{DwTknÁvw�j�wDk�xymGtv{�}nr º u|{'��{�|p�{Do�{Tmvt|{�p�{D��ry}Â¸y{Tp	tv{�½�j�mvtvr º uv{.��{Tj�{T}¼�|p�ry�vknrzrypstv{TmNj�tvryp	{D} º uv{.t|{Doq{Dp���k�m|{:}�j��j�wTwTknrymv{D��mv{DwT{T��j�p�k�j����Nj�p�j.{T}n}�r ¶�¾ m�{T��oq{��s{Tm�oqk�t|r�}�j:}�xy£�k�wTjl�vuv{Tt|{�¸y{Tps��{�wDry��r.uvm}n{Tmv£�uNj²½s{�tv{�{T�s�"{TwTkÂÁNw�j�wTknxym'��{Ttvk�j�m0o�{�{T}wTuNj�}6�"rBt|{T��ry�À�v}~j�m0o�{�j�p�}nry���vp�ry�|}�{D�»j��
t|{���r�p���j:psk�£�uvp�ry��j ¶

�6ryp�r�oqp�j��Nj�p�oq{�Ìtv{D��tv{�{D}��vuvm�oqr�t|{.¸�kn�so�j�{D�so�p�k�w�o�j���{Tm�oq{.{T}n{Tw�oqp�x�mvk�wDrvÌ·{T}���r��
�"r�psoq{�o�{TwTm|ry}�xy£�k�wDrl�vpsk�mvwDk��vj�}át|{	}�r��¡r�p�tv{DmNj�tvr�p�{T��}nrlwTr�mv�so�knoqu�¿y{Tm�}�r���Æ�ÄîÇqÆ�ïBÄîÉÑÊEÅ�ÃBÈ
Æ�Ê�íNÿ:ïBÉ åBÆ�Ä	��í]rzÆ�ÄîÇqÆ�ïBÄîÉÑÊEÅ�æë��ô�ÄÍÆ�ÊEÅé�"tv{Tm|ry��knmNj�tvr��Òj���ÐN�"ryp�o�{Tmv{DpÒ{Tm�wDry�lÔvm�wTr�m�}�j��
��r�p���j��6{D}�{D��{Dm0oqj�}�{D�6tv{�}�jÀ}nxy£yknw�j¢{T}B��rBtv{D}�rÀ��j�o�{T����oqknwDrÀwDrymvrBwDk�tvr�wDry��rM�}n£y{T�vp�j
t|{�ú�rBr�}�{ ¶

�Sk�mvj�}��.{Tm�oq{�Ìyr�o�pqj�ps{T}�j�wTknxymltv{�}�j�}�xy£yknwTj�wDrym.}~j�k�m���ryp�����o�knwTjÀ¸Bkn{Tmv{�tvj�tNj	�"r�p�{D}
Ù|{Tw�Ùvr	tv{ º u|{¡{T}B{T��oquvtvknr���j�o�{T����oqkÂwTr�tv{�}�ry�}�{Dmv£yuNj²½s{D�S{D�¼u|mvr�tv{�}nry��vk�}�j�p�{D�tv{�}~jknm|��ryps�»��oqkÂw�j|Ìy{Dm0o�{Tmvt|k�{Tm|tvr��"ryp�}n{Tmv£yuvj�½s{�uvmzÅ�Ä�Å�ÉÑÈ�ÿ�å:ÃBÈ�Å�ðîÿc��Ê�æ�ÊEÅ�ìlÃBÈ	Æ�Ê�í�å�È�íNÄÍÊEÅ
í ïNÈ�ÅEÈ�ïBÉ<Äîæ Ä��Eå�ä|å�Çså�æÂå�Æ�Ê�ÿ:ï�íNÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í|�gÅEÈ�åVÁ�Å�É å.È�íNÉ<ÇqÈ�äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å�Åé��È�íNÉ4Ç�È�äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å�Åxìÿcè í ïBÄîí"å�Åé��Ê�È�íNÉ4ÇqÈlÿcè í ïBÄîí"å�Å�öá}~j�i�xy£yknw�j��Nr�p���j�}·�vuv{Dtv{lwTrym|��k�t|{Tpqj�p���{�wTry��r»uvm}n{Tmv£�uNj²½s{�Ì6È�æ�ÿ»È�õ�Ê�Ç�îNÈ�ÆéîNÊ�ÃBÈ�æ�ÊEÅ�æ�È�íBô�ï|åsõ�È�Å�Ìv{Dm��Nj�}~j��vp�j���t|{#�N{Dp�p�j�oq{DpÀ��r�pqj ¶



kWjÃÂUj_�ã�0Ïx����qðï¯��v�}�yR�Rv�z���q�{"yR��ñ�{*����v�z X ÷
�#�ò¶ ÚP9aÛ#3476� ó . !c+&%x24!#'ô. �0(-%�. ßw(-3�7ã!:'
�6ryp]r�o�pqjd�Nj�psoq{�Ì�¿I�|}~j�m�oq{Tj�mvtvrÝj�Ùvr�pqjd}~j��z�"ry��kn�v}�{D��j��v}�knw�j�wDk�r�mv{D��tv{ñ}~jß}�xy£�k�wTj
tv{T�stv{�uvmNjz�"{Tp��s�"{Tw�oqkn¸�j]�����	£y{Dmv{Tp�j�}<Ì�}~j���wTkn{TmvwDk~j���{�Î��"{Tpsk���{Tm0oqj�}�{D�	��{.�Nj��qj�mñ{Dm
}~j�ry�v�s{Tp�¸�j�wTknxym�tv{	}�j�mNj�oqu|pqj�}n{T Tj�¿Ïu�oqk�}nkn �j�mÏuvm�p�j� Tr�mNj���k�{Tm�oqr�tv{�oqkn�"rzÄîí"Ã�ïNÆ�É4Äçå�Ê
�Nj�pqjñ�"rBtv{Tp���ryp��luv}�j�ploq{Dryp�Ð�j���£�{Tmv{Dpqj�}n{T� ¶@¾ ��o�j���o�{TrypsÐ~j����"{Tps��kÂoq{Dm {Dm0o�{Tmvtv{Dp»¿wT}~j���kÂÁNw�j�pã}�r���p�{D��uv}Âo�j�tvr��¡tv{�ry�v�s{Tp�¸�j�wDk�rymv{D���Nj�p�oqk�wDuv}�j�p�{D�ã¿»t|{	{D�so�{	��rBt|rl{�ÎBo�pqj�{Dp
wTrymvwD}�u|��k�r�mv{T��£y{Dmv{Tp�j�}�{D� º uv{»�"ry��kn�vkn}�kÕoq{TmñÙvj�wT{Dp��vps{TtvknwTwDk�rym|{T����ry�|p�{�{T}Òp�{D��uv}Âo�j�t|rtv{	��u|oquvpsry�¢{�Î��"{Dp�k���{Dm0oqr�� ¶

¾ }NwTrym|rBwTk���k�{Dm0o�r	wTkn{Tm0o�ÐnÁNwDr�{T�Òuvmvj�ps{T�vps{T�s{Tm0oqj�wTknxym�tv{D}V�luvmvt|r�ps{�j�}v¿.j�}�w�j�mv �j}�ry����jE¿yryps{T��m|kn¸y{T}n{T��tv{��vp�{DwTkn��knxymñ¿è{òÎvj�wDoqkÂoquvtRwTuvj�mvtvr�t|k�w�Ùvry����rBtv{T}nry���srym°tv{
mNj�oqu|pqj�}n{T Tj��»j�oq{T����o�knw�j ¶ i·j�u|oqkn}�kntNj�t°tv{Ï}nry����rBtv{D}�ry����j�oq{D����oqknwDry��ps{T��kntv{Ï{Dm}~j��¡o�p�{D��wTj�pqj�wDoq{Dp�Ðn�soqknw�j�� º uv{�ÌV��{D£yÔvm�{Dm0oq{Dmvtv{D��ry�DÌVwTr�m|ÁN£yu|pqj�m]��u]{T�s{TmvwDk~j|Ö
÷ ¶ �6rypãuvmNj��Nj�pso�{�}�j�mv{TwD{T�qj�p�k~j.Å�Äîÿ�ä"æ Ä �¡Æ�åBÆ�Ä	��í º u|{���{�ps{�j�}nk� Tj�{TmÏ}nry�ã��rBtv{D}�ry�Dö�"{Tps��kÂoq{�j�mNj�}nk� �j�p�wDrym»wD}~j�p�k�tvj�t�j����"{DwDoqr��ã¿.ps{T}�j�wTknrymv{T� º uv{À�s{À�vp�{D��{Dm0oqj�mÏ{Dm{T}N�:u|mvtvr�p�{Tj�}ÍÌ��vp�{D��wDk�mvtvkn{Tm|tvr�tv{�r�oqp�j���p�{T}�j�wTknrymv{D����uv�"{Dp°Nuvj�� º uv{�rBwTuv}Âo�j�m¿zwDry���v}�knw�j�mÏ}�ry�¢j����"{Tw�oqry��ry�B½s{�oqr�t|{�{D�soqu|tvk�r ¶
X ¶ i·j���{D£yuvm|tNj�w�j�p�j�wDo�{TpsÐ��so�k�wTjÀ��{¡ps{DÁN{Dp�{�j�}�jR�DåBÆ�Äîæ Ä4Ã�å�Ã�ä|å�Çså�î|åBÆ�È�ÇÒÃBÈ�Ã�ïVÆ�Æ�ÄÍÊ�í2È�Åtv{Dm0oqpsr8tv{T}	��rBtv{T}nr ¶ ¾ �]�"ry�sk��v}n{ º uv{ñuvmNjdt|{ñ}�j��z��jE¿yryps{T�ztvknÁNwDuv}noqj�tv{D�tv{D}¢o�pqj��Nj²½srñwTkn{Tm�oqÐnÁvwTrñwTrym|��k���o�jñ{TmÝ{T}�{D£yknp.{Dm0o�p�{�}nry�.tvk���oqk�m�oqry�:��rBtv{D}�ry�:r
tvkn�soqknm0oqj��Sp�{T�|p�{T�s{Tm�o�j�wDk�rymv{D��tv{T}|��{Dmvxy��{Tmvr	ry�B½s{Do�r�t|{�{T�so�uvtvknr�j º uv{D}v��rBtv{D}�r
º uv{������¡�4j�wDk�}�kÕoq{�}~jl}~j��"ryp¡tv{�tv{DtvuvwDwTknxym ¶

ê ¶ i·j:Ôv}Âoqkn��j�wTj�pqj�w�oq{Dp�Ðn�soqknw�jl{D��{Tm|wTk~j�}�tv{	uvm���rBtv{D}�rl{T��{�ÎBoqp�Ðnmv��{Dw�j�j�}2��k�����rvÌj�tvkn��{Dp�{Tm|wTk�j�tv{À}~j��Òtvry��j�m0oq{Dp�knryp�{D�TÌ0¿.wTrymv�sk���oq{À{Tm]Å�ï�Æ�å�ä|åBÆ�Ä4Ã�å�Ã�ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�É<Äçå�å�Ì
r]}�r º uv{�{D��}nr���kn����rvÌg{T}�£ypqj�tvr]tv{.wTryknmvwTkntv{Tm|wTk�j�r��|oq{Dmvk�t|r]tv{T}�wTrym�oqp�j��so�{{Tm�oqps{Ï}nr º uv{»{T�soqj��Nj��vps{D¸Bk���oqr'tv{Dm0o�p�r'tv{T}ã��rBtv{D}�r]¿R}nr º uv{»��uvwD{Ttv{Ï{Tm?{T}�luvmvt|rèp�{�j�} ¶?¾ }���àDoqrBt|rèwTkn{Tm�oqÐÂÁNwTr�k�mvwDryp��"ryp�j�}�j'{�Î��"{Dp�k���{Tm�o�j�wDk�x�md�Nj�p�jp�{Tj�}�kn �j�p¡tvknwòÙvr.wDrym0o�pqj���oq{ ¶

ó ky}�j���wDk�{DmvwTk�j���{òÎ|�"{Dp�kn��{Dm0oqj�}�{D����kn£yuv{Tm�uvm.ÿ»Ê�ÃBÈ�æ�Ê�Äîí"Ã�ïVÆ�É4Äçå�Ê�Ì²}�j��g�»j�o�{T����oqkÂw�j��
��k�£�uv{Tm'uvm?ÿ»ÊTÃBÈ�æ�ÊzÃBÈ�Ã�ïNÆ�É<Äçå�Ê�tv{lp�j� Tr�mNj���k�{Tm�oqr ¶�¾ ��tv{TwDk�pTÌátv{T�stv{:uvmvjÏwDry}�{DwTwDk�xymk�mvknwTk�j�}0tv{¡¸y{Dp�tNj�t|{T�Àç<j²Î|knry��j���é·��{¡¸�j�m.ry��oq{Tm|k�{Tm|tvrvÌ���{Dtvk~j�m�oq{�p�{D£y}�j��SwTrypsp�{Tw�o�j���tv{
tv{Ttvu|wTwDk�xymgÌá�»���ÀÙv{DwòÙ|ry��¸y{Dp�tNj�t|{Tp�r��.ç�o�{Tryps{T��j���é ¶ ó {��|uv{Tt|{ltv{DwTk�p º uv{�{D}6ry�B½s{Do�rtv{l}�j�}�xy£�k�wTj�{T��{T}6{T��oquvt|k�rÏ��k���oq{D�»��oqk�wDr»t|{l}~j��ÀwDrymvtvknwTk�r�mv{T��£�{Tmv{Dpqj�}n{T��tv{�¸�j�}�k�t|{T 
tv{�{T�soqj���tv{DtvuvwDwTknrymv{T� ¶



X�X ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
â }BÙNj��v}�j�p6t|{T}�wTr�mvwT{D�|oqr	t|{ deducción r demostración

tv{�uvmNj��|p�ry�"ry�sk�wDk�xym�r
�s{Tm�oq{Tm|wTk~j�m|ry�S{D�so�j���r��Sps{DÁNpsk�{Dmvtvr�jÀuvmNj�j�ps£yuv��{Tm�o�j�wDk�xym�}�xy£yknwTj���{Dm0oq{�k�psp�{D��u�o�j��v}n{
º uv{�wTrymvt|uvwT{�j.{D�so�j��v}�{DwT{Dp º uv{�tvknw�ÙNj.�s{Tm�oq{Tm|wTk~j.{T��¸y{TpstNj�tv{Dpqj ¶

¾ }·ryp�kn£y{Tm]t|{�}�j.��jE¿yr�p�Ð~jltv{�}�ry�¢wDrymvwD{T�|o�ry�À�»j�o�{T����oqkÂwTry���s{�{Tm|wTuv{Dm0oqp�j�{Tm�{D}�luvm|tvrlp�{�j�} º uv{�mvry�¡psrBtv{�j ¶�â �sÐ2�"ryp�{Ñ½s{T���v}nrvÌ�}nry�ãmBÔv��{Tpsry�¡mNj�oquvp�j�}�{D����uvps£yk�{Dp�rymt|{�}�j:mv{DwT{D��kntNj�t�tv{
contar

ry�B½s{Do�ry� ¶ó k�j���u|��kn��r��TÌ�wTry��r��vp�kn��{Dpqj¡j��vp�r�Î�k���j�wTknx�mgÌ º uv{�uvmvj¢�s{Tm�oq{Tm|wTk~j¢{D� verdadera�sk6{T�
verificable

ÈõDäNÈ�Ç�Äîÿ»È�íNÉÍå�æ ÿ»È�íNÉ�È
,
p�{T�suv}noqj�pq���s{TmvwDk�}n}�r�wDry���vp�ry�vj�pÀ}�j�¸�j�}�kntv{T 

t|{�}�j:�s{Tm0o�{TmvwDk~j
3 + 2 = 5�vj�pqj»}nr»wTuNj�}S�s{l�vuv{Tt|{:wDrymv��kntv{Tp�j�p���u|ÁvwTk�{Dm0o�{:wDry£y{Dp�o�p�{T���á{Dpqj���¿�t|ry����j�mv Tj�mNj��

¿�wTrym�o�j�pÀ{D}m0Ôv��{Dp�r�tv{�r���½s{�oqry��ry�|oq{Dmvk�t|ry�Àj�}·p�{Duvmvknp�}~j�� ¶ ó k�m�{D�l�Nj�p�£�rvÌV�sk6j�Ùvr�pqj
º uv{Dp�{D��ry�¢wTry���vpsry�Nj�p�ÈõDäNÈ�Ç�Äîÿ»È�íNÉÍå�æ ÿ»È�íNÉ�È	}~j�¸�j�}nk�t|{T 	tv{�}~jl��{Dm0o�{TmvwDk~j

3 · 1010 + 2 · 1010 = 5 · 1010

m|ry�¢{TmvwDrym0o�pqj�ps{T��ry��j�m�oq{�uvm]�s{Tp�knr��|p�ry�v}n{T��j ¶�Sj�pqjÀp�{D��ry}Â¸y{Tp�}nr�mv{DwT{T�sknoqj���r��SwTr�mv�soqpsuvk�p6uvml��rBtv{T}nrÀr�p�{D�vp�{D��{Dm0o�j�wTk�x�m]å>��Å�É<ÇsåBÆ�æ
ÉÍå�tv{�}�ry��m0Ôv��{Tpsry�¢mNj�o�uvpqj�}�{T��tv{���j�mv{Dpqj º uv{�}�jl¸�j�}�k�t|{T 	tv{�}�j:�s{Tm0o�{TmvwDk~j

3 · 1010 + 2 · 1010 = 5 · 1010

�s{��|uv{TtNj�tv{D��r��soqp�j�p�j��Nj�p�oqk�p�tv{�}~j��Ò�vp�r��vk�{DtNj�tv{D� í ïVÈÒäNÊEÅ�É<ïBæÂå�ÿ»ÊEÅ��Nj�pqj�}~j��suv�»jt|{:mBÔv��{Tpsry��mNj�oqu|pqj�}n{T��{Tmè{D�qjzp�{D�vp�{D��{Dm0o�j�wTknxym ç��vp�r���uvmvtvkn �j�ps{T��ry����ry�vps{:{T��oqr�{Tm
{D}�w�j��|Ðnoqu|}�r ê é ¶

¾ m8wTj�tNj'uvmNj�t|{z}~j��l��p�{Tj��:t|{z}~j����»j�o�{T����o�knw�j�����k�{D���|p�{Ï�s{�wDry��k�{Tm| �j'wDrymu|mNjÏ�s{Tp�kn{�tv{l�"ry��oquv}�j�tvry��r
axiomas º uv{l{T��o�j��|}�{TwD{Tm�uvmNj»��{Dp�k�{�tv{��vp�ry�|k�{Ttvj�tv{T�

básicas
tv{�}nry��r���½s{�oqry���»j�oq{T����o�knwTry���Nj²½sr]{T��oquvtvknr º uv{���{�j�t|��kÂoq{DmñwDry��r�¸y{Dp��tvj�tv{Tp�j�� ¶i�ry��j�Î�k�ry��j��»��{'��ryp��luv}�j�m+j?�Nj�p�oqk�p»tv{�}~j��Ï�vp�ry�|k�{Ttvj�tv{D��tv{�}�r��Ïry��½s{�oqr���r

{�¸y{Tm�oqry�Àtv{D}�ÿ:ï�í"ÃBÊ�ÇqÈ�å�æ º u|{�{T��o�j���ry�¢p�{T�|p�{T�s{Tm�o�j�mvt|rvÌár�knmvwT}nuv��r�j��vj�pso�k�p�tv{�}�j���|p�ry�vkn{TtNj�tv{T� º uv{�mvry��r�oqp�r���{Dm0o�{Tmvt|{T��ry� º u|{ deberı́an oq{Dmv{Tp ¶ã¾ m�oqrBtvr.w�j��srvÌN}�ry�j²Î|knry��j��¡tv{T�"{Dm��s{TpDÖ
kîé ³ þ ® ý ª|²±��S©�§B¨ Ö�mvr�tv{D�"{»�"rBtv{Dp��s{»tv{DtvuvwDk�p�}�xy£�k�wTj���{Dm0oq{.j]�Nj�p�oqknp�tv{�{T}�}nry�

º uv{�uvmNj.wTkn{Tp�o�j:��{Dm0oq{DmvwDk~j�{D���sk��luv}noq��m|{�j���{Dm0oq{�¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj:¿Ï�4j�}���j|Ìk�k~é ±§C´§ ý §�C6´±�§UC"E§B¨ Ö6mvknmv£yÔ|m.j�Î�k�ry��jÀ��{�tv{D�"{¢�"rBt|{Tp�tv{D��ry�so�pqj�p¼j��Nj�pso�k�pSt|{T}ps{T��oqr.¿
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k�knk~é ¨�¥�ø¼³�±�§�CáE§B¨ Ö¡o�rBtNj���}�j��À�|p�ry�vkn{TtNj�tv{T� º uv{l{Dm0o�{Tmvt|{T��ry� º uv{lt|{T�"{Tm��qj�oqk��Ñ��4j�wT{Dp�}�r��Àry�B½s{Do�ry� º uv{l{D�so�j���ry�Àp�{D�vp�{D��{Tm�o�j�m|tvr�tv{D�"{Tm��"rBtv{Dp���{lt|{TtvuvwDk�p�j��Nj�p�oqk�ptv{�}�ry�¢j²Î|knry��j�� ¶
ÜÀmvj�¸y{T ]{T��o�j��v}n{TwDk�tvr��.}�ry�.j�Î�knry��j��TÌ�{T}�ps{T�so�rRtv{Ïä"ÇqÊ�ä"ÄÍÈ�Ã�å0ÃBÈ�Å�å�È�ÇsÃ0å�ÃBÈ�Çså�Å�r

ÉÑÈ�Ê�ÇqÈ�ÿ�å�Å·��{¡r��|oqkn{Tmv{Dml��{Dtvk~j�m�oq{ãt|{TtvuvwDwTknrymv{D��}�x�£yk�wTj��r
demostraciones

jÀ�Nj�p�oqk�p
tv{�}nry��j�Î�knry��j���r�tv{�r�oqpsry�¢o�{Tryps{T��j��¢�vp�{�¸�k�j���{Tm0o�{�tv{D��r��soqp�j�tvry� ¶ i�ry�¢oqàDp���k�mvr��}�{T��j|Ì�wDryp�r�}~j�psk�r»¿è�|p�ry�"ry�sk�wDk�xymè�s{�{T���v}�{Tj�mñ�vj�pqj�wDk�{Dpsoqrzoqkn�"r]t|{.oq{Dryp�{D�»j�� ¶ ÜÀm
lema

{T��uvm+oq{Dryp�{D�»j?�»���z��kn���v}�{ º uv{è��{è{T���v}n{�j?�Nj�p�jßtv{D��ry��oqp�j�pzr�o�p�rß�»���wTry���v}n{Ñ½sr ¶ ÜÀm corolario
{T��uvmñoq{Dryp�{D�»j º uv{�{T��wDrymv�s{TwTu|{TmvwTk~j�t|k�p�{DwDoqj]tv{�r�oqpsroq{Tr�p�{T��j��|p�{D¸Bknr ¶�¾ }"oqàTps��knmvr�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��íl{D�¡��k�m|xymvkn��r�tv{D}áoqàDp���k�m|r»ÉÑÈ�Ê�ÇqÈ�ÿ�å ¶ ó {��uv{D}�{��|p�{D��{Dp�knp�}�jè�Nj�}�j��vpqj'oq{Dryp�{D�»jè�Nj�pqjèÙv{Tw�Ùvry���»����ps{T}�{�¸�j�m�oq{D��¿d}�jè�Nj�}�j��vpqj

�vp�ry�"r���k�wDk�x�m��Nj�pqj:Ùv{Tw�Ùvry����������{DwTuvmvtvj�p�knry� ¶
�#�Yù ÚP9aÛ#3476� �& "!#�/!:'�34783�!#���02
úRûBü�ûú ý©þuÿ��Lþ��������
	��Rþuÿ������	���þuÿ
â }ps{�j�}nk� Tj�p¢p�j� Trymvj���k�{Tm�oqry�¢{D���v}n{�j���ry�¢�s{Tm0o�{TmvwDk~j�� º uv{�{T�soq��m'wDrymv{DwDo�j�tNj���{Tm�oqps{��Ðã�"r�p�wTrym|{TwDo�kn¸�j���}�knmv£��vÐn��oqknwTj�� ¶ i·j�}�xy£�k�wTj��vp�ry�"r���k�wDk�rymvj�}��s{»rBwTuv�vj�tv{D}ã{T��oquvt|k�rtv{l}~j��ÀwTrym|{TwDo�kn¸�j��	}nk�mv£��vÐn�so�knw�j��À{Dm0o�p�{l�vp�r��ár���knwTk�r�mv{T� ¶ ÜÀmNj»ý µ þVý�þ ¨T±<³�±�ALC {T��uvmNj��{Tm�oq{DmvwTk�j º u|{Ò�vuv{Tt|{ã��{Dp·¸y{TpstNj�tv{Dpqj|Ì�wTknp�wDuvmv�soqj�mvwDk~j º uv{Òk�m|tvk�wTj�p�{D��r��·j���rBwTk���mvtvr�}~j{T}g¸�j�}�ryp¡tv{	¸y{Dp�tNj�t

V
Ìvr:�4j�}���j|Ì|{Tm]wTu�¿yr�w�j���r�}�{�j���rBwTk�j�ps{T��ry��{D}g¸�j�}nryp¡tv{	¸y{TpstNj�t

F ¶ÀË uv{D�soqpsrÏ�vp�knmvwTkn�Nj�}·knm0o�{Tp�àD��{Dm'p�{D}~j�wDk�xym]wTrym�}~j�}nxy£yknw�j.�vpsry�"ry��knwTknrymNj�}�{T��tv{�½�j�p{T�soqj��v}n{TwDk�tvr'{T}��vj��"{T} º uv{�½su|{T£�j�m?}~j���wDrymv{DwDo�kn¸�j��l}�knmv£��vkÂ�soqknwTj���¿°�suv�:wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yry�}�xy£�k�wDry��j���rBwDk~j�tvry��{Tm]p�{T}�j�wDk�xymzwTr�m�}nry��wDrymvwD{T�|o�ry�Àt|{cå�È�ÇsÃ�å�Ã]¿ÝÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��í ¶i·j��	wTr�mv{Tw�oqkn¸�j���}�knmv£��vÐÂ�soqknwTj����"{Tp���kno�{Tm�wTr�mv�so�p�uvknp	�vp�r��"ry��knwTk�r�mv{T��wTry���vuv{D�soqj��
j��Nj�pso�k�pÒtv{�r�o�pqj��������ã��kn���v}n{T� ¶¼â ��Ð<Ì|�sk2}nry�ã��Ð��l�"ry}nr�� p ¿ q ps{T�vps{T��{Dm0oqj�m��vp�r��"ry��kÕ�wTk�r�mv{T��£y{TmvàDp�knw�j��DÌ0}~j���wTrym|{Tw�oqkn¸�j���}�k�m|£��vÐn�so�knw�j��¼�»����{T���v}n{�j�tNj�����rym�}�j�� º uv{�j��Nj�p�{��wT{Tm]{Tm]}~jl��k�£�uvk�{Dm0oq{�oqj��v}�j|Ö
¥�þ C·§B³�²±��|ªñ©4±§C-b����4¨DE±�³yª ¥�þ C§B³�²±�� þ ©�ADb"±4³ þ @ �4®/� þ © þ @ §'§B¨�³yµ�±���§C þ p � ÈÍô�åBÆ�Ä	��í ¬ ¬p

p Ð q
À Ê�í�õòïBí2Æ�Ä	��í ∧ p ∧ q

p
þ
q � Ä�Å�ì�ïBí2Æ�Ä	��í ∨ p ∨ q@ ± p §�C" þ C³y§B¨ q � ÿ�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í ⇒ p⇒ q

p ¨�±RÐ ¨ þ © þ ¨T± q ´ í ïBÄçå�å�æ�È�í2Æ�Ä4å ⇔ p⇔ q
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• ¾ }|��kn£ymvkÂÁNw�j�tvr�tv{T}|wTrymv{DwDo�kn¸yr�}nxy£yknwDr�m|{T£�j�wDk�x�mgÌ ¬ Ìyp�{T�sk�tv{¡{Tm º uv{�}�j��vp�ry�"r���kÂ�wTknxym ¬p {T��¸y{Tp�tvj�tv{Dpqj�{Dm»{D}Vw�j���r�tv{ º uv{ p ��{Tj��4j�}��qj�¿:p�{TwDÐ��vpsrBw�j���{Tm�oq{ º uv{
¬p {D�¡�4j�}n�qj�wDuNj�mvt|r p {D�¡¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj ¶ ü {DwTry£y{D��r��¡{T}2�sk�£ym|knÁNwTj�tvrlt|{T}2wTrym|{Tw��oqkn¸yr ¬ {Tm]}~jl��kn£yuvkn{Tm0o�{:ÉÍå��TæÕå�ÃBÈaå�È�ÇsÃ�å�Ã2Ö

p ¬pù �� ù

��{T}Ò��kn����r]��rBtvr��"rBtv{D��r���p�{DwTry£y{Dp�{D}Ò��kn£ymvknÁvw�j�tvr]tv{T}Òp�{D�soqr�tv{�}�r���wDrymv{Dw��
o�kn¸yry�DÖ

• ij]��{Dm0oq{DmvwTk�j p ∧ q
{T��¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j���xy}nr�wTuNj�mvtvr

p
¿
q
��r�m°¸y{TpstNj�tv{Dpqj��l��kÕ�

�luv}noq��mv{�j���{Dm0o�{ ¶ i·j�oqj��v}�j�tv{.¸y{TpstNj�t°wTrypsp�{D���"rymvt|k�{Tm�oq{»j]{D�so�{�wTrymv{DwDo�kn¸yr��{Tp��|ÌN�vuv{D�TÖ

p q p ∧ qù ù ù
ù � �� ù �� � �

• ij���{Dm0oq{DmvwTk�j p∨q Ì º uv{��s{�}n{T{ p � q, tv{T�"{�{Dm0o�{Tmvtv{Dp��s{�{Dm.��u.j�wT{D�"wTk�x�m:�»���j����v}�k�j�Ì|{T��tv{DwTknpTÌ
p
�
q
Ê»å�ÿc��ÊEÅ

,
wDrym�}�r º uv{ p ∨ q

��{Tp��.¸y{TpstNj�tv{Dpqj�{Dm�{T}
w�j��sr�t|{ º uv{ p �s{�j.¸y{Dp�tNj�tv{Tp�j|Ì q ��{Tj.¸y{TpstNj�tv{Dpqj�r�j��:�vj�����{Tj�m]¸y{TpstNj�tv{Dpqj����k��lu|}no���mv{�j���{Tm�oq{�Ö

p q p ∨ qù ù ù
ù � ù� ù ù� � �
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• �Sj�p�j:{D�so�j��v}�{DwT{Tp�{D}g��k�£�mvknÁvw�j�tvrltv{	}�jl�s{Tm�oq{Tm|wTk~j p⇒ q
Ì º uv{���{	}�{D{�Å�Ä p È�í�æÉ�Ê�í2Æ�È�Å

q
r�o�j��l�vknàTm

p
Äîÿ�äáæ ÄÍÆqå

q,
t|{T�"{T��ry�Soq{Tm|{Tp��vps{T�s{Tm0o�{ º uv{�{Tm.}n{Tmv£�uNj²½s{mNj�o�uvpqj�}¡}~j'�s{Tm�oq{Tm|wTk~j

p
Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�å

q
{DmvwTkn{Tp�p�jèu|mNjèps{T}�j�wTknxymßtv{zw�j�uv��j�}nk�tNj�t2Ì

w�j�uv�qj�}nk�tvj�t º uv{�mvrÏ�sk�{D���vps{�j��Nj�ps{TwD{:j�}6u�oqk�}nkn �j�p�{D�so�{lwTr�mv{Tw�oqkÂ¸yrz{Dm'{T}S���.��vkÂoqrè��r�p���j�} ¶ ó {��vps{Do�{Tmvtv{ º uv{�{D}�¸�j�}nryp:ù rP��t|{�}�jè�s{Tm0o�{TmvwDk~j
p ⇒ qtv{D�"{TmvtNj��"ryp�wTry���v}n{Doqr�t|{�}�ry��¸�j�}�ryps{T��tv{�¸y{Dp�tNj�t'tv{

p
¿
q
Ì"wDrym�knmvtv{T�"{Dm��

tv{DmvwTk�jñtv{ º uv{�{òÎ�k��soqjñrñmvr°j�}n£yuvmNj�ps{T}~j�wTknxymdtv{]w�j�u|�qj�}nk�tNj�t8wDrymÝ��{Tm�oqkntvr{Tm�oqps{
p
¿
q ¶»¾ mR}�{Dmv£yuNj²½s{.��j�oq{D�»��oqknwDrvÌ p Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�å q º uvkn{Tp�{.tv{TwDk�p º u|{���k

p
{T��¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�ÌSmv{TwD{T�qj�p�k~j���{Dm0o�{

q
{D��¸y{TpstNj�tv{Dpqj|ÌSr�}nr º u|{»{D��}�r]��k��s��r|Ìí ïNÈ es imposible que q sea falsa y p verdadera. ¾ �so�r�{D�TÌ���kã{D}Ò¸�j�}nryptv{�¸y{Dp�tNj�tètv{

p
{D��ùh¿�{T}6tv{

q
{D�w��Ìá{D}6¸�j�}�rypÀtv{�¸y{Dp�tNj�tètv{

p ⇒ q
{D�0�ãö

�Nj�p�jz{T}¼p�{T��oqr]tv{.�"r���k��|}�{D��¸�j�}nryp�{D�	tv{
p
¿
q
}�jÏ��{Tm�oq{DmvwTk�j]�s{Tp��z¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j ¶Ó rymv�sk�tvàDp�{D��{�{D}�{Ñ½s{D���|}�r:��k�£�uvk�{Dm0o�{�Ö

ó {Tj�}~jz�vp�ry�"r���k�wDk�xym2ÖV³VÄ í ïNÈ�ÿ»Ê]ÿ�å�ÃBÈ�Çså[��î|åmì�îBïBÿ»ÊèÈ�í È�æÒå�ÿc�TÄÍÈ�íNÉ�È�Ì º uv{p�{D�vp�{D��{Dm0o�j�p�{T��ry�l�"ryp
p ⇒ q ¶�¾ m0oq{Dmvtv{D��ry� º uv{Ï{T��o�j'��{Dm0o�{TmvwDk~j'{D�l¸�{Tp��tNj�t|{Tpqj�Ì��|uv{T��oqr º uv{�{Dm�m0uv{T��oqpqj�{�Î��"{Tpsk�{DmvwTk�j�mvr¢{Tm|wTrym�oqpqj���r���uvmNj��sknoquvj�wTknxym{Tm�}�j º u|{�uvmNj	�»j�tv{Tp�j	{T��oqà�j�p�tvkn{Tmvt|r	¿:m|r��vpsrBtvuv Dw�j�ÙBuv��r ¶ ó knm.{D�:�vj�p�£yr|Ì}~j.��{Dm0o�{TmvwDk~j»{D�À¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�k�mvtv{D�"{Tmvt|k�{Tm�oq{D��{Dm0o�{�tv{ º uv{��s{�oq{Dmv£�j���j�tv{Dpqjj.��j�mvr:¿zmvr�ÙNjE¿yj�Ù0uv��r.{Tm�{D}j��:�|k�{Dm0oq{�Ìvtv{ º uv{�mvr�{T��oq{D��ry� º u|{T��j�mvtvr��j�tv{Dpqj�¿»ÙvjE¿�jlÙBuv��rltv{T�vkntvr.j º uv{	{T��o�j���ry� º uv{D�»j�m|tvr.�vj��"{T}<Ì|r:k�m|wT}�u|��rtv{ º uv{:{D��{DwDoqkÂ¸�j���{Tm�oq{l{T��oq{T��ry� º uv{D�»j�m|tvr���j�tv{Tp�j»¿���{:{T��oqà:}�}�{DmNj�mvt|rÏ{T}j��l�vkn{Tm�oq{�tv{»Ù0uv��r ¶'¾ m?r�oqp�j����vj�}~j��|pqj�� p ⇒ q

��kn£yuv{»�sk�{Dmvtvr�¸y{TpstNj�tv{Dpqj
j�uvm�{Tm'{T}6wTj���rÏ{Dm'{T} º uv{ p ��{Tj��4j�}���j'ç�mvrÏ{D�so�{T��ry� º uv{T��j�mvtvrÏ��j�t|{Tpqjyé�¿
q
��{Tj��4j�}���jÏç4mvrlÙNjE¿�ÙBu|��rl{Dmz{T}2j��l�vk�{Dm0oq{�é�Ì

p
�s{�j��4j�}n�qj�¿

q
�s{�j�¸y{TpstNj�tv{Dpqj

r�knmvwT}nuv��r º u|{ p ��{Tj.¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj.¿ q �s{�j:¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j ¶ã¾ }���kn£ymvkÂÁNw�j�tvr.tv{�{T��oq{wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yr�}nxy£yknwTr º uv{TtNj��|uv{T��tv{D}���k�£�uvk�{Dm0o�{	��rBtvr|Ö

p q p⇒ qù ù ù
ù � �� ù ù� � ù

¢��v��àDps¸y{D��{ º u|{��"ryp¢{Ñ½s{D���v}nr�}�j.�s{Tm�oq{Tm|wTk~j�³VÄ �"!#�%$�&RÈ�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å:È�æ2ÅEÊ�æSÈ�Å�ïBí"åÈ�Å�É<ÇqÈ�æîæÂå�{T�¡¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j�ç4�s{T£yÔ|m]{T}g�sk�£ym|knÁNwTj�tvrltv{T}gwTr�mv{Tw�oqkÂ¸yr�}nxy£yknwDrl{T��o�j��|}�{TwDk�t|r.{Dm
}~j�o�j��v}�j	j�m0o�{Tp�knrypqé6¿l��k�m.{T�l�vj�p�£yr	mvr�{òÎ|kn�so�{�ps{T}�j�wTknxym.j�}�£�uvmNj�tv{¢w�j�u|�qj�}nk�tNj�t:{Tm�oqps{
}~j����|p�ry�"ry�sk�wDk�rymv{D����k����v}n{T� º uv{�{Tm]{T}n}~jlknm0o�{Tps¸Bkn{Tmv{Dm ¶
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¾ �»kn���"ryp�o�j�m�oq{ztv{T��o�j�wTj�p º u|{�tv{�}�jèoqj��v}�jñj�m0o�{Tp�knryp.��{���kn£yuv{ º uv{��Nj�pqjñtv{ò���ry��oqpqj�p º uv{�}~j��s{Tm�oq{Tm|wTk~j p⇒ q

{D�ã¸y{TpstNj�tv{Dpqj|Ì��Nj���o�j�wTrym»{T��oquvtvk�j�pã{D}"w�j��srl{Tm»{T}
º uv{ p {D�¡¸y{TpstNj�tv{Dpqj�Ìv�vuv{T��oqr º uv{���k p {T���4j�}���j|Ì�}�j��s{Tm�oq{Tm|wTk~j p⇒ q

{D�¡¸y{Dp�tNj�tv{Tp�j ¶
â }~j����s{Tm�oq{DmvwTk�j�� p ¿ q }~j��¼tv{Dmvry��k�mvj�p�{D��r��TÌyps{T�s�"{TwDo�kn¸�j���{Dm0o�{�Ì ª�Cá�§�³y§B´·§UC"E§¿ ³ þ C6¨D§�³�¥·§�CáE§ tv{�}~jl�vp�r��ár���knwTk�x�m p⇒ q.i·jl��{Dm0oq{DmvwTk�j

q ⇒ p
{T��t|{Tmvry��k�mvj�tNj ¨D§UC"E§�C6³�±�ª�µ²§B³'� ý µ þ ³yª t|{	}~j���{Tm�oq{DmvwTk�j

p⇒ q,
¿l}�j���{Dm0oq{DmvwDk~j ¬q ⇒ ¬p ¨T§�Cá�§UC³�±�ª�³ þ CáEµ²ªvµ²µ²§B³'� ý µ þ ³yª tv{¢}�j��s{Tm0o�{TmvwDk~j

p⇒ q.

• ij��vp�r��"ry��knwTknxym p⇔ q
Ì º uv{���{À}�{D{ p Å�Ä*ì�ÅEÊ�æ�Ê���k q Ì�r�o�j��l�vknàTm p È í ï�Äçå�å�æ�È�å

q
{T�¢¸y{Dp�tNj�tv{Tp�j�wTuNj�mvtvr

p
¿
q
oqkn{Tm|{Tm]{T}���kn����rl¸�j�}�ryp¡tv{	¸y{TpstNj�tgÌN{T�¢tv{TwDk�pDÖ

p q p⇔ qù ù ù
ù � �� ù �� � ù

�Sj�pqjßps{T�vps{T�s{Tm0oqj�p]�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymv{D�z{D���v}n{�j�ps{T��ry�Ï}nry�Ï��Ðn�:�"r�}�r��
p
Ì
q
Ì
r ¶Â¶n¶ rvÌ

}nr º uv{�{D�z}nr?��k��s��r|Ì�{D���v}�{Tj�p�{D��ry��}nry�»��Ðn�l�"ry}�r�� p Ì q Ì r ¶Â¶n¶ wTry��r �|ªvµ�±4ªZ�6©�§�¨ý µ þVý�þ ¨�±4³�± þ C·ªN©4§B¨�¶
úuûBü�û)( *�þ +",.-./��10��2-432+Zþ 3#þuÿ5	6�7	����
Ü�mvr]tv{.}�r��	tv{T�swTuv�|p�k���k�{Dm0o�ry�������	��r�p��vps{Tmvtv{Dm0o�{T��wTrymñ{D} º u|{�mvry��{Tm|wTrym�oqpqj���ry�j�}ã{D�so�uvtvk~j�p�}nxy£yknw�j�wTr�mv��kn�soq{»{Dm º uv{»}~j�¸�j�}nk�tv{D �tv{»uvmvj�tv{DtvuvwTwDk�xym?tv{D�á{Dmvtv{Ï{�Î0�wD}�uv�skn¸�j���{Dm0o�{	tv{�}~j ª þ µ�®Rª º uv{�àT��o�j:oq{Dmv£�j|Ì|¿Ïmvr�t|{T}��"ry�sk��v}n{	�sk�£ym|knÁNwTj�tvr:tv{�}�j���|p�ry�"ry�sk�wDk�rymv{D� º u|{�{Tm]{T}n}~jlknm0oq{Dps¸Bk�{Dmv{Dm ¶�â �sÐ��"ryp¢{�½s{T���v}�r|Ìv}�j���tv{DtvuvwDwTk�r�mv{T�DÖ

¬�{�o�j.{T��u|mNj.p�rE¿�j.rc¬�{�o�j.{T�¢}~j�ps£�j¬�{�o�j.mvr�{T�¢uvmNj.psr²¿�j
�"ryp�}�rlo�j�m�oqrV¬�{Doqj�{D��}�j�p�£�j

Ó uvwDu|�4j�o�r�{D�soqu|tvk~j.r Ó uvwDu|�4j�oqr.oqp�j��Nj²½�jÓ uvwDu|�4j�o�r�mvr.{T�so�uvtvk�j
�"ryp�}�rlo�j�m�oqr Ó uvwDu|�4j�oqr.oqp�j��Nj²½�j



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� X �
��rymßk�£�uNj�}n��{Tm�oq{�¸���}�kntNj��TÌSk�mvt|{T�"{Dmvtvk�{Dm0o�{T��{Tm�oq{zt|{ º uv{Ï{�Î�k���o�j�mßr'mvr'}~j��:¬�{Do�j��TÌtv{ º uv{���{�j�m�r�mvr�}�j�p�£yj��TÌvtv{ º uv{ Ó u|wTu|�4j�o�r»{D�so�uvtvk�{�r�o�pqj��Nj²½s{�r�knmvwT}nuv��r�tv{ º uv{{�Î�k���o�j�j�}n£yuvkn{Tm º uv{��s{�}�}�j��.{	j��sÐ ¶

¾ �soqj���tvry�¢t|{TtvuvwDwTknrymv{D��oqkn{Tmv{Dm]}~jl��k�����j���ryp���j|Ö
p ∨ q
¬p
q

��rym|tv{���{�{D�soq�.p�{D�vp�{D��{Dm0o�j�mvtvr�{Tm�w�j�tvj.}nÐ�m|{�j�uvmNj:tv{	}~j��¡�vpsry�"ry��knwTknrymv{D�TÌ|¿Ï�s{
ÙNj�m���{D�Nj�pqj�tvr�}�j���Ùvk��"x�o�{T�sk���tv{:}�j»wTr�mvwT}nuv��knxym��"r�p�uvmNjÏ}�Ðnmv{�j�Ùvr�p�k� Drym0oqj�} ¶ ó r��vp�{{T�so�r�¸yr�}n¸y{Dp�{T��ry���»���¢j�tv{T}�j�m0o�{ ¶

ù�{Tj���r���r�oqpsr]{�½s{T���v}�rz�Nj�pqj�j�wT}�j�pqj�p�}�r º u|{�{Dm0o�{Tmvtv{D��r����"r�p	��ryp���jztv{.uvmNj�vp�ry�"r���k�wDk�x�mgÖ
}~j����|p�ry�"ry�sk�wDk�rymv{D�	É4Ç�å>��åsõ�Ê»Ê.í2Ê.É<Çså>��åsõ�ÊÀ¿RÈ�Å�É�Ê[ì:ÅEÈ�íNÉ å�ÃBÊ»Ê.í2ÊÏÈ�Å�É�Ê[ì:ÅEÈ�íNÉ å�ÃBÊ

oqk�{Dmv{Tm:}~j���k��s�»j���r�p���j
p∨¬p. i·j�o�j��v}~j�tv{�¸y{Tp�tvj�t�tv{¡{T�soqj���ryp���j��vpsry�"ry�sk�wTknrymNj�}

p ∨ ¬p {T�DÖ

p ¬p p ∨ ¬pù � ù� ù ù
¾ �¢tv{DwTknpTÌvwDuNj�} º uvkn{Tp¡�vpsry�"ry��knwTknxym º uv{	o�{Tmv£�j:}�j���ryps�»j p ∨ ¬p ��{Tp��:¸y{Dp�tNj�t|{Tpqjk�mvtv{D�"{Tmvt|k�{Dm0oq{D��{Dm0o�{�tv{D}g¸�j�}nryp�tv{	¸y{Dp�tNj�t º u|{�oq{Dmv£�j p.i·jñ��ryps�»jèt|{�}�j����vpsry�"ry��knwTknrymv{T�.¸�j°jñ{T�soqj�p�tv{Do�{Tps��knmNj�tNjñ�"r�p�wDxy��rR{D�soq��m

tvk��s�vuv{T��oqry�]}�ry��wDrymv{DwDo�kn¸yry� {¬,∧,∨,⇒,⇔} , �"ryp�}�r º u|{ñ¸�j���ry�]jdk�m0o�p�rBtvu|wTk�p}~j�tv{DÁNm|k�wTknxym8tv{ ª þ µ�®°ª ý µ þ"ý�þ ¨�±4³�± þ C·ªN© �Nj�pqjè{T��oquvtvk�j�p�j º uv{T}n}~j��.�|p�ry�vkn{Ttvj�tv{T�
º u|{�Ôvm|k�wTj���{Dm0o�{�tv{T�"{Dmvtv{Dm tv{'}�jR�»j�mv{Tp�j°{TmG}~j º uv{'{T�soq��m+wTry}nrBw�j�tvry�»tvknw�Ùvry�wTrymv{DwDo�kn¸yry�¢}�xy£�k�wDry�TÖ
8 §>ø�C6±4³�±BADC�ESGlf)GBE:9 æÂå�ÿ�å�ÇqÈ�ÿ»ÊEÅ ª þ µ�®°ª ý µ þVý�þ ¨T±<³�± þ C·ªN© å�Æ�ï|å�æ í ïBÄÍÈ�Ç	ÈõDä"Ç�È�ÅòÄ	��í��Ê�Ç�ÿ�å�Ã�å	äNÊ�Ç<;
å>=¡å�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�Å¡ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å�ÉÍå�æ�È�Å:Æ�Ê�ÿ»Ê

p, q
�
r, ...

�6=ßæ�ÊEÅlÆ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�ÊEÅ	æë��ô�ÄÍÆ�ÊEÅ ¬,∧,∨,⇒,⇔
Æ�=ßæ�ÊEÅ¡ä|å�ÇéÁ�íNÉ�È�Å�Ä�Å

(, )



X Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
ìzÆ�Ê�í|Å�É<ÇòïBÄ4Ã�å»ïBÉ4Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊ.æÂå�Å	Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È�Å�ÇqÈÍô�æÂå�Å?;
@ ê À ïvå�æ í ïBÄÍÈ�Ç0å�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ·È�Å�ïBí"åM��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ
��ê0³VÄ A ì B ÅEÊ�í���Ê�Çòÿ�å�Å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å���È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å:ÉÍå�ÿc�TÄ	Á�í°æ�Ê»ÅEÊ�í

(¬A) ,
(A ∧ B) , (A ∨ B) , (A ⇒ B) ì (A ⇔ B)

¾ m�}�j¢�vp���wDo�k�wTj¢��{Ò��uv{D}�{Tm���uv�|p�k���knp�}nry�·�Nj�p�àTm�oq{D��k��{Tm�j º uv{D}�}�r��·wTj���ry�{Tm�}�r�� º u|{j�}�ÙNj�wT{Dp�}�r�mvr]�s{��vpsrBtvuvwD{�j��l�vkn£��v{Ttvj�t ¶ ó {T¹vj�}~j�p�o�j��l�vknàTm º u|{�ÌwTry��rz¸y{Dp�{T��ry�{Dm'}�j���{DwTwDk�xym?÷ ¶ ØBÌ"}~j�ps{T£y}�j X �vuv{Tt|{l�s{Tp��sk����v}�kÕÁNw�j�tNj.�vp�{D��wDk�mvt|k�{Tm|tvrÏt|{lj�}n£yuvmvr��t|{�}nry��wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yry� ¶

È1XT§B® ý © þ E�Glf)GldA9 å�ÈõDä"Ç�È�Å�Ä	��í
∨p¬ ∨ ¬q

í2Ê�È�Å�ïBí"å
��Ê�Çòÿ�åãäáÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æCBnäNÊ�Ç¢È�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�äNÊ�Ç í ïNÈ�Æ�Ê�ÿ:ÄÍÈ�í��EåãäNÊ�ÇãïBí�Æ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�Ê
∨ =£�Òÿ:ÄÍÈ�íNÉ4Çså�Å í ïVÈ�æÂå]ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í

((p ∧ (¬q))⇒ r)

Å�ð¼æ�ÊzÈ�Å¡äNÊ�Ç í ïVÈ�Å�ÄÂô�ïNÈ�æÂå�Å�ÇqÈ ô�æÂå�Å�ÃBÈ	Å�ï�Æ�Ê�í|Å�É<ÇòïNÆ�Æ�Ä	��íDê²���Å£Á�Çºå�È�ÅEÈ í ïVÈ��Bæ É<Äîÿ�åã��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�ä"ïNÈ�ÃBÈ�ÅEÈ�Ç¢Ç�È�ä"ÇqÈ�ÅEÈ�íNÉÍå�Ã�å�Å�Äîí]å�ÿ¦æ�TÄÂô�DNÈ�Ã�å�Ã.Å�ïEä"ÇòÄîÿ:ÄÍÈ�í"ÃBÊ�ä|å�Ç�Á�íNÉ�È�Å�Ä�Å¡äNÊ�Ç
(p ∧ ¬q)⇒ r.

Ó j�tNj���ryp���j��vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}voqkn{Tmv{Àj���rBwDk~j�tNj�uvmvj�oqj��v}�j�tv{�¸y{TpstNj�tgÌ º u|{�ps{TwDry£y{}nry�ltvkn�soqknm0o�ry��¸�j�}�ryps{T�ltv{z¸y{Dp�tNj�tÝt|{�}�j���ryps�»j'j�}¡j��sk�£ymNj�p�¸�j�}nryps{T�
V
¿
F
j�}�j��

t|k��so�k�m�o�j���¸�j�psk~j��v}n{T��k�m�¸yry}�u|wTpqj�tNj�� ¶ i·j]o�j��|}~j]tv{�¸y{TpstNj�tdj���rBwTk�j�tNj�j�uvmvj���ryp���j�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�}|�s{��|uv{Ttv{¢wTrym|�soqpsuvk�p��sk���oq{T����o�k�w�j���{Tm0o�{�j	�Nj�p�oqk�pStv{T}v�vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr
{D���|}�{�j�tvr.�Nj�pqj:wTrym|�soqpsuvk�p�tvk�w�ÙNjl��ryps�»jl�vpsry�"ry�sk�wTknrymNj�}<Ö
È1XT§B® ý © þ E�Glf)Glf À Ê�í|Å�É<ÇòïNÆ�Æ�Ä	��í»ÃBÈ�æÂå�ÉÍå>�TæÂå�ÃBÈ8å�È�Ç�Ã�å�Ã�ÃBÈ¡æÂå1��Ê�Çòÿ�å�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ

(p∧¬q)⇒ r



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� Xm�

• i�r]�vpsk���{Tpsr�{D��tv{Do�{Tps��knmNj�p	}nry�	�Nj��sry���s{T£yuvkntvry��{DmR��uRwDrymv��oqp�uvwDwTknxym ¶ ¢������àDps¸y{D��{ º uv{���{D£yÔvm�}~j��¢ps{T£y}�j��¢tv{�wDrymv��oqp�u|wTwTknxym�tv{���ryp���j����vpsry�"ry��knwTknrymNj�}n{D���kn{T���vp�{:��{.oqkn{Tmv{.uvmRÔv}Âoqkn��rzwDrymv{Tw�oqkÂ¸yr º u|{�¸�j]��{D�Nj�pqj�mvtvr�}~jz�Nj�psoq{.tv{�}�jtv{Dp�{Tw�ÙNj�¿ß}�j'tv{�}�j'k�  º u|k�{TpstNj º uv{���r�m8�vp�r��ár���k�wDk�r�mv{T�:�����l��kn���v}n{T��ç�wTrym��{Tmvr��¢wTrym|{TwDo�kn¸yr���é�Ö
(p∧¬q)⇒ r

↙ ↘
(p∧¬q) r

↙ ↘
p ¬q

↓
q

• ¾ mñ�s{T£yu|mvtvr]}nuv£�j�p��s{.wDrymv�so�p�u|¿y{.}~j»�vpsk���{Tpqj�ÁN}~j»tv{:}~j�o�j��|}~j�oq{Dmvk�{Dmvtvr�{DmwTu|{Tm�o�j�tvknwòÙ|ry�¢�Nj���ry�DÖ

p q ¬q (p∧¬q) r (p∧¬q)⇒ r

• ¾ m�oq{TpswT{Dp�}nuv£�j�p�{D�so�j��v}�{DwT{D��ry�Òo�rBtNj��Ò}~j����"ry��kn�v}�{D�Ò��kno�uNj�wDk�rym|{T�Òtv{�¸y{Dp�tNj�t»r�4j�}n��{Ttvj�t]t|{�}�j����vpsk���{Tp�j��¡¸�j�p�k�j��v}n{T��t|{T}�{Tm0uvmvwDk~j�tvr º uv{�k�m�oq{Tp�¸�kn{Tm|{TmgÖ
p q ¬q (p∧¬q) r (p∧¬q)⇒ rù ù
ù �� ù� �

• �SknmNj�}n��{Dm0oq{Ò�s{�¸�j�mlp�{D}�}�{DmNj�m|tvr�{D}�p�{D�so�r	t|{�}~j��wTry}nuv��mNj��·oq{Tm|k�{Tm|tvr�{Dm:wDuv{TmB�o�j»�"ryp�uvmNjÏ�Nj�p�oq{l{D}ãÅ�ÄÂô�íNÄ �¡Æ�å�ÃBÊÏtv{l}�r���wDrymv{DwDoqkÂ¸yry�	}nxy£yknwTry� ¬,∧,∨,⇒,⇔¿Ï�ár�p�r�oqp�j|Ì º uv{�w�j�tvj:¸y{T  º uv{�j��vj�p�{DwT{�uvmNj:mBuv{�¸�j.¸�j�p�k�j��v}n{��vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}{T���|p�{TwDk��sr.wDry���Nj�p�j�p�}~j�����kno�uNj�wDk�rymv{D�¡tv{�¸y{TpstNj�t�rl�4j�}n��{DtNj�tzr��|oq{Dmvk�tNj��¡wTrym
}�r���tvry�¢�"ry�sk��v}n{T�¡¸�j�}nryp�{D�¢t|{�¸y{Dp�tNj�t�tv{�}~jlmBuv{�¸�j.¸�j�p�k~j��v}�{��vpsry�"ry�sk�wTknrymNj�}ÍÖ



ê Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
ç§�Sj���r�k�m�oq{Tps��{Dtvknr0é

p q ¬q (p∧¬q) r (p∧¬q)⇒ rù ù � � ù
ù � ù ù ù� ù � � ù� � ù � ù ����

ç4×6j��v}�jlÁNmNj�}îé
p q ¬q (p∧¬q) r (p∧¬q)⇒ rù ù � � ù ù
ù � ù ù ù ù� ù � � ù ù� � ù � ù ù
ù ù � � � ù
ù � ù ù � �� ù � � � ù� � ù � � ù

È1XT§0µ�³�±4³�± þ E À Ê�í|Å�É<ÇòïBÄîÇ�æÂå�Å�ÉÍå>�TæÂå�Å	ÃBÈ�å�È�Ç�Ã�å�Ã.ÃBÈ�æÂå�Å�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ�Å"��Ê�Çòÿ�å�Å�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�Äçæ
Æ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å?;
@ ê ¬ (p ∨ q)
��ê

(p ∧ ¬p)
E ê ¬ (p ∧ ¬p)
&Dê

p⇒ (q ∧ ¬r)
F ê ¬ (p ∧ q)⇔ ((¬p) ∨ (¬q))

úuûBü�û§ü GH-�0I�Uþ��þ���J�-uÿLKM+%-�NLþ���-�,.	6���O�UþuÿL��P��	6/Mþuÿ
8 §>ø1C±4³�±BADCÄE�Glf)G�gRQ í"å ��Ê�Çòÿ�å�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æÀÈ�Å�ï�íVå�SUT"VWSYX[Z\X^][_6T Å�Ä�ÉÑÊ�ÿ�åÝÈ�æå�å�æ�Ê�Ça`ßÆ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�Çså í ïNÈ�ÅEÈ�å�æÂå6��Ê�Çòÿ�å�È�í í ïVÈ�å�Å�ÄÂô�í2È�ÿ»ÊEÅ�æ�ÊEÅMå�å�æ�Ê�ÇqÈ�Åa`¡�cbÝå:æÂå�Å



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� ê ÷
å�å�Ç�Ä4å>�Tæ�È�Å�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�ænÈ�Å í ïNÈ�È�íGÈ�æîæÂå'ÄîíNÉ�È�ÇºåEÄÍÈ�í2È�íDê Q í"å:��Ê�Ç�ÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æÈ�Å�ïBí"åed^X[fgS�hiT�jCkUdld�kUm[f Å�Ä�É�Ê�ÿ�å8È�æ�å�å�æ�Ê�Çnb`Æ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�Çså í ïVÈ�ÅEÈ�å°æÂå���Ê�Çòÿ�å8È�íí ïVÈ�å�Å�ÄÂô�í2È�ÿ»ÊEÅ�æ�ÊEÅVå�å�æ�Ê�ÇqÈ�Åo`Ä�ab�å]æÂå�ÅVå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�ÅÀä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�ÈqÅ í ïNÈÏÈ�í8È�æîæÂåÄîíNÉÑÈ�ÇºåEÄÍÈ�í2È�íDê
È
XT§B® ý © þ E�Gëf)Gl� (p⇒ q)⇔ ((¬p) ∨ q) È�ÅÀïBí"ålÉÍåyïBÉ�Ê�æ�Ê�ô�ð4å�ÅEÈÍôm�BíÏÅEÈ�Å�ÄÂô�ïVÈ�ÃBÈ¢Å�ïÉ å>�TæÂåÏÃBÈaå�È�ÇsÃ�å�Ã';

p q p⇒ q ¬p (¬p) ∨ q (p⇒ q)⇔ ((¬p) ∨ q)ù ù ù � ù ù
ù � � � � ù� ù ù ù ù ù� � ù ù ù ù

È
XT§0µ�³�±<³�± þ d ±ãÇqÊW��å�Ç í ïVÈ�æÂå�Å�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È�ÅS��Ê�Çòÿ�å�Ågä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�ÈqÅSÅEÊ�ílÉÍåyïBÉ�Ê�æ�Ê�ô�ð4å�Å?;
@ ê

(p ∧ (p⇒ q))⇒ q

��ê
((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ r)

E ê
((p⇒ q) ∧ (¬p⇒ q))⇒ q

&Dê
((p ∨ q) ∧ ¬p)⇒ q

F ê
(p ∧ ¬p)⇒ q

È
XT§0µ�³�±<³�± þ f ±ãÇqÊW��å�Ç í ïVÈ�æÂå�Å�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È�ÅS��Ê�Çòÿ�å�Ågä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�ÈqÅSÅEÊ�ílÉÍåyïBÉ�Ê�æ�Ê�ô�ð4å�Å?;
@ ê

((p⇒ q) ∧ (q ⇒ p))⇔ (p⇔ q)

��ê
(p⇒ q)⇔ ((¬q)⇒ (¬p))

E ê
(p⇒ q)⇔ ((p ∧ ¬q)⇒ (¬p))

&Dê
p⇔ (¬p⇒ p)

F ê
p⇔ ((¬p)⇒ (q ∧ ¬q))

8 §>ø�C6±4³�±BADC�ESGlf)Gl� ³VÄ A ì B ÅEÊ�íM��Ê�Çòÿ�å�ÅSä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�ÅÒÅEÈ�Ã�ÄÍÆòÈ í ïNÈ A ±4® ý ©4±qp
³yªR©BASb"±<³yªv®°§�CáE§�ª B Å�Ä¼æÂåM��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ

(A ⇒ B) È�Å�ïBí"å»ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê



êyX ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
¢�o�pqj��¡��ryp���j��¡ÙNj��vkÂoquNj�}n{T�¡tv{�tv{TwDk�p A Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�å�æë��ô�ÄÍÆ�å�ÿ»È�íNÉ�È�å B ��rymñÖ
• B {T�:Æ�Ê�í|ÅEÈ�Æ�ïNÈ�í2Æ�Ä4å�æë��ô�ÄÍÆ�åÏtv{ A
• A {D�:Æ�Ê�í"Ã�ÄÍÆ�Ä	��í]Å�ïº�¡Æ�ÄÍÈ�íNÉÑÈ�t|{ B
• B {T�:Æ�Ê�í"Ã�ÄÍÆ�Ä	��í�í2È�Æ�È�ÅTå�ÇòÄ4åÏtv{ A ¶

â mNj�}nk�wT{D��ry�¡{T}��sk�£ymvkÂÁNwTj�tvr.t|{�{D�soqj�tv{�ÁNmvknwTknxymgÖ
��k

(A ⇒ B) {T��uvmNjñoqj�u|oqr�}�ry£�Ð�j�{Tm�oqrymvwD{T�»{T��k����"ry��kn�v}n{�j���kn£ymNj�p:¸�j�}nryp�{D��t|{¸y{Dp�tNj�t�j:}�j���¸�j�psk~j��|}�{T�¡�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymvj�}�{D�¡t|{ A ¿ B tv{���j�mv{Dpqj º u|{ A ��{�jlù¬¿ B�s{�jc� ¶
¾ mIr�o�pqj��»�Nj�}�j��vp�j��TÖ ó k (A ⇒ B) {T�ÏuvmNj°o�j�u|oqry}nry£yÐnjè¿ A {T�»ùlÌ�{Dm0o�rymvwD{T�

m|{TwT{D�qj�psk~j���{Dm0oq{ B {T��ù ¶��{T}�{Ñ½s{Dp�wTknwTknr X o�{Tmv{D��ry� º u|{�Ö
p ∧ (p⇒ q) implica lógicamente

j
q

(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r) implica lógicamente
j

(p⇒ r)
(p⇒ q) ∧ (¬p⇒ q) implica lógicamente

j
q

(p ∨ q) ∧ ¬p implica lógicamente
j

q
(p ∧ ¬p) implica lógicamente

j
q

r �S¨T§0µs�|ªN³�±BADCFESGlf)G � ´�æDîVÈ�ÆéîNÊ.ÃBÈ í ïNÈ p ∧ (p⇒ q)
Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�å.æë�qô�ÄÍÆ�å�ÿ»È�íNÉ�È�å

q
È�Å

æÂå�ÇqÈ ô�æÕåzÃBÈ�Äîí���È�ÇqÈ�í2Æ�Ä4å í ïVÈ�ÅEÈ	Å�ïNÈ�æ�È:Æ�Ê�í2ÊEÆ�È�Ç�Æ�Ê�ÿ»Ê ® þ ´¥6¨ ý�þ C·§UC¨ ê
9 å]ÇqÈÍô�æÂå ® þ ´6¥¨» þ ©�§UC¨ È�Å�È�æ-îNÈ�ÆéîNÊzÃBÈ í ïNÈ (p ⇒ q) ∧ ¬q Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�åzæë��ô�ÄÍÆ�åmæÿ»È�íNÉ�È�å ¬p ê

8 §>ø1C±4³�±BADCÄE�Glf)Gë� ³gÈ�å�í A ì B ÃBÊEÅ¦��Ê�Çòÿ�å�ÅÏä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å�ÅEÈRÃ�ÄÍÆ�È í ïNÈ A§B¤g¥±��|ªN©�§è©�ASbá±4³yªN®R§UC"E§�ª B Å�Ä�æÂå~��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ
(A ⇔ B) È�Å�ï�í"åÏÉ å�ï�æÉ�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê

â mNj�}nk�wT{D��ry�¡{T}��sk�£ymvkÂÁNwTj�tvr.t|{�{D�soqj�tv{�ÁNmvknwTknxymgÖ
��k

(A ⇔ B) {T��uvmNjñoqj�u|oqr�}�ry£�Ð�j�{Tm�oqrymvwD{T�»{T��k����"ry��kn�v}n{�j���kn£ymNj�p:¸�j�}nryp�{D��t|{¸y{Dp�tNj�t?j]}~j��	¸�j�p�k�j��v}n{T���|p�ry�"ry�sk�wDk�rymvj�}�{D�	tv{ A ¿ B tv{���j�mv{Dpqj º uv{�{D}�¸�j�}�r�p�tv{¸y{Dp�tNj�t�tv{ A �s{�j.tvkn��{Dp�{Tm�oq{�t|{T}g¸�j�}nryp¡tv{ B ¶¾ m�r�o�pqj����Nj�}�j��vpqj��TÖ��sk (A ⇔ B) {D��uvmNj:oqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j A {D�¢ù���kg¿z�sry}�r:��k B {T�ù�Ìv¿ A {T���d�skg¿z��ry}nr.�sk B {D�M� ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ g ±�ÇqÊm��å�Ç í ïVÈ»æ�ÊEÅ�Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�Å�ä|å�ÇqÈ�ÅzÃBÈM��Ê�Çòÿ�å�Å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å:ÅEÊ�íæë��ô�ÄÍÆ�å�ÿ»È�íNÉ�È�È í ï�Äçå�å�æ�È�íNÉ�È�Å



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� êyê

¬¬p ì
p

(p ∧ q) ∧ r ì
p ∧ (q ∧ r) B ∧ È�Å�å�ÅEÊ²Æ�Ä4å�É4Äçå�å>=

(p ∨ q) ∨ r ì
p ∨ (q ∨ r) B ∨ È�Å�å�ÅEÊ²Æ�Ä4å�É4Äçå�å>=

(p ∧ q) ì
(q ∧ p) B ∧ È�ÅlÆ�Ê�íNÿ:ïBÉ å�É4Äçå�å>=

(p ∨ q) ì
(q ∨ p) B ∨ È�ÅlÆ�Ê�íNÿ:ïBÉ å�É4Äçå�å>=

p ∧ (q ∨ r) ì
(p ∧ q) ∨ (p ∧ r) B ∧ È�Å�Ã�Ä�Å�É4ÇòÄB�Tï�É4Äçå�å»ÇqÈ�Å�äNÈ�Æ�É�Ê�ÃBÈ ∨ =

p ∨ (q ∧ r) ì
(p ∨ q) ∧ (p ∨ r) B ∨ È�Å�Ã�Ä�Å�É4ÇòÄB�Tï�É4Äçå�å»ÇqÈ�Å�äNÈ�Æ�É�Ê�ÃBÈ ∧ =

¬ (p ∨ q) ì
(¬p) ∧ (¬q) æ�È�ì»ÃBÈ � ÈutRÊ�Ç<ô�å�í

¬ (p ∧ q) ì
(¬p) ∨ (¬q) æ�È�ì»ÃBÈ � ÈutRÊ�Ç<ô�å�í

(p⇔ q)
ì

(q ⇔ p)
p ∧ V ì

p
p ∨ F ì

p
(p⇒ q)

ì
(p ∧ ¬q)⇒ F

��{D}·{�½s{Tp�wDk�wDk�r ê oq{Dmv{T��ry� º uv{�Ö

(p⇒ q) ∧ (q ⇒ p) equivale lógicamente
j

(p⇔ q)
(p⇒ q) equivale lógicamente

j
(¬q)⇒ (¬p)

(p⇒ q) equivale lógicamente
j

((p ∧ ¬q)⇒ (¬p))
p equivale lógicamente

j
(¬p⇒ p)

p equivale lógicamente
j

((¬p)⇒ (q ∧ ¬q))
�6rypSr�o�p�r�}~j�t|r�{T}�{Ñ½s{D���|}�r�÷ ¶ ê ¶ ØÀk�m|tvk�wTj º uv{ p⇒ q

{T�¼{ º u|kn¸�j�}�{Tm�oq{�}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{j ¬p ∨ q ¶
¾ �soqj�o�j��v}~jÏtv{�{ º u|kn¸�j�}�{Tm|wTk�j���}nxy£yknw�j����"rym|{�tv{.�»j�mvknÁN{D�so�r�}�ry�	�sk�£yuvkn{Tm�oq{D��p�{ò���uv}Âo�j�tvr��TÖ
÷ ¶ i·j�{ º uvkn¸�j�}�{DmvwTk�j (p⇔ q)

{T�
V
��kÒ¿R��r�}�r��skã}~j���kn���|}�kÂw�j�wTknrym|{T�

(p⇒ q)
¿

(q ⇒ p)
�srym

V ¶
X ¶ i·j�k����v}nkÂw�j�wDknxym (p⇒ q)

{D�¼}�xy£�k�wTj���{Dm0oq{Ò{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{¡j���u�Æ�Ê�íNÉ4Çså�Ç�ÇqÈ�Æ�ð ä"ÇqÊEÆ�å
(¬q)⇒ (¬p) ¶

ê ¶�¾ }6ä"ÇòÄîí2Æ�Ä ä"ÄÍÊ�ÃBÈ:Ç�È�Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í?å�æ�å���Åòï�ÇsÃBÊ�Ö�}~j�¸y{TpstNj�tñtv{ p {D��{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{.j�}Ùv{DwòÙ|r�tv{ º uv{���u.mv{D£�j�wDk�xym ¬p k����v}nk º uv{�uvmNj�wTr�m0oqp�j�tvknwTwTknxym ¶S¾ ��oq{�Ùv{Tw�Ùvr���{��u|�soq{Dm0oqj�{Dm�}�j:�sk�£yuvkn{Tm�oq{	{ º u|kn¸�j�}�{Tm|wTk~jl}�xy£yknwTj|Ì|�|p�{T�s{Tm�o�j�tNj�j�m0oq{Dp�knryp���{Tm�oq{�Ö
p equivale lógicamente

j
((¬p)⇒ (q ∧ ¬q))



ê ë ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
¾ �so�j��	{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j���}�xy£yknwTj��Àmvry���"{Tp���kno�k�p���m��vps{T��{Dm0oqj�p�j�}�£yuvmvj��Ào�àTwDmvk�wTj���tv{t|{T��ry�so�pqj�wDk�xym ¶ â m0o�{T��k�m0o�p�rBtvu| Tw�j���r��zwTr�m �vp�{DwTk��sk�xym+{T}	�s{Tm0o�k�tvr º uv{èo�k�{Dmv{è{D}Ù|{Tw�Ùvr�tv{ º uv{�uvm]pqj� Trymvj���kn{Tm�oqr:��{Tj�wDryp�ps{Tw�oqr ¶

8 §>ø1C±4³�±BADCÄE�Glf)Gë� ³gÈ�å�í A1, ...,An

ì B ��Ê�Çòÿ�å�Å�ä"ÇqÊ�äVÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å�ê ³gÈ�Ã�ÄÍÆ�È í ïNÈïBí�Çså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÊ�ÃBÈ�ægÉ4Ä äNÊ
de A1, ...,An se deduce B

È�Å ³ þ µ�µ²§B³� þ'Ê ©BASb"±<³yªN®R§�CáE§u�|¯N©<±4´ þÏÅ�Ä A1∧...∧An

Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�å�æë��ô�ÄÍÆ�å�ÿ»È�íNÉÑÈ B Ê£�2æ�Êí ïNÈ�È�Åãæ�ÊÀÿ:Ä�Å�ÿ»Ê£�"Å�ÄgÈ�ÅãÄîÿ�äNÊEÅ�ÄB�Tæ�È�È�í2Æ�Ê�íNÉ4Ç�å�Ç�ï�íÏÆ�å�ÅEÊ�È�íÏÈ�æ í ïVÈ�Å�ÄÍÈ�í"ÃBÊ�å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså�ÅæÂå�Å�ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�Å A1 �	êçêçê�� An
ÅEÈ�å��Då�æ ÅTå.æÂå:ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å B êwv æÂå�Å�ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�Å A1 �	êçêçê�� AnæÂå�Å»ÃBÈ�í2Ê�ÿ:Äîí"å�ÿ»Ê�Å	ý µ²§B®?±4¨TªN¨ Ê I± ý ANE§B¨�±4¨ ì'å'æÂå]ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å B ³ þ C6³�©4¥6¨T±BADC Ê

�§�¨�±4¨ ê
�Sj�pqj�tvkn�so�k�mv£yu|k�pÒ}�j��ã�vp�{D��kn�qj��ãtv{�}�j�wTrym|wT}�u|��k�x�mgÌ�{T}ápqj� DrymNj���kn{Tm�oqrlj�m0o�{Tp�knrypã��{

�suv{T}n{�p�{T�|p�{T�s{Tm�o�j�p��"ryp
A1¶¶¶
An

B
È1XT§B® ý © þ E�Glf)GBE�� ´ãæ2Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È�Çså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê»È�Å:Æ�Ê�ÇòÇqÈ�Æ�ÉÑÊ�;

p⇒ q
p
q

xNå í ïVÈ ((p⇒ q) ∧ p)⇒ q
È�Å�ï�í"å�É å�ïBÉÑÊ�æ�Ê�ô�ð4å>ê

È1XT§0µ�³�±4³�± þ � � È�ÉÑÈ�Çòÿ:Äîí"å�ÇÀÅ�Ä�È�æáÅ�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�Ç�å£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê»È�Å:Æ�Ê�ÇòÇqÈ�Æ�ÉÑÊ�;
(p⇒ (q ∨ r))
(q ⇒ ¬r)

p
q ∧ ¬r

È1XT§0µ�³�±4³�± þ � � ÃBÈ�íNÉ4Ä �¡Æ�å�Ç�å�ÃBÈ�Æ�ïvå�Ã�å�ÿ»È�íNÉ�È¢æÂå�ÅÀÃ�Ä�Å�É<ÄîíNÉÍå�Å	Æ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�å�Å�æ ÄîíBô�D�ð�ÅòÉ<ÄÍÆ�å�Å�ìæÂå�Åwå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�Åãä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Åé�ÒÊm�TÉÑÈ�í2È�Ç�æÂå�Å�ä"ÇqÈ�ÿ:Ä�ÅTå�Å~ì.æÂåzÆòÊ�í2Æ�æ ï0Å�Ä	��í�ìÏÈ�Å�É<ï|Ã�Ä4å�Ç
æÂå�å�å�æ Ä4ÃBÈò�lÃBÈ�æ�ÊEÅ�Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�Å�Çså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÊEÅ?;



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� ê Ø
@ êzy�È�Ålï�íñÅ�ï|��ô�Ç�ïEäNÊ»Å�Ä¢È�Å:í2Ê å�åBÆ�ðÍÊ£��Æ�Ê�íNÉ<ÄÍÈ�í2È:å�æSí2È�ïBÉ<ÇqÊ&ì'È�Å»Æ�È�ÇòÇså�ÃBÊ�ä|å�Ç�å
æÂåÏÊ�äNÈ�ÇsåBÆ�Ä	��íDêx³VÄWy È�Å�í2Ê©å�åBÆ�ðÍÊ:ì»Æ�È�Ç�Çså�ÃBÊ�ä|å�Ç�å:æÂåÏÊ�äNÈ�Çså�Æ�Ä	��í|��È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�ÅIy
Æ�Ê�íNÉ4ÄÍÈ�í2ÈÀå�æNí2È�ïBÉ<ÇqÊmêx´ãí�Æ�Ê�í|ÅEÈ�Æ�ïNÈ�í2Æ�Ä4å[�gÅ�Ä{y�È�Å	Æ�È�ÇòÇså�ÃBÊ¡ä|å�Çså�æÂå.Ê�äVÈ�ÇsåBÆ�Ä	��í|�
y È�Å�ïBí�Å�ïZ��ô�ÇòïEäVÊmê

��ê0³VÄ
a
È�Å�ïBí�í��Bÿ»È�Ç�Ê�äNÈ�Çç��È�Æ�ÉÑÊÏÈ�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å

a
È�Å�ä|å�Ç0ì

n
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç4ê

a
È�Å¡ä|å�Ç0ì

n
í2ÊÏÈ�Å�Äîÿ�ä|å�Ç4êx±�Ê�ÇlÆ�Ê�í|Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È

a
í2ÊzÈ�Å¡äNÈ�Çç��È�Æ�ÉÑÊmê

E ê0³VÄ�í2Ê¦î|åmìVîBïNÈ�æ ô�å[��ÊzÈ�æ2Å�Äîí"Ã�ÄÍÆ�åyÉ�Ê.ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÈlÊzÈ�æ·ÿ:ÄîíNÄ�Å�É4ÇqÊ�É4ÄÍÈ�í2È�Ç�å£�[��íDêIy�åmìîBïNÈ�æ ô�åGÊ È�í¬Æ�å�ÅEÊÝÆ�Ê�íNÉ4Çså�Ç�ÄÍÊ8È�æ�ÿ:ÄîíNÄ�Å�É4ÇqÊRÅEÈRÈ í ï�Äçå�ÊEÆ�å>ê¾±�Ê�Ç�æ�ÊßÉÍå�íNÉ�Ê È�æ
Å�Äîí"Ã�ÄÍÆ�å�É�Ê.í2Ê.ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÈ�ê

È
XT§0µ�³�±<³�± þ � � È�É�È�Çòÿ.ÄîíVåyÇÀÅ�Ä�È�æáÅ�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ�Çså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÊ»È�ÅlÆ�Ê�ÇòÇ�È�Æ�É�Ê�;³VÄ"|NÊEÅ£ÁSô�å�í���æÂå�Æ�å�ÇòÇ�È�Çså�È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å
±¢È�Ã�ÇqÊ-�òïVÈ�È�æyÅEÈÍô�ïBí"ÃBÊ	Ê#}�å�ÿ���í8�òïVÈ�È�æyÅ�È ô�ïBí"ÃBÊmê³VÄ8±¢È�Ã�ÇqÊw�òïNÈzÈ�æ6ÅEÈÍô�ï�í"ÃBÊ�È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�ÅH|NÊEÅ£Á.í2Ê�ô�å�í���æÂåèÆ�å�Ç�ÇqÈ�Çså>ê�³VÄ À å�Ç�æ�ÊEÅ6�òïVÈÏÈ�æ
ÅEÈÍô�ï�í"ÃBÊ°È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Åa}¡å�ÿ���í í2Ê¦�òïVÈ'È�æãÅEÈÍô�ï�í"ÃBÊmê~|NÊEÅ£Á�ô�å�í��èæÂådÆ�å�ÇòÇ�È�Çså>ê 9 ïNÈÍôBÊÀ å�Ç�æ�ÊEÅ	í2Ê��òïNÈ:È�æáÅEÈÍô�ï�í"ÃBÊmê

��{�{T��o�j���j�mv{Dpqj|Ì6j]�Nj�pso�k�p�tv{��vp�ry�"r���k�wDk�rym|{T��¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj��zç º uv{�k�mvknwTk�j�}Â��{Dm0oq{wTrym|��r�p���j�md}�r���j²Î|knry��j���é���{]�|uv{Ttv{Dm u|o�k�}�kÂ �j�p�pqj� DrymNj���k�{Dm0o�ry�l¸���}�k�t|ry�:�Nj�pqjèt|{��
��ry��oqp�j�p º uv{�uvmvj�mBu|{D¸�j��vp�r��"ry��knwTk�x�mè{D�	o�j��l�vknàTm'¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj ¶ ù�{�j���r���j�}�£yu|mvry�{Ñ½s{T���v}nry��tv{�tv{D��r��soqp�j�wTknrymv{D��oqkn�"rvÖ

• 8 §B® þ ¨DEµ²ªN³�± þ C·§B¨R´±�µ�§B³�EªN¨ Q'��{]u|�qj�m8�Nj�pqj��vp�r��Nj�p º u|{�u|mNjè��{Dm0oq{DmvwTk�jtv{�}~j���ryp���j
p ⇒ q

{D�.¸y{TpstNj�tv{Dpqjñ�Nj�p�jè}nrèwTuvj�}�u|oqkn}�kn Tj���r��l}~j��sk�£�uvk�{Dm0oq{
o�j�u|oqry}nry£yÐnjlps{TwDuvp��skn¸�j���{Dm0oq{�Ö

((p⇒ r) ∧ (r ⇒ s))⇒ (p⇒ s).

��{�{D�so�j��»j�mv{Tp�j��sk��"rBtv{D��r���wTrym|�soqpsuvk�p	uvmNj�w�j�tv{DmNj�ÁNm|kno�jztv{.��{Dm0oq{DmvwDk~j��
¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj���tv{�}~j'��ryps�»j

p ⇒ p1
Ì
p1 ⇒ p2

Ì ¶n¶Â¶ Ì pn ⇒ q
ÙNj��|p�{T��ry�.t|{��

��ry�so�pqj�tvr º u|{ p⇒ q
{D�¢¸y{TpstNj�tv{Dpqj ¶

È
XT§B® ý © þ E�Gëf)GBESE � È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇqÈ�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ�Å�Ä x È�Å�ï�íßÈ�íNÉ�È�Ç�Ê�Äîÿ�ä|å�Ç�Å�ïñÆ�ïvå�Ã�Çså�ÃBÊ�È�Å
Äîÿ�ä|åyÇ4ê´�íRÈ���È�Æ�ÉÑÊ£�¼Å�Ä

x
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç�È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å�ÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�ïBí°È�íNÉÑÈ�ÇqÊ

p
ÉÍå�æ í ïVÈ

x = 2p+ 1



ê � ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
äNÊ�Ç�æÂåßÃBÈ���íNÄÍÆ�Ä	��í+ÃBÈzÅEÈ�Ç�Äîÿ�ä|å�Ç�ê�b·Ê�Ç�ÿ�å�æ ÿ»È�íNÉ�È�îNÈ�ÿ»ÊEÅ�ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�ÃBÊ í ïNÈ�ÅòÄ	æÂåä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í

q
È�Å�Î¬È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç ì

q1
È�ÅzæÂå�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��íG{�õyÄ�Å�É�È:äÞÈ�íNÉ�È�ÇqÊèÉ å�æ í ïNÈõ
$I�Tä�! @ È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å�É�È�í2È�ÿ»ÊEÅ�æÂå�å�È�ÇsåBÆ�Ä4Ã�å�Ã»ÃBÈ?;
q ⇒ q1.

� ÈwîNÈ�ÆéîNÊ£�2äNÊ�Ç�ÃBÈ���íNÄÍÆ�Ä	��í�ÃBÈ�Äîÿ�ä|å�Ç�� q ⇔ q1
ê

v�ä"æ ÄÍÆ�å�í"ÃBÊ.æÂå�Å�ÇqÈÍô�æÂå�Å¡ä|å�Ç�åVî|åBÆ�È�Ç�È�æ6Æ�ïvå�Ã�Çså�ÃBÊ.É�È�í2È�ÿ»ÊEÅ?;
x2 = (2p+ 1)2 = 4p2 + 4p+ 1.

´�Å�ÉÍåèÈ�Å.ïBí"å�Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í
q1 ⇒ q2

ÃBÊ�í"ÃBÈ
q2
È�Å.æÂå:ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��íßÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�äGÈ�íNÉ�È�Ç�Ê

ÉÍå�æ í ïNÈ x2 ÅEÈ¡ä"ïVÈ�ÃBÈlÈ�ÅEÆ�ÇòÄB�TÄîÇ�Æ�Ê�ÿ»Ê x2 = 4p2 + 4p+ 1
ê³áåBÆ�å�í"ÃBÊ6�DåBÆ�É�Ê�ÇlÆ�Ê�ÿ¦�BíRÊm�TÉÑÈ�í2È�ÿ»ÊEÅ?;

x2 = 2(2p2 + 2p) + 1.

±¢Ê�Ç�æ�Ê í ïVÈ:È�íRÈ���È�Æ�É�Ê x2 È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç4ê
È1XT§0µ�³�±4³�± þ � ³gÈ�å�í

a, b
ÃBÊEÅãí��Bÿ»È�Ç�ÊEÅãí"å�É4ïBÇ�å�æ�È�Å

a, b ∈ N = {1, 2, 3...} ê6³gÈ�ÃBÈ���í2Èí ïNÈ a > b
Å�Ä�ÈõyÄ�Å�É�È:ï�í?í��Bÿ»È�ÇqÊzí"å�É4ï�Çså�æ

c ∈ N
ÉÍå�æ í ïNÈ a = b + c

ê � È�ÿ»ÊEÅ�É4Çså�Çí ïNÈ	Å�Ä a > b
ì
b > c

È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å
a > c

ê
• 8 §B® þ ¨D�µ�ªv³�±BADC ý�þ µ°³ þ CáEµ²ª ý�þ ¨�±�E±�� þ-QÏwTrymv�sk���oq{Ï{Tmdu�oqk�}nkn �j�p�}�j�{ º uvkÂ¸�j��}�{DmvwTk�j:}nxy£yknw�jlt|{�}�j����s{Tm0o�{TmvwDk~j��

p⇒ q
¿ ¬q ⇒ ¬p.

È1XT§B® ý © þ E�Glf)GBEUd `vå�ÿ»ÊEÅ]å?ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç���ï�ÅTå�í"ÃBÊ�æÂå?ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4ÇsåBÆ�Ä	��íèäNÊ�Ç�Æ�Ê�íNÉ<Çsåmæ
äNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�Ê£��æÂå�Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í�ÇqÈ�Æ�ð ä"Ç�ÊEÆ�å»ÃBÈ�æ6È�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�å�íNÉÑÈ�ÇòÄÍÊ�Ç<;

x2 impar implica x impar.

� È��DÈ�ÿ»ÊEÅ	ÃBÈ�ÿÏÊEÅ�É4Çså�Ç�È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å í ïNÈlÈ�Å0å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså�æÂå:ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4åzÆ�Ê�íNÉ4Çså�Ç�ÇqÈ�Æ�ð ä"ÇqÊEÆ�å';
x no impar implica x2 no impar.

²�È í ï�Äçå�å�æ�È�íNÉ�È�ÿ»È�íNÉ�È?;
x par implica x2 par.

9 Ê í ïNÈ�ÅEÈaî|åBÆ�È�ÿ»È�Ã�Ä4å�íNÉ�È�ïBí"å]ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íñÃ�ÄîÇqÈòÆ�ÉÍåÏÄ4Ã�Á�íNÉ<ÄÍÆ�å�åzæÂå�ÃBÈ�æ�È�õ�È�ÿ�ä"æ�Êå�íNÉ�È�ÇòÄÍÊ�Çé�¡Æ�å�ÿc�TÄ4å�í"ÃBÊlæÂåzÃBÈ���íNÄÍÆ�Ä	��í�ÃBÈ�Äîÿ�ä|å�Ç�äNÊ�Ç�æÂåÏÃBÈ�ä|å�Ç4ê



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� ê �

• 8 §B® þ ¨DEµ²ªN³�±BADC ý�þ µ°µ²§B´¥6³�³�±�ALC�ªN©�ª|�S¨�¥·µ�´ þ-Q�wDrymv�sk��so�{z{Dmdu�oqk�}nkn �j�p�}�j{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j:}nxy£yknw�j�{T�swTp�kÂo�j�j�m0o�{Tp�knryp���{Tm�oq{
p⇔ (¬p⇒ (q ∧ ¬q)).

¾ �so�r�{T�TÌV�suv�"rymv{Dp º uv{�}~jlÙvk��"x�o�{T�sk��¢{D�¢¸y{Tp�tvj�tv{Dpqj|ÌV}~j:wDrymvwD}�uv�sk�xym�{T�¢�4j�}n�qjl¿}�}n{T£yj�p�j:uvmNj.wDrym0o�pqj�t|k�wTwDk�x�m ¶
È
XT§B® ý © þ E�Gëf)GBE�f � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�ÿ»ÊEÅ�È�æ6Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È©îNÈ�ÆéîNÊ�;:Å�Ä a È�Å.ïBíßí��Bÿ»È�ÇqÊ�ÇqÈ�å�æÃ�
a > 0,

È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å 1
a
> 0

ê
Q ÅTå�ÿ»ÊEÅRæÂåñä"Ç�Ê�ä"ÄÍÈ�Ã�å�ÃGÃBÈRæ�ÊEÅ�Å�ÄÂô�í2ÊEÅ í ïVÈRÄîí"Ã�ÄÍÆ�å í ïNÈdÈ�æ¡ä"ÇqÊTÃ�ïVÆ�É�ÊGÃBÈ°ÃBÊ²Åí���ÿ»È�ÇqÊEÅ	ÇqÈ�å�æ�È�Å�È�Å�äNÊEÅ�Ä�Å�ÄîÉ4Äçå�Ê�Å�Ä1ìlÅEÊ�æÂå�ÿ»È�íNÉ�ÈÀÅ�ÄãÊ�å�ÿc��ÊEÅÀÅEÊ�í�äNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�Ê²Å�Ê�å�ÿc��ÊEÅ

ÅEÊ�í'í2È ô�å�É4Äçå�ÊEÅ�ê³VïEäNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈÏæÂå°Æ�Ê�í2Æ�æ ï�Å�Ä	��íGÈ�ÅM�Då�æ ÅTå/ì'æÂåJîBÄ ä���ÉÑÈ�Å�Ä�Å�È�Å�å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å[��È�Å�É�ÊÈ�Åé�
a > 0

ì 1
a
≤ 0

ê:´�Å�È�åEÄ4ÃBÈ�íNÉ�È í ïVÈ 1
a
6= 0

ä"ïVÈ�Å
a 1

a
= 1

ê:±¢Ê�Ç�ÉÍå�íNÉ�Ê£��Æ�Ê�ÿ»Ê�È�æ
ä"Ç�ÊTÃ�ïNÆ�ÉÑÊ

a 1
a
= 1

��È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å
a < 0

È�íRÆòÊ�íNÉ4Çså�Ã�ÄÍÆ�Æ�Ä	��íñÆ�Ê�í'æÂåcîBÄ ä���É�È�Å�Ä�Å
a > 0.

• 8 §B® þ ¨DEµ²ªN³�±BADC ý�þ µ�³yªN¨ þ ¨ Q�wDuNj�mvt|r��s{loqkn{Tmv{�uvmNjÏkn���|}�kÂw�j�wTknxym�tv{T}6oqkn�"r
p⇒ a1 ∨ a2 ∨ ...∨ an

�Nj�p�j�tv{T��ry�so�pqj�p º uv{ p⇒ q
{D�¡�su|ÁNwDk�{Dm0oq{�tv{T��ry��oqpqj�p

º uv{ a1 ⇒ q
¿ º u|{ ¶n¶Â¶ an ⇒ q ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ � � È�É�È�Çòÿ.ÄîíVåyÇ¼æÂå�ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å í ïNÈVõòï�Å�É<Ä ��Æqå�È�æ�ÿ�Á�É�ÊTÃBÊÀÃBÈãÃBÈ�ÿÏÊEÅ�É4ÇsåBÆ�Ä	��íäNÊ�ÇlÆ�å�ÅEÊEÅ�ê�y	åBÆ�È�Ç�æÂå�É å>�TæÂåÏÃBÈaå�È�ÇsÃ�å�Ã�ä|å�Çså
n = 2

ê
È
XT§B® ý © þ E�Gëf)GBE>g ³gÈ�å

x ∈ N
ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�ÿ»ÊEÅ í ïVÈ�È�æÇqÈ�Å�É�Ê�ÃBÈlÃ�ÄçåEÄ4Ã�ÄîÇ x2 È�íNÉ<ÇqÈ2&Å£��æ�Ê�ä"ïVÈ�ÃBÈ�ÉÑÊ�ÿ�å�Ç	æ�ÊEÅ0å�å�æ�Ê�Ç�È�Å��&� @ êÀ Ê�ÿ»Ê]ÅEÈÏÉ4ÄÍÈ�í2È í ïNÈ�Å�Ä x ∈ N

È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å
x
È�Å�ä|å�Ç]Ê

x
È�Å»Äîÿ�ä|å�Ç���È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å

ÃBÈ���È�ÿ»Ê²Å�ä"ÇqÊm��å�Ç í ïNÈ?;Å�Ä
x
È�Å¡ä|å�ÇlÈ�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å�ÅEÈlÆ�ï�ÿ�ä"æ�È�æÂåÏå��Çòÿ�åBÆ�Ä	��íJì í ïNÈÅ�Ä

x
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç�È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å	É å�ÿc�TÄ	Á�í�ÅEÈlÆ�ïBÿ�ä"æ�È�æÂåzå��Çòÿ�åBÆ�Ä	��íDê´�íRÈ���È�Æ�ÉÑÊ£�¼Å�Ä
x
È�Å¡ä|å�ÇlÈ�íNÉ�Ê�í2Æ�È�ÅlÈõyÄ�Å�É�È

p ∈ N
ÃBÈ�ÿ»ÊTÃBÊ í ïVÈ

x = 2p

ì�äNÊ�Ç�ÉÍå�íNÉÑÊ
x2 = 4p2ÃBÈ�ÿ»ÊTÃBÊ í ïVÈ x È�Å�ÿ¦��æ É4Ä ä"æ�Ê»ÃBÈ�&|�¡È�Å�ÉÑÊÏÈ�Åé��Å�ï]ÇqÈ�Å�ÉÑÊ�å�æÃ�ÄçåEÄ4Ã�ÄîÇ�äNÊ�Ç�&RÈ�Å��mê

xßÅ�Ä
x
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç�È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�ÅlÈõyÄ�Å�É�È

p ∈ N
ÃBÈ�ÿ»Ê�ÃBÊ í ïVÈ

x = 2p+ 1



ê Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
ì	äNÊ�Ç�ÉÍå�íNÉÑÊ

x2 = 4p2 + 4p+ 1 = 4(p2 + p) + 1äNÊ�Ç	æ�Ê í ïNÈ:È�ægÇ�È�Å�É�Ê»ÃBÈ�Ã�ÄçåEÄ4Ã�ÄîÇ�äNÊ�Ç�&°È�Å @ ê
• 8 §B® þ ¨D�µ�ªv³�±BADC ´·§ß´ þ �6©4§B¨]±<® ý ©4±�³yªN³�± þ C·§B¨ Q�i·jztv{T��ry��oqpqj�wDk�x�mètv{.u|mNjtvry�v}n{:k����v}nknwTj�wTknx�m

p ⇔ q
��{.wTrym�¸Bk�{Dpsoq{�Ì��{Ttvk�j�m�oq{:}�jz{ º uvkn¸�j�}�{DmvwTk�jz}�xy£�k�wTjwTrym

(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)
Ì·{TmRtvr���tv{D��ry�soqp�j�wDk�rymv{D� ¶ i·j�tv{ p ⇒ q

¿è}�jztv{
q ⇒ p.

È1XT§B® ý © þ E�Glf)GBEU� t�ÄîÇså�í"ÃBÊ�æ�ÊEÅzÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�ÊEÅ�äáÇqÈ�ÅEÈ�íNÉÍå�ÃBÊEÅzÈ�íßæÂåèÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�åBÆ�Ä	��ídÃ�Äçæ
ÇqÈ�Æ�ÉÍå�ìdÈ�í+æÂåßÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Çså�Æ�Ä	��í ï�ÅTå�í"ÃBÊèæÂåñÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4åßÆ�Ê�íNÉ<Çså�ÇòÇ�È�Æ�ð ä"ÇqÊEÆ�å�ÅEÈ&î|åßÃBÈ�æ
ÿ»ÊEÅ�É4Çså�ÃBÊÏÈ�æ�îNÈ�ÆéîNÊ�Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È?;

x
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç�Å�Ä
ì:ÅEÊ�æÂå�ÿ»È�íNÉÑÈ�Å�Ä

x2
È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç4ê

úuûBü�û�� ���,.�{�Uþ#/Mþ./���+[���Y0I�
-��{	����
¾ }2��àDoqrBt|r:t|{	ps{D��u|oqj�wTknxymÏ��k�p�¸y{��Nj�pqj�tv{�oq{Tps��knmNj�pã��k2uvmNj���ryp���j��vp�r��"ry��knwTknrymNj�}"{T�r.mvr�uvmvj:o�j�u�oqry}nry£yÐ�j���knm]m|{TwT{D��kntNj�t�tv{�ry�|o�{Tmv{Dp��su]oqj��v}~jltv{	¸y{Dp�tNj�t�wDry���v}�{�o�j ¶

¾ �soq{.��à�oqrBtvr�wDrymv�sk��so�{.{Tmñk�m�oq{Dm0o�j�p	�vp�r��Nj�p º uv{�}�j»��ryp���jÏ�vp�r��"ry��knwTknrymNj�}Stvj��tvj�mvr�{T��uvmNjzo�j�u|oqry}nry£yÐnj»�vuv��wTj�mvtvr�j º u|{T}n}�ry��¸�j�}�r�p�{D��tv{.}�j���¸�j�p�k�j��v}�{D�	�|p�ry�"ry�skÂ�wDk�rymvj�}�{D� º uv{.ÙNj�wT{Dmè�4j�}���jÏ}~j»��r�p���jÏ�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�}StNj�tNj ¶ ó kS¸y{T��ry� º uv{.{T�so�r]{T�kn���"r���k��|}n{�ÌB}~j���ryp���j��vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}áry�B½s{�oqr.t|{�{D�so�uvtvk�r:��{Dpq�:mv{TwD{T�qj�p�k~j���{Dm0o�{�u|mNj
oqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j ¶¾ m:w�j��sr	wTrym�oqp�j�p�knr�mvr	}nr���{Dpq��¿�Ùvj��vp�{D��r��¼{DmvwDrym0o�pqj�tvr	u|mvry�¼�"ry�sk��v}n{T�¸�j�}�r�p�{T��tv{	¸y{TpstNj�t�tv{�}�j��¡¸�j�psk~j��v}�{D���vp�r��"ry��knwTknrymNj�}n{T� º uv{�Ùvj�wT{Dm º u|{�mvr�}nr.�s{�j ¶

¾ ��k����"rypsoqj�m0o�{��s{T¹Nj�}~j�p º uv{�{T�so�{l��àDo�rBtvr�{T��{D���"{TwDk~j�}n��{Dm0o�{���{TwDuvmvtvrÏtv{D�vk�tvrj º u|{�{T}g��{TwTj�mvkn����r:�N����k�wDr º uv{	{T���v}�{TjlwTrym|��k���oq{	{Tm�p�{Tt|uvwTknp�}~j���xyp��luv}�j�tNj�tNj.ju|mNj.{�Î��vps{T��knxym�wTj�tNj:¸y{D ��»�����sk����v}�{ ¶
Æ]þ EªN³�±BADC�¶ ó k A {T��uvmNjñ��r�p���jè�vpsry�"ry��knwTknrymNj�}¡{Tm�oqrymvwD{T� A : V

ç4p�{D���"{DwDoqkÂ¸�j��
��{Tm�oq{ A : F

é.�sk�£ym|knÁNwTj º uv{�wDrymv��kntv{Tp�j���ry��}~jñ�|p�ry�"ry�sk�wDk�xym A ¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj+ç�p�{��
�s�"{Tw�oqkn¸�j���{Dm0o�{.�4j�}n�qj�é ¶ Ó uNj�mvtvr]}~jÏ��r�p���jz{D��uvmNjz¸�j�psk~j��|}�{�Ì�tvk�£yj���r�� p Ìjz¸y{TwD{T�{D��wDp�k��|k�p�{D��r��

p := V
ç�p�{T�s� ¶ p := F

é ¶
È1XT§B® ý © þ E�Glf)GBEU� `vå�ÿ»ÊEÅRåGÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�å�Ç í ïVÈèæÂådÅ�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ»ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í¬È�ÅèïBí"å
ÉÍå�ïBÉÑÊ�æ�Ê�ô�ð4å»ïBÉ4Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊÏÈ�æ�ÿ�Á�É�ÊTÃ�Ê�ÃBÈ�ÇqÈ��òïBÉ åBÆ�Ä	��í�;

((p⇒ q) ∨ (r ⇒ q))⇔ ((p ∧ r)⇒ q)³Vï²äNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈzÅ�ï<å�å�æ�Ê�Ç]Ã�È�å�È�ÇsÃ�å�ÃdÈ�Å F ìPå�å�ÿ»ÊEÅ]å°ÄîÇ�ÃBÈ�Ã�ïNÆ�ÄÍÈ�í"ÃBÊèænÊ²Åå�å�æ�Ê�ÇqÈ�Å�ÃBÈaå�È�ÇsÃ�å�Ã í ïNÈlÃBÈ���È�í�É�È�í2È�Ç�æÂå�Åaå�å�ÇòÄ4å��TænÈ�Å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å p, q ì r ä|å�Ç�å



kWj÷ö�j_�ã�0Ïx����qsrutwvxrMv�zU������vxp�q~� êW�
í ïVÈ:È�Å�ÊzÊEÆ�ïBÇòÇ�å>ê�³VÄ

((p⇒ q) ∨ (r ⇒ q))⇔ ((p ∧ r)⇒ q) : F,
Æ�å>�DÈ�í�ÃBÊEÅ¡äNÊEÅ�ÄB�TÄîæ Ä4Ã�å�ÃBÈ�Åé� í ïVÈ�ÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ�ÃBÈ�ÅTå�ÇòÇqÊ�æîæÂå�í"ÃBÊ�ä|å�ÅEÊ�å�ä|å�ÅEÊ�;

Ê��TÄÍÈ�í Ê��TÄÍÈ�í
(p⇒ q) ∨ (r ⇒ q) :

`
(p⇒ q) ∨ (r ⇒ q) :

bì
((p ∧ r)⇒ q)

;Ib ì
(p ∧ r)⇒ q

;�`
ÃBÈ�ÃBÊ�í"ÃBÈ ÃBÈ�ÃBÊ�í"ÃBÈ

(p⇒ q) ∨ (r ⇒ q) :
`

(p⇒ q) :
b1�
(r ⇒ q) :

b
(p ∧ r) :

`
, q :

b
(p ∧ r)⇒ q

;�`
æ ïNÈÍôBÊ æ ïVÈÍôBÊ

(p⇒ b
) ∨ (r ⇒ b

) :
`

p
;�`��

r :
`)�

q :
b

p :
`��

r :
`

(p ∧ r)⇒ q
;n`

äNÊ�Ç�æ�Ê í ïNÈ äNÊ�Ç�æ�Ê í ïVÈ
(
` ⇒ b

) ∨ (
` ⇒ b

) :
`

(
` ∧ `

)⇒ b�;z`
È�Å�ÃBÈ�Æ�ÄîÇ È�Å�ÃBÈ�Æ�ÄîÇ

b�;z`
(contradicción)

b�;z`
(contradicción)

9 ïVÈÍôBÊ falla È�ægÄîíNÉ�È�íNÉÑÊ�ÃBÈ¡ä"Ç�Êm��å�Ç í ïNÈ�f�XRÈ�Å�ïBí"å»ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å[�¡Ê�æ�Ê í ïNÈ:È�Å�æ�Êÿ:Ä�Å�ÿ»Ê£�·í2Ê�È�ÅSäNÊEÅ�ÄB�Tæ�È¢å�Å�ÄÂô�í"å�Ç6å�å�æ�Ê�ÇqÈ�Å�ÃBÈxå�È�ÇsÃ�å�Ã�å�æÂå�Åxå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�Å6ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�ænÈ�Å
í ïVÈ¡ÄîíNÉÑÈ�ÇºåEÄÍÈ�í2È�í»ÃBÈ¡ÿ�å�í2È�Çså í ïNÈ¡æÂåu��Ê�Çòÿ�å¡ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ ((p⇒ q) ∨ (r ⇒ q))⇔
((p ∧ r)⇒ q)

ÅEÈ�åx�Då�æ ÅTå[�2äNÊ�Ç�æ�Ê í ïNÈlÆ�Ê�í2Æ�æ ïBÄîÿ»ÊEÅ í ïNÈ�Ã�ÄÍÆéî|å���Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äVÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æÈ�Åé��È���È�Æ�É4Äçå�å�ÿ»È�íNÉÑÈé��ïBí"å»ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê
È
XT§B® ý © þ E�Gëf)GBE|��9 å.ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å

((p⇒ q) ∧ q)⇒ p
í2Ê]È�Å�ïBí"åzÉ å�ïBÉÑÊ�æ�Ê�ô�ð4å>êa´�íßÈ���È�Æ�É�Ê£��ÉÑÊ�ÿ�å�ÿ»ÊEÅ

((p ⇒ q) ∧ q) : V
ì
p : F

ê À Ê�ÿ»Ê
((p ⇒ q) ∧ q) : V

È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å
q : V

ì
(p ⇒ q) : V

ê À Ê�ÿÏÊ
p : F

È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å
È���È�Æ�É<Äçå�å�ÿ»È�íNÉ�È

(p ⇒ q) : V
ê � È°È�Å�É�È�ÿ»ÊTÃBÊ p : F

ì
q : V

îvåBÆ�È�í í ïNÈ�æÂåÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å:ÅEÈ�å
F
ì�äNÊ�Ç�ÉÍå�íNÉ�Ê�í2ÊzÈ�Å�É�È�ÿ»ÊEÅ�å�íNÉ�È�ïBí"å»ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê

úRûBü�û)� ��þ�����02�O�Uþuÿ�-�/����{02-�/MþRÿ�/�����þ��2���C�
	��uþuÿ���� �����	6�7-�/2�
32+Zþ 3#þuÿ5	6�7	�þ�����ÿ

¾ ���"ry�sk��v}n{�Ì�u|o�k�}nkn �j�m|tvrG}�j��'{ º u|kn¸�j�}�{Tm|wTk�j��'}�xy£�k�wTj��TÌ�{�Î��vps{T��j�pèwTuNj�} º uvk�{Dp���ryps�»j�vp�ry�"r���k�wDk�r�mNj�}V��{Tt|k~j�m�oq{�uvmNj���ryp���j��vpsry�"ry��knwTknrymNj�}N{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm0o�{�{Dmz}�j º uv{�Ôvm|k�wTj��



ë Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
��{Tm�oq{�j��Nj�p�{T Dw�j�m�¸�j�p�k�j��v}�{D�¢�vp�ry�"r���k�wDk�r�mNj�}n{T��¿�wTkn{Tp�oqry��wDrymv{DwDoqkÂ¸yry�À}�x�£yk�wDry����{T}n{Twò�
wDk�rymvj�tvry��wTry��r.�vp�kn��kÂo�kÂ¸yr�� ¶�â ��Ð·�"r�p¢{Ñ½s{D���|}�rvÌ|mvr�{T��t|kn��Ð�wDkn}2tv{D��r��soqp�j�p º u|{��vj�pqjwDuNj�} º u|k�{Tp���ryp���j¢�vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�} A {T�6�"ry�sk��v}n{Ò{Tm|wTrym�oqpqj�p6uvmNj���r�p���j¢�vp�ry�"r���k�wDk�rymvj�}{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{¡{Tm.}�j º uv{�}�ry�SÔvmvknwTry�¼wDrymv{DwDoqkÂ¸yry� º uv{¢j��Nj�ps{T Dw�j�m.��{Tj�m.}�r��¼tv{D}vwDrym�½suvmB�o�r {∨,∧,¬}. �6r�p�{Ñ½s{D���v}nrvÌN�sk A {D�À}~jl��ryp���j.�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�} B ⇒ C, o�{Tmvt|p�{T��ry�º uv{�}~jz��ryps�»j��|p�ry�"ry�sk�wDk�rymvj�} A {T��}nxy£yknw�j��.{Tm�oq{.{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{»j (¬B ∨ C) ¶ ó k A{D�¡}�j���ryps�»j��|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�} B ⇔ C ÌBoq{Dmvtvps{T��ry� º uv{�}~j���ryps�»j��vpsry�"ry�sk�wTknrymNj�} A {D�
}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j (¬B ∨ C) ∧ (¬C ∨ B) ¶�6ryp·{D��rÀ�s{ÒtvknwT{ º uv{Ò}nry��wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yry� {∨,∧,¬} wDrymv�so�kno�u|¿y{Tm�uvm ³ þ CUXT¥"Cá þ ªN´·§'p³�¥·ªN´ þ ´§G³ þ C·§�³�E±�� þ ¨�¶ Ü�oqkn}�kn Tj�mvtvr�}~j���}�{�¿y{T�ltv{z��{���ryps£�j�m?wTry��r�j²Î|knry��j��{D���"r���k��|}�{���ry��oqpqj�p º uv{�o�j�m�oqr {∨,¬} wDry��r {∧,¬} wDrymv�so�kno�u|¿y{TmzwTrym²½suvm0o�ry�¢j�tv{��wDuNj�tvr���tv{�wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yry� ¶

¾ Î|kn�so�{Tm.wTrym²½suvm0o�ry��j�t|{TwTuvj�tvry��tv{¡wTrym|{Tw�oqkn¸yr�� º u|{�wTrymv��o�j�m.Ô|mvk�wTj���{Tm0o�{¡t|{�uvm{D}�{D��{Dm0oqr ¶ ó Ùv{<�á{Tp�knm0o�p�rBtvu�½sr:{Tmñ÷ � ÷ ê t|ry��m0uv{�¸yry�ÀwDrymv{DwDoqkÂ¸yry�TÌ º uv{�j�w�oquNj�}n��{Dm0o�{�s{�wTrym|rBwT{Dm�wDry��r:í"å�í"Ã�¿»í2Ê�Ç ¶S¾ �soqr���tvry�¼wTrymv{DwDo�kn¸yry�Soqk�{Dmv{Tm:£yp�j�m:u|o�k�}nkntNj�t�{Dm.}�j��j��v}�knw�j�wDk�r�mv{T�	j�}�ry�	wTknp�wDuvkno�ry�	tv{�wDrymv�lu|oqj�wTknxym ¶.¾ }�wTr�mv{Tw�oqkÂ¸yr�mvryp	��{�p�{D�vp�{D��{Dm0o�jwDryml{D}��sÐ��l�"ry}nr ↓ Ì���k�{Dmvtvr�}~j¢��{Tm�oq{DmvwTk�j p ↓ q }nxy£yknw�j���{Tm�oq{Ò{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{¡j ¬ (p ∨ q) ¶¾ }ãwTrymv{DwDo�kn¸yr�mNj�mvtß��{Ïp�{D�vp�{D��{Dm0o�j�wDrymß{T}ã��Ðn�:�"r�}�r | Ì¼��k�{Dmvtvr p | q }�xy£�k�wTj���{Dm0oq{{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{�j ¬ (p ∧ q) ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ E�� À Ê�ÿ�ä"ÇqÊm��å�Ç í ïVÈ�ÉÍå�íNÉÑÊ {↓} Æ�Ê�ÿ»Ê {|} ÅEÊ�íÝÆ�Ê�í�õòï�íNÉ�ÊEÅ»å�ÃBÈ�Æ�ï|å�ÃBÊEÅÃBÈ�Æ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�ÊEÅ�ê#±�å�Çså�å�È�Çòæ�Ê]ÈõDä"Ç�È�ÅTå�Ç�æÂå�Åã��Ê�Çòÿ�å�Å�ä"ÇqÊòäNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�ænÈ�Å

p ∨ q, p ∧ q
ì

¬p È�í��òïBí2Æ�Ä	��í|��È�í'ä"Ç�Äîÿ»È�Ç.æ ïyô�å�Ç���ÃBÈ�æ¡Æ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�Ê {↓} ì���È�í?ÅEÈÍô�ï�í"ÃBÊ]æ ïyô�å�Ç���È�í�òïBí2Æ�Ä	��íèÃBÈ�æ6Æ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�Ê {|} ê
�a��� Ú�9#Ûa3�78� +&%Ü�& �%�+&3476�#+&!#'
úuû���ûú �����5+|þ#/20��{�7	6���H��3�+%��/�	6�7-�/�þuÿ�K¼þ �#���{�UþRÿ
ì jE¿�tv{DtvuvwDwTk�r�mv{T� º uv{���{�p�{Tj�}nk� �j�m»ÙNj��|knoquvj�}���{Dm0o�{À{Tmz��j�o�{T����oqknwTj��Ò�Nj�pqj�}�j�� º u|{m|r]{T���"ry��kn�v}n{.j�mNj�}�kn �j�p���uè¸�j�}nk�t|{T :t|{Tm0o�p�r]tv{D}����l�vkno�rÏtv{.}~jÏ}�xy£�k�wTjÏt|{��|p�ry�"ry�skÂ�
wDk�rym|{T� ¶ �6ryp¢{�½s{T���v}�rvÌ|�sk�wTrymv�sk�tv{Dpqj���ry��}�j:tv{DtvuvwTwDk�x�mgÖ

×6rBt|ry��}nry��Ùvr��:�|p�{T����rym]��rypso�j�}n{T�ó xBwTp�j�oq{D��{T�¢uvm]Ùvry�l�vps{
ó xBwTp�j�oq{D��{T�¢��rypso�j�}

{�knm0oq{Dm0oqj���ry�
formalizarla

ç4{T��oqr�{T�DÌ�{òÎ|�|p�{T��j�p��su���ryps�»jyéS{Tm�}�xy£�k�wTj	tv{��vp�r��"ry��kÕ�
wDk�rym|{T�TÌvry�|oq{DmvtvpsÐ~j���ry�TÖ



kWj¡ �j_�ã�0Ïx����qs}~y�rutMyu}�����q�}¦v�z ë ÷

p

q
r

�"ryp�}nr º uv{:mvrz{D�	uvm�pqj� DrymNj���kn{Tm�oqr�¸���}nk�tvr�çîoqry��j�mvt|r p : V
Ì
q : V

¿
r : F

éÀ{Tm
wTrym�oqpqj�tvk�wDwTknxymRwDrym°mBuv{D�soqp�j�knm0oqu|k�wTknxym ¶zË {TwT{D��kÂo�j���ry��{Dm0o�rymvwD{T�lu|mNj�tv{T�swTpsk��"wTknxym�»����ÁvmNj º uv{��"{Tps��kÂo�j�tvk���oqknmv£yuvknpã}�ry�MîNÊ�ÿc�TÇqÈ�Å�ç�}�ry�¡r���½s{�oqry�qé�tv{	��uv�¡ä"ÇqÊ�ä"ÄÍÈ�Ã�å�ÃBÈ�Åç4�vps{Ttvknw�j�tvr���é ¶Ó rymv��kntv{Dp�{T��ry��j�Ù|rypqj:}~jltv{DtvuvwTwDk�x�mgÖ

×6rBtvr���}nry��m0Ôv��{Dp�ry���vp�kn��ry�¡�srym]k����Nj�p�{D�
ê {T�¢uvm]mBÔv��{Tpsr��|p�k���r
ê {T�¢k����Nj�p

ó k���{D�Nj�p�j���ry�¢}�j�����{Dm0o�{TmvwDk~j��DÖ
E È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê
F È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê
F È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç

ry�v��{Dps¸�j���r�� º uv{�Ì"j�u|m]��k�{Dmvtvr�tvkn�so�k�m�o�j��TÌvj��vj�p�{DwT{Tm�{Dm�{D}�}�j��¡�Nj�pso�{T�¢wTr��luvmv{T�DÖ
• {Tm]}~j���tvry�¢�vpsk���{Tpqj���knm0oq{Dps¸Bkn{Tmv{	}~jl�vp�ry�|k�{Ttvj�t�ÅEÈ�Ç�ä"Ç�Äîÿ»Ê
• {Tm]}~j���tvry�¢Ôv}Âoqk���j��¡knm0oq{Dps¸Bkn{Tmv{	{T}�ry�B½s{�oqr F ¶

¾ ��o�j��¢��{Tm�oq{DmvwTk�j����vuv{Dtv{Tm���{Dp���kn�l�"ry}nkn Tj�tNj��¡tv{D}���k�£�uvk�{Dm0oq{���rBtvr|Ö
õ]È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê ±uB õ<=õ]È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç � Bçõ<=E È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê ±uB E =
F È�Å�Äîÿ�ä|å�Ç � B F =F È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê ±uB F =

¢�{Tm]{T}�{Ñ½s{D���v}�r:tv{T}�wDry��kn{Tmv DrvÖ
õ�È�Å�ÿ»Ê�Ç�ÉÍå�æ tLBçõ<=õ�È�Å~îNÊ�ÿc�TÇ�È y�Bçõ<=

×6j��l�vknàTm?{D�:�"ry�sk��v}n{»�sk��l�"ry}nkn Tj�p�tv{Ï{T��oq{z��rBtvr��vp�ry�|k�{Ttvj�tv{D� º u|{�j���{DwDo�j�mdj¸�j�psk�ry��ry�B½s{Do�ry�TÖ



ë X ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
õ�È�ÅlÈ�æ|ä|å�Ã�ÇqÈ�ÃBÈ0ì ±2BçõÞ�Bì¢=õ�È�Å�É4ïvÃ�Ä4å�æÂå]Æ�å�ÇòÇqÈ�Ç�å�ì ´2BçõÞ�Bì¢=õÞ�Bì��ë�.È�Å�É]è�íèå�æ Äîí2È�å�ÃBÊEÅ 9 BçõÞ�Bì��ë�6=õ�È�Å�ÄÂô�ïvå�æ·å�ì õ
$�ìõ�È�Å�ÿ�åmì0Ê�Ç í ïVÈ0ì x > y

¾ m�}nxy£yknw�jÀtv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry���s{¢t|k��so�k�mv£�uv{�Ìy�vu|{T�TÌ0{Dm0oqps{¢}�j��6ä"ÇqÊ�ä"ÄÍÈ�Ã�å�ÃBÈ�Å�çîo�j��l�vknàTm}n}~j���j�tvj��ãä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å0ÃBÊEÅ²éÒ¿z}nry��Êm�<õ�È�É�ÊEÅ�j.}nry� º uv{�tvknwòÙvj��¢�vpsry�vkn{TtNj�tv{T�¢��{�p�{DÁv{Tp�{Dm ¶
¾ m�}�xy£yknwTj|Ì0¿Ï{Dm�£y{Dmv{Tp�j�}ÍÌ|{Dm���j�oq{D�»��o�knw�j��TÌ��s{	u|oqkn}�kn Tj�m»tvry�¡o�k��"ry��tv{	r���½s{�oqry�DÖ

• }~j�� ³ þ C¨DEªZCáE§B¨ Ì º uv{»��rym?ry�B½s{�oqry��wTrymvwDp�{�oqry�DÌ¼��ryp���j�mvt|r�uvm?uvmvkÂ¸y{Tps��r'tv{tvk��swTuvps��rvÌNuvm]wDrym�½suvm�oqr
U
Ì

• }~j�� �|ªvµ�±4ª|�S©�§B¨ Ì º u|{:�srym�r���½s{�oqry��£y{DmvàTpsk�wDry� º u|{:m|ryp���j�}n��{Tm�oq{�tv{Tm|r�o�j���ry�wTrym]}�j���}�{�oqpqj��
x, y, z....

¿ º uv{��"rBtvp���m]��u|�soqkÂoquvknp��s{��"ryp�ry�B½s{Doqr��¢tv{ U ¶
�6ryp�{Ñ½s{T���v}nrvÌSo�ry��j�mvtvr�{D}�wTrym²½suvm0o�r�tv{Ï}�r���mBÔ|��{Dp�ry��mNj�o�uvpqj�}n{T�

U = N
Ì¼{T}

÷Ï{D�luvmNj�wTrym|�so�j�m�oq{»¿Rp�{D�vp�{D��{Dm0o�j�u|mß{T}n{T��{Tm�oqr�tv{
N
Ì¼��kn{Tm�oqpqj�� º u|{z�"rBtv{D��r��{D��wDp�k��|k�p

x
ÌNuvmNj:¸�j�p�k�j��v}n{ º u|{��vuv{Dtv{�oqry��j�p¡wDuNj�} º uvkn{Tp¡¸�j�}�ryp¡mNj�o�uvpqj�} ¶i·jlw�j�p�j�wDo�{Tp�Ðn�so�k�wTjl{D��{DmvwTk�j�} º uv{	tvkÂ��{Tps{TmvwDk~j�}~j��ã¸�j�p�k~j��v}�{D��tv{	}�j���wTrym|�so�j�m0oq{D�¢{T�

º uv{�}~j��	¸�j�psk~j��v}n{T���vuv{Dtv{Tm?��{Dp��suv�so�knoqu|k�tNj����"r�p�wDuNj�} º uvkn{Tp�r���½s{�oqr�tv{T} ¥*C±��"§0µ�¨ þ
´·§�´±4¨�³�¥µ�¨ þR{Tm]{T}go�pqj�mv�swTuvps��r�t|{�uvmvj.tv{Tt|uvwTwDk�xym ¶ÜÀm:ý µ²§B´±<³yªN´ þ�{D��{Dm0oqr�mvwT{D��uvmNj���{Dm0o�{TmvwDk~j º uv{�knm0¸yry}nuvwDpqjÀ¸�j�p�k�j��v}�{D�Stv{¡��rBt|r
º uv{�j�}��s{Tp¢��uv��oqkÂoquvkntNj����"ryp¢wDrymv��o�j�m�oq{T���s{�wTr�m0¸Bk�{Dpsoq{�{Dm�uvmvj.�vp�r��"ry��knwTk�x�m ¶�6ryp�{�½s{T���v}�r|Ì2{D}S�vp�{Dtvk�wTj�tvr�õ�È�ÅÀä"ÇòÄîÿ»Ê»�s{:wTr�m0¸Bk�{Dpso�{:{DmèuvmvjÏ�vp�ry�"r���k�wDk�xym'j�}
�suv�so�knoqu|k�p

x
�"ryp�uvm]mBÔv��{Tpsr�mNj�oquvp�j�} ¶i�ry���vp�{Dtvknw�j�tvr�����{:�vu|{Ttv{Dmñp�{D�vp�{D��{Dm0o�j�p��"r�p���Ðn�l�"ry}�r��Àtv{D}So�k��"r

P (x)
Ì
Q(x)

Ì
R(x) ¶Â¶n¶ º u|{.��{:tv{Tmvr���knmNj�m ª ¥"C³�± þ C·§B¨ ý µ þVý�þ ¨�±<³�± þ Cªv©4§B¨ rÏo�j��l�vknàTm ¨T§�CáE§�C£p³�±�ªN¨�ªZ�6±4§0µEEªN¨�¶ ÜÀmNj�¸y{D  º uv{¢�s{¢ÙNj�¿�j�j���kn£ymNj�t|r	uvm:¸�j�}�ryp¼j�tv{DwTuNj�t|r�j�}~jÀ¸�j�psk~j��v}n{
x
}~j���uvmvwDk�xym��vpsry�"ry��knwTknrymNj�}

P (x)
tNj¢}�u|£�j�p�j¢u|mNj¢�vp�r��"ry��knwTknxym�t|{Ò}�j º uv{�{T��"r���k��|}�{j�ÁNp���j�p���k6{T�À¸y{TpstNj�tv{DpqjÏr»�4j�}��qj ¶ �6rypÀ{Ñ½s{D���v}nrvÌ"��k P (x) :=

õ'È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê�{Dm0o�rymvwD{T�
P (3)

{D�¢¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�ÌN¿
P (4)

{D�¢�4j�}n�qj ¶�6ryp¡r�oqp�jl}~j�����uvm|wTknrymv{T�¡�vp�ry�"r���k�wDk�rymvj�}n{T���vu|{Ttv{Dm�oq{Tm|{Tp��»���¡tv{	u|mNjl¸�j�p�k�j��v}�{ ¶
â ��Ð·�"ryp¢{Ñ½s{D���|}�rvÌv��k Q(x, y, z)

tv{T�sk�£ymvj�}~j:��{Dm0o�{TmvwDk~j
x+ y = z

ÌNoq{Dmvtvp�{D��r�� º u|{}�j�����{Dm0o�{TmvwDk~j��
Q(1, 2, 3)

¿
Q(2, 2, 4)

�srym�¸y{Tp�tvj�tv{Tp�j��¢¿ º uv{ Q(1, 2, 5)
{T�¢�4j�}��qj ¶
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úRû���û)( ý©þuÿ��702-��O�[	�¤2�{-�/�þ +%��ÿ�0��2	����£+|ÿ
-��K¥�{¦�	�ÿ'�[�����{	�-�
Ó ry��r	Ù|{T��ry�S¸Bk���oqrvÌyuvmvj���u|mvwTknxym:�|p�ry�"ry�sk�wDk�rymvj�}2ç4r���{Tm�oq{DmvwTk�j�j��vkn{Tpsoqj�é·�vuv{Tt|{¢tNj�p
}�uv£�j�p	j�u|mNj��vpsry�"ry��knwTknxym8ç4rvÌ�}�r º uv{�{D��}nr���k��s��r|Ìg�s{��|uv{Ttv{�wD{Tpspqj�pqé	j��sk�£ymNj�mvtvr¸�j�}nryp�{D��wTrymvwDp�{�oqry��tv{T}ãu|mvkn¸y{Dp���r�tv{»tvkn��wTu|p���r�j�}�j���¸�j�p�k�j��v}n{T� º uv{Ï{Dm?{T}n}~j�k�m0o�{TpÑ�¸�kn{Tmv{Dm ¶ ��m0oqpsrBtvuvwDk���ry�lj�Ùvryp�j'r�o�pqj��»j�mv{Tp�j'tv{ÏwT{Dp�pqj�pl}�j�����{Tm�oq{DmvwTk�j���j��vk�{Dpsoqj��TÌuv�qj�m|tvr�}nry��wDuNj�m0o�knÁNwTj�tvr�p�{T�¢uvm|kn¸y{Tps�qj�}g¿z{òÎ�k���oq{Tm|wTk~j�} ¶

÷²é Ó rymv�sk�tv{Dp�{T��ry��}~j.{òÎ��vp�{D��k�x�mgÖ�±�å�ÇsåÏÉ�ÊTÃBÊ�Êm�<õ�È�É�Ê:õ]ÃBÈ�ï�íèïBíNÄçå�È�Ç�ÅEÊ»ÃBÈlÃ�Ä�Å�æ
Æ�ï�ÇqÅEÊ Q ÅEÈ�å�È�ÇòÄ �¡Æ�å

P (x) ¶ i·jñ��p�j���{�ä|å�Çså?É�ÊTÃBÊdÊm�<õ�È�É�ÊJõdÃBÈ Q �s{�tv{Tm|ry��knmNj
³�¥ª�C"²±�øS³yªN´ þ µÏ¥"C±��"§0µ�¨TªN© ¿z��{�p�{D�vp�{D��{Tm�o�j��"ryp ∀x ∈ U ¶ó k�}~j'��u|mvwTknxym8�vpsry�"ry��knwTknrymNj�}

P (x)
ps{T�suv}noqjè��{Tp�u|mNjñ�|p�ry�"ry�sk�wDk�xymß¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj

j�}��u|�soqkÂoquvknp�}~j.¸�j�p�k~j��v}�{
x
�ár�pÀwTuNj�} º uvk�{DpÀ{D}�{D��{Dm0oqr�tv{T}uvmvkÂ¸y{Tp��srÏtv{�tvkn��wDuvp��sr U Ìtvk�ps{T��ry� º uv{»ä|å�Çså�ÉÑÊTÃBÊñÈ�æ�È�ÿ»È�íNÉÑÊ x ÃBÈ

U
æÂåÏä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í

P (x)
È�Å å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså ¶�6rBtv{T��ry��{D��wDp�kn�vk�p�j��vp�{�¸�k�j�tNj���{Dm0oq{�}�j���k�£�uvk�{Dm0oq{���{Dm0oq{DmvwTk�j º uv{lp�{D��uv}Âo�j»��{Dp�¸y{Dp��tNj�tv{Dpqj|Ö

∀x ∈ U P (x).

X é��6ryp�r�o�pqj¡�Nj�p�oq{�Ì²{T}yÙv{DwòÙ|r�tv{ º uv{��Nj�pqj¢j�}y��{Tmvr���uvm�{D}�{D��{Dm0o�r�å�tv{D}yuvmvkn¸y{Dp��srtv{�tvk��swTuvps��r
U
}~j:��{Tm�oq{DmvwTk�j

P (a)
��{Tj�u|mNj��vp�r��"ry��knwTk�x�m�¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�Ì"mvry���"{Tps��kÂoq{

j�ÁNp���j�p º uv{�}�j��vpsry�"ry��knwTknxymdÈõyÄ�Å�É�È�ï�í?È�æ�È�ÿ»È�íNÉÑÊ x ÃBÈ U ÉÍå�æ í ïNÈ�æÂå�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í
P (x)

È�Åaå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså�Ì º uv{�{�Î��vps{T��j���r���tv{	��ryp���jl�»�����vp�{�¸y{��"r�p
∃x ∈ U P (x)

{T�¢¸�{Tp�tvj�tv{Tp�j ¶i·j]��pqj��s{ñÈõyÄ�Å�É�È»ïBí+Êm�<õ�È�É�Ê õñÃBÈ�æ¡ÆòÊ�í�õòïBíNÉ�Ê Q ��{»tv{Dmvry��k�mvj ³�¥·ª�CáE±�øS³yªN´ þ µ
§�Ñ�±<¨D�§UC³�±4ªv© ¿z��{�p�{D�vp�{D��{Tm�o�j��"ryp ∃x ∈ U ¶

â �sÐS�vuv{T�DÌ��Nj�pqj»�"rBtv{Dp�j���rBwTk�j�p�uvm'¸�j�}�rypÀtv{�¸y{TpstNj�tÝç4r|Ìg}nr º uv{:{D�	}nrÏ��k�����rvÌk�m0o�{Tps�vp�{�o�j�pqé:jèuvmNjñ�s{Tm0o�{TmvwDk~jRj��vkn{Tp�o�j|ÌÒ{T��mv{TwD{T��j�p�knrRwT{Dp�pqj�p�}~j��vp�{�¸Bk~j���{Tm�oq{Rç4�s{
tvk�wD{ º uv{�uvmNj���{Dm0o�{TmvwDk~j�{T�ÒwT{Tpspqj�tvj��skVmvr�o�k�{Dmv{¢¸�j�p�k�j��v}n{T����k�m�wTuvj�m0o�knÁNwTj�p�é ¶ Ó r���rÙv{T��ry�g¸Bk���oqr¢uvmvj¢��{Dm0o�{TmvwDk~j¢�s{��vuv{Tt|{ÒwD{Tp�p�j�p·j���kn£ymNj�mvt|r¢wDrymv��o�j�m�oq{T�j�}~j��2¸�j�p�k�j��v}�{D�
º u|{¢{Tm.{D}�}~jÀk�m�oq{Tp�¸Bk�{Tm|{Tm.r	wTuvj�m0o�knÁNwTj�mvtvr	tvk�w�ÙNj��S¸�j�psk~j��|}�{T� ¶ ó kv}�j��S¸�j�p�k�j��v}�{D�¼{D�soq��mwTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tNj��TÌ�{T}�¸�j�}�ryp�tv{�¸y{Tp�tvj�t+tv{D�á{Dmvtv{�t|{T}ÀuvmvkÂ¸y{Tp��srßt|{'tvkn��wDuvp��sr º uv{'�s{wTrymv�sk�tv{Dp�{ ¶Òâ ��Ð��"ryp�{Ñ½s{T���v}nrvÌ|}~jl��{Dm0oq{DmvwTk�j

∃x ∈ U (x2 = 2)
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{D��¸y{Dp�tNj�t|{Tpqjl{Dmz{D}áuvmvkÂ¸y{Tp��sr:t|{�tvkn��wDuvp��sr:t|{�}nry�ãmBÔ|��{Dp�ry��ps{�j�}n{T��ç

U = R
Ì|�sk�{Dmvtvr

x =
√
2
é�Ì��"{Dp�rR{T���4j�}n�qjè{Dm {T}¢uvm|kn¸y{Dp���rRtv{�t|k���wDuvp��sr°tv{]}�ry�.m0Ôv��{Tp�r���{Dm0o�{Tpsry�

ç
U = Z

¿�j º uv{ √2 /∈ Z
é ¶ó k2{D}2uvmvkÂ¸y{Tps��r:tv{�tvkn��wDuvp���r:{D�¡ÁNm|knoqr|Ì�{T}áwTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tvryp�uvmvkÂ¸y{Tp���j�}2�vu|{Ttv{	�suv�so�kÂ�

o�uvk�ps��{��"r�pÒuvm�mBÔv��{Tpsr�ÁNm|knoqr�tv{ÀwDrym�½suvm|wTk�r�mv{T��¿.{T}VwTuvj�m0o�knÁNwTj�tvryp�{�Î�kn�soq{DmvwTk�j�}V�"ryp
u|m�m0Ôv��{Tp�r:ÁNmvkÂoqr.t|{�t|k��s¿Buvm|wTk�r�mv{T� ¶�6ryp]{�½s{T���v}�r|Ì���k�}�r��z¸�j�}nryp�{D�]�"r���k��|}�{T��tv{ñ}�jß¸�j�p�k~j��v}�{

x
��rym

a, b, c,
ç
U =

{a, b, c} é¡}�j:�s{Tm�oq{Tm|wTk~j.wT{Dp�pqj�tNj
∀x ∈ U P (x)

{D�TÌN�"ryp¢tv{�ÁNmvknwTknxymgÌ
P (a) ∧ P (b) ∧ P (c)¿Ï}~j:�s{Tm�oq{DmvwTk�j
∃x ∈ U P (x){D�TÌN�"ryp¢tv{�ÁNmvknwTknxymgÌ

P (a) ∨ P (b) ∨ P (c).

¾ ��o�j��»tv{DÁNm|k�wDk�rymv{D�»�luv{D�soqp�j�m º uv{�}�r���wDuNj�m0o�knÁNwTj�tvr�p�{T�»{òÎ�k��so�{TmvwDk~j�}¢¿8uvmvkÂ¸y{Tp���j�}�srym]uvmNj:��ryps�»j:j��|p�{D¸Bk�j�tNj:tv{�{T�swTp�kn�vk�p¡}�ry��wDrymv{DwDoqkÂ¸yry� ∨ ¿ ∧ ¶
úuû���û§ü *�þ +",.-./���3�+%��/�	6�7-�/�þuÿ
Ó r���r�{Dm'{D}wTj���r»tv{�}�j�}nxy£yknw�j:�vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}�{Dm�}~j.}�xy£�k�wTj.tv{��vps{Ttvknw�j�tvry�Àry�|��{TpÑ�
¸�j���r�� º uv{�}�j�¸�j�}nk�tv{D �r�mvr�t|{�wDk�{Tp�oqry��pqj� DrymNj���k�{Dm0o�ry��{D�soq��{Tm���u���r�p���j ¶ ó {Tj��"ryp{�½s{T���v}�r'{T}¡pqj� Trymvj���kn{Tm�oqr�j�m�oq{T�:wTrym|��k�t|{Tpqj�tvrvÌ º uv{�knm0o�uvkno�kÂ¸�j���{Dm0o�{Ï�s{��luv{T��oqp�jwDry��r:¸���}nk�tvrvÖ

×6rBt|ry��}nry��Ùvr��:�|p�{T����rym]��rypso�j�}n{T�
ó xBwTp�j�oq{D��{T�¢uvm]Ùvry�l�vps{ó xBwTp�j�oq{D��{T�¢��rypso�j�}

¾ �soq{�p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr:{D��{D}���kn����rvÌ�{Tm]��u���ryp���j|Ì º uv{�Ö
×6rBt|ry��}nry��wTj���ry�¢��rym]p�{D��ry}nuv�v}n{T�
¾ }�wTj���r Ë àTwDrypqj.{T�¢uvm]w�j��sr
¾ }�wTj���r Ë àTwDrypqj.{T�¢p�{D��ry}nuv�v}�{

ø ��{��"rBtvp�Ð�j:ps{T�vps{T��{Dm0oqj�p�wTry��rvÖ
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∀x ∈ U P (x)
a ∈ U
P (a)

Ë u|{T�so�pqj�knm0oqu|k�wTknx�mè��{T¹vj�}~j º uv{�{D�soq{�p�j� Trymvj���kn{Tm�oqr�{T��¸���}�kntvr���k�{D���|p�{�Ì{Dm°{T}��{Tm�oqkntvrltv{ º uv{�mvr�tv{T�"{Dmvtv{	tv{D}áuvmvkÂ¸y{Tp��sr:t|{�t|k���wDuvp��srlwTrymv�sk�tv{Dpqj�t|r ¶ ü {T�suv}noqj�{Dm��oqrymvwD{T��mvj�oquvp�j�}g{T�swTp�kn�vk�p¡}~j:�sk�£�uvk�{Dm0oq{	{òÎ��vp�{D��k�x�m º uv{�wDrymv��kntv{Tp�j�p�{D��r���¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�Ö

(∀x P (x))⇒ P (a).¢	�|��àTp�¸y{T�s{ º uv{�m|r���{�ÙNj.{D��wTpskno�r�{T}�uvm|kn¸y{Dp���r�tv{�tvkn��wTu|p���r ¶
��{�{D�soq{���rBtvr�{T�Àk�m�oq{Dp�{T��j�m0o�{�wTr�mv�so�p�uvknp�uvmNj�}�xy£�k�wTj:��r�p���j�}guv�qj�m|tvr»�vp�{Dtvk�wTj��

tvry� ¶ Ó rym�{T��oq{:ry�B½s{Do�rÏ¸�j���ry�	j»tNj�p�uvm�wDrym�½suvm�oqrztv{lps{T£y}�j����Nj�p�jÏt|{DÁNm|k�p8��Ê�Çòÿ�åÃBÈ�ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊEÅ�Ì º uv{:{T��{T}S{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm0o�{�Ìg{Tm�}~j»}nxy£yknw�j�tv{:�vps{Ttvknw�j�tvry�TÌ�j�}6wTrym|wT{D�|oqrtv{x��Ê�Ç�ÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�{Tm]}~jl}�xy£yknwTjl�vp�r��"ry��knwTknrymNj�} ¶
  ªN¨ þ E�G Ó r���{Dmv �j���ry���|p�k���{Tpsr�wDrymv��kntv{Tp�j�mvtvr���uvmvwTknrymv{D�Ò�vpsry�"ry��knwTknrymNj�}n{T�DÌ�tv{�}�j��ryp���j

P (x), Q(x), ...
ç4tvr�mvtv{�o�j��l�|k�àTm���{��vuv{Dtv{Tm�wTrym|��k�t|{Tpqj�p¢¸�j�psk~j���¸�j�p�k�j��v}n{T��é ¶ij�����uvmvwDk�rym|{T�¢�vp�r��"ry��knwTk�r�mNj�}n{T�¡��r�mc��Ê�Çòÿ�å�Å�ÃBÈ¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆqå�ÃBÊEÅ ¶

  ªN¨ þ d)G ó {��|uv{Tt|{Tm�wDrymv�so�p�uvknp�m0uv{D¸�j��¡��r�p���j��ãtv{��vps{Ttvknw�j�tvr���uv�qj�m|tvr:}nry�ãwTr�mv{Twò�oqkn¸yr��¢}nxy£yknwTr�� ¶ �Nryps�»j����"ryp�{Ñ½s{D���|}�rvÌ|tv{D}goqk��"r|Ö
P (x) ∧Q(x)
P (x) ∧Q(y)
¬P (x)

P (x) ∨Q(x)
P (x)⇒ Q(x)
P (x)⇔ Q(x)

  ªN¨ þ f)G ��j�tNj¢uvmNj¢��ryps�»j�tv{Ò�|p�{Tt|k�w�j�tvry�tv{Ò}�j��·wDrymv�so�p�uvkntNj��ÙNj��so�j�j�Ùvryp�j|Ì�tvrymvt|{j��Nj�ps{TwD{	}�j�¸�j�p�k�j��v}�{
x
Ì|tvkn£�j���ry�Ò�"ryp¡�sk����v}�kÂwTkntNj�t

P (x)
Ì���{	�|uv{Ttv{Dm]wDrymv��oqp�u|k�p�}~j��

{�Î��vp�{D��knrymv{D�TÖ
∀x P (x)

∃x P (x).�6ryp¢{�½s{T���v}�r:��{�wTrym|�soqpsu|¿y{Tm�}�j��¡��ryps�»j��TÖ
∀x (P (x) ∧Q(x))

∃x (P (x, y)⇔ Q(x)).



ë � ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
¾ m�}~j��¼��ryp���j���wDrymv��oqp�u|k�tNj���{Dm�{T}N�vj���r ê Ì�}~j�¸�j�p�k�j��v}n{ x j���{Tw�o�j�tvj��"ryp�{D}NwTuNj�mB�o�knÁNwTj�tvryp�u|mvkn¸y{Dp��qj�}"r�{òÎ�k���oq{Tm|wTk~j�}V��{ÀtvknwT{ º uv{ º uv{DtNj�æ ÄÂô�å�Ã�å ¶¼¾ }"ps{T��oqr�t|{À�"ry�sk��v}n{T�¸�j�p�k�j��v}n{T���s{�tvknwT{Dmñæ ÄB�TÇ�È�Å ¶ ù�ry}n¸y{Dp�{D��ry�������¢j�t|{T}~j�m0oq{	�sry�vp�{�{T��o�j.tv{DÁvmvk�wDk�xym ¶

  ªN¨ þ g*G ��ry�:��r�p���j��ltv{z�vp�{Dtvk�wTj�tvrè�s{��vuv{Tt|{TmÝwDry�l�vk�mNj�pluv��j�mvtvrèwTrym|{TwDo�kn¸yry�}nxy£yknwTr�� ¶ i�r��l�Nj�p�àTm�oq{D��k��l�srymßmv{DwT{D�qj�psk�ry�l�Nj�pqj�{D¸BkÂo�j�p�j��l�vk�£��v{TtNj�tv{T� ¶�¾ �so�j���r��wDrymv�sk�tv{Dpqj�mvt|rvÌN�"ryp�{Ñ½s{T���v}nrvÌ|{�Î��vps{T��knrymv{D�Àtv{D}goqk��"r|Ö
(∀x P (x))⇒ (∃x Q(x)).

  ªN¨ þ �)G ��j�tvj�uvmNj���ryps�»j]tv{»�vps{Ttvknw�j�t|ry� P(x) tvrymvt|{zj��vj�p�{DwT{»uvmNj�¸�j�p�k~j��v}�{}nk��vps{
x
Ìv��{��vuv{Tt|{Tm�wDrymv��oqp�u|k�p�{�Î��vp�{D��knrymv{D�Àtv{D}�o�k��"rvÖ

∀x P(x)

∃x P(x).�6r�p¢{Ñ½s{D���|}�r:{�Î��vp�{D��knrymv{T��tv{T}go�k��"rvÖ
∀x(∀y Q(x, y))

∀x(P (x)⇒ (∀y Q(y)))  ªN¨ þ ��G ��j�tNj�uvmNj���ryps�»j�t|{z�vp�{Dtvk�wTj�tvrvÌ�wTuvj�} º uvkn{Tpqj�tv{z�suv�:¸�j�p�k�j��v}�{D��}�kn�vp�{D��|uv{Ttv{R��u|�soqkÂoquvknp��s{ñ�"ryp]u|mNj8wTrymv��o�j�m�oq{°j�p��vkÂoqpqj�p�k�j�Ì�tvj�mvtvrÝ}nuv£�j�p�j8uvmvjÝm0uv{�¸�j
��r�p���j:t|{��|p�{Tt|k�wTj�tvr ¶

ÜÀ��j�p�{D��ry��}nry��o�àTp���k�m|ry����Ê�Çòÿ�å»ÃBÈ¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊEÅ�ÌVÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å»ÃBÈ	æë��ô�ÄÍÆ�å»ÃBÈ¡ä"ÇqÈ�Ã�Äçæ
Æ�å�ÃBÊEÅ�r'ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��íèÃBÈ�æë��ô�ÄÍÆ�åÏÃBÈ¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�Ã�ÊEÅÒk�mvtvkn�so�k�m0oqj��.{Tm�oq{ ¶
È1XT§B® ý © þ E�G g-GBE§Q í"å]ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í�ÃBÈ�æl�qô�ÄÍÆ�å»ÃBÈ�ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊEÅ�È�Åé�gäNÊ�ÇlÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�;

(∀x P (x)) =⇒ ¬(∃x Q(x)).²�È�æ6È�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê í ïVÈ�Äîæ ï�Å�É4Ç�å>��å�È�æSÆ�Ê�ÿ:ÄÍÈ�í���Ê�ÃBÈ�æÂå�ÅEÈ�Æ�Æ�Ä	��í�;
(∀x P (x))⇒ P (a).

r �S¨T§0µs�|ªN³�±BADCFESG g-Gld À ïvå�í"ÃBÊ]È�íñïBí�ä"Ç�È�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊÏå�ä|å�ÇqÈ�Æ�È�ïBí"å�å�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È:å��È�Æ�ÉÍå�Ã�å
äNÊ�Ç�ï�í�Æ�ï|å�íNÉ<Ä �¡Æ�å�ÃBÊ�Ç�ì�Å�Äîÿ:ï�æ É	è�í2È�å�ÿ»È�íNÉÑÈ�å�ä|å�ÇqÈ�Æ�ÈÀÉÍå�ÿc�TÄ	Á�íÏÅ�ÄîíÏÅEÈ�Ç�å��È�Æ�É å�Ã�å�äNÊ�Ç
¨�©'¨aª k ©«ª XèÆ�ïvå�íNÉ4Ä �¡Æ�å�ÃBÊ�Ç��SÃBÈ���È¢ÄîíNÉ�È�Ç�ä"ÇqÈ�ÉÍå�Ç�ÅEÈ í ïNÈ�ÅEÈ	È�Å�É	è�ïBÉ<Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊlÈ�ævÿ:Ä�Å�ÿ»Êí2Ê�ÿc�TÇqÈ�Ã�È0å�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È¡ä|å�ÇsåÏÃBÊEÅ0å�å�Ç�Ä4å>�Tæ�È�Å�Ã�Ä�Å�É4ÄîíNÉ å�Å�ê



kWj¡ �j_�ã�0Ïx����qs}~y�rutMyu}�����q�}¦v�z ë �
¬C¯®�°W¬C±³²�´£µ�±³¶ ±³¬C·{¬¸²�¹�ºW¬C°W®C°W¬Cº�µ³°W»l¬¼´�¶g½z¶ç ∀x P (x)) ∨ (∀x Q(x))

ç ∀x P (x)) ∨ (∀y Q(y))ç ∃x P (x)) ∨ (∃x Q(x))
ç ∃x P (x)) ∨ (∃y Q(y))

r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCFE�G g*Glf � å�ÃBÊ:ïBí�ï�íNÄçå�È�ÇqÅEÊ�ÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ïBÇqÅEÊ U ��æÂå]ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��íñÆ�Ê�í|Å�É4Ç�ï�æÄ4Ã�å?È�íÝæÂå�ÅEÈ�Æ�Æ�Ä	��í @ ê¾&Dêq�m��å'ÅTå>��È�Ç�� ∀x ∈ U P (x)
��í2ÊRÈ�ÅÏïBí"åV��Ê�Çòÿ�åRÃBÈ�ä"ÇqÈ�Ã�Äçæ

Æ�å�ÃBÊ'ÅEÈÍôm�BíGæÂå�Å�ÇqÈÍô�æÂå�Å í ïVÈ�åBÆ�å>��å�ÿ»ÊEÅ�ÃBÈ�ÃBÈ�ÅEÆ�ÇòÄB�TÄîÇ4ê�±¡å�Ç�ådÆ�Ê�ÿ�äNÊ�í2È�ÇÏïBí"åc��Ê�Çºæÿ�å@ÃBÈ]ä"Ç�È�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊIÆ�Ê�í È�ÅEÈñÅ�ÄÂô�íNÄ �¡Æ�å�ÃBÊGÃBÈ���íNÄîÿ»ÊEÅRï�íIä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊGÃBÈ?æÂå/��Ê�Çòÿ�å
U(x) := (x ∈ U)

ì�È�ÅEÆ�ÇòÄB�TÄîÿ»ÊEÅ?;
∀x (U(x)⇒ P (x))

Ê�æ�Ê í ïVÈ:È�Å�æ�Ê.ÿ:Ä�Å�ÿ»Ê
∀x ((x ∈ U)⇒ P (x)).

ü {TwTu|�"{Tpqj���r���}�j:t|{DÁNmvknwTknxym�{T�soqj��v}n{TwDk�tNj.j�m0o�{Tpsk�ryps��{Dm0o�{�Ö
8 §>ø�C6±4³�±BADC�ESG g-G g � ÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ í ïVÈãïBí"åwå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È x T�¿£T"h ¨ d ¨ ZÀkÁ]"T7j�T�È�í.ïBí"å���Ê�Çòÿ�åÃBÈ¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ

P
Å�ÄãÈ�Å�É	èÏå��È�Æ�É å�Ã�å�äNÊ�Ç�å�æ ôm��íñÆ�ï|å�íNÉ<Ä �¡Æ�å�ÃBÊ�Ç4êx´�íñÆ�å�ÅEÊ�ÃBÈ í ïVÈ	ï�í"åå�å�Ç�Ä4å>�Tæ�È	í2Ê�å�ävå�ÇqÈò��Æ�å�æ ÄÂô�å�Ã�åÏÃ�ÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ í ïVÈ�T�¿£T"h ¨ d ¨ Zqk6Â�h ¨
Ã

�6ryp�{Ñ½s{T���v}nr
Ä ¹ 5µwÅ�»�Æ2Ç�µ³°W²Àµ�·{5¬³Å�»�Æuµ³®^µ�°W¬�´�¬�Å�¹ Æ
N(x) x

j��Nj�ps{TwD{
libre

x > y x
{
y
j��vj�p�{DwT{Tm

libres
∃y ç y > x) x

j��Nj�p�{TwD{
libre

{
y ligada

N(x)⇒ ∃y ç y > x) x
j��vj�p�{DwT{

libre
{
y ligada

∀x (N(x)⇒ ∃y ç y > x)) x
{
y
j��Nj�p�{DwT{Tm

ligadas

�Sj�p�j:�"rBtv{Tp¢j���kn£ymNj�pã¸�j�}�r�p�{T�¡tv{	¸y{Dp�tNj�t�j:}�j��¡��r�p���j��¡tv{	�vp�{Dtvk�wTj�tvr.ÙNj�¿ º u|{�ÌwTry��r���{¢tv{TwDÐ~j�j�m�oq{Dp�k�r�p���{Tm�oq{�ÌywT{Dp�pqj�pÒ}�j��¼��ryps�»j��DÌ�{D�soqr�{T�DÌB��uv��oqkno�uvknp�}~j��¼¸�j�p�k�j��v}�{D�
}�k��|p�{T���"r�p»wTr�mv�so�j�m0o�{T�Ï¿Ý{Tm�oq{Dmvtv{DpzwTx���r°��{�j��sk�£�mNj�mÝ¸�j�}nryp�{D�»tv{�¸y{Dp�tNj�t j°}�j��
¸�j�psk~j��v}n{T�¡wTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tNj�� ¶

• ó kS{DmèuvmNj»��r�p���j»mvrzj��Nj�ps{TwT{DmèwTuNj�m0oqkÂÁNw�j�tvryps{T�TÌ�j�}6��uv��oqkno�uvk�pÀ}~j��À¸�j�p�k�j��v}�{D��"rypÒwTr�mv�soqj�m0o�{T�TÌ�}~j�j���kn£ymNj�wTk�x�m�tv{�¸�j�}�ryps{T�Òtv{�¸y{TpstNj�t»��{ÀÙNj�wD{�{òÎ|j�wDoqj���{Dm0o�{
wTr���r.{Dm�}nxy£yknw�j�tv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry� ¶



ë Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
È1XT§B® ý © þ E�G g-Gl� ±�Ê�ÇlÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê£��É�Ê�ÿ»È�ÿ»ÊEÅ�æÂå���Ê�Ç�ÿ�å';

(P (x) ∧Q(x))⇒ R(y),ìzÆ�Ê�í|Å�É å�íNÉ�È�Å
a
ì
b
êwv�æ2Å�ï�Å�É<ÄîÉ4ïBÄîÇ�É�È�í2È�ÿ»ÊEÅ?;

(P (a) ∧Q(a))⇒ R(b),

í ïNÈÏÈ�Å.ï�í"åèÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��íßÃBÈ.æë��ô�ÄÍÆ�å:ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æÃ�ÀÃBÊ�í"ÃBÈ P (a)
�
Q(a)

ì
R(b)

ÅEÊ�íå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�Å¢ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Åé�Rì�Æ�Ê�ÿ»Ê�É å�æ�ÅEÈ�É<Çså�ÉÍå[�Sä"ï|Ã�Ä	Á�í"ÃBÊEÅEÈ.Æ�Ê�í|Å�É4Çòï�ÄîÇ�Å�ï'ÉÍå>�TæÂå
ÃBÈ0å�È�ÇsÃ�å�Ã>ê
• ��j�tNjèu|mNj���ryps�»j't|{��vp�{Dtvk�wTj�tvrètv{T}¡o�k��"r ∀x P (x)

Ìãt|rymvtv{
P (x)

{D��uvmvj
��ryp���j'tv{��vp�{Dtvk�wTj�tvrñ�sk�mdwTuNj�m�oqkÂÁNw�j�t|ryp�{D�.¿ßwDrym8uvmNjè��r�}~j'¸�j�p�k�j��v}�{

x
Ìã��{

tvk�wD{ º uv{èæÂåßÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í ∀x P (x)
È�Å&å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å»��k�j�}���u|�soqkÂoquvknp

x
�"r�p:uvmNj

wTrym|�so�j�m�oq{
a
wTuNj�} º uvkn{Tpqj»{DmèwTuvj�} º uvkn{Tp�uvmvkÂ¸y{Tp��sr�t|{:tvkn��wTu|p���r|Ì��s{loqkn{Tmv{ º uv{

P (a)
{T��¸y{Tp�tvj�tv{Dp�r ¶

È1XT§B® ý © þ E�G g-Gl�A9 å�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å ∀x (P (x) ∨ (¬P (x)))
È�Å
V
ê0´ãíßÈ���È�Æ�É�Ê��ãì�å í ïVÈä|å�ÇsåñÆ�å�Ã�åèÆ�Ê�í|Å�É å�íNÉ�È

a
È�í Æ�å0Ã�å�ïBíNÄçå�È�ÇqÅEÊ�ÃBÈ»Ã�Ä�ÅEÆ�ïBÇ�ÅEÊ

U
Å�È�É4ÄÍÈ�í2È í ïNÈ P (a) ∨

¬P (a)
È�Å0å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså>ê

• ��j�tNj�uvmNj	��ryp���j	t|{��vp�{Dtvk�wTj�tvr�tv{D}Noqkn�"r ∃x P (x)
Ì0tvrymvt|{

P (x)
{D�ÒuvmNj	��ryp��

�»j�tv{l�vp�{Dtvk�wTj�tvrÏ��k�m'wTuvj�m0o�knÁNwTj�tvryps{T��¿�wDrym�uvmNjÏ�sry}~j�¸�j�p�k�j��v}n{:õyÌ2��{:t|k�wD{
º u|{�æÂåèÈõDä"Ç�È�Å�Ä	��í ∃x P (x)

È�Åcå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså:��kÒj�}���uv��oqkno�uvk�p
x
�"ryp�uvmvj]wTr�m��

�so�j�m0oq{
a
{Dm]j�}�£yÔvm»uvmvkÂ¸y{Tps��r:tv{�tvkn��wDuvp���r|Ìv�s{�oqk�{Dmv{ º u|{ P (a)

{D�¡¸y{Dp�tNj�tv{Tpsr ¶
¾ �¢tv{TwDk�pDÌN{D}g¸�j�}nryp�t|{�¸y{Dp�tNj�t�tv{ ∃x P (x)

{T�¢{T}���k�����rltv{ ¬(∀x ¬P (x)) ¶
È1XT§B® ý © þ E�G g-G ��9 åx��Ê�Çòÿ�å ∃x (P (x)⇒ P (a))

BÑÃBÊ�í"ÃBÈ
x
ïBí"åcå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�ì

a
ïBí"å

Æ�Ê�í|Å�ÉÍå�íNÉÑÈ�=�È�Å0å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså�ä"ïVÈ�Å	É�Ê�ÿ�å�í"ÃBÊ:æÂåzÆ�Ê�í|Å�É å�íNÉ�È
a
�ãå�æ"Å�ï0Å�É4ÄîÉ<ïBÄîÇ�æÂåcå�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È

æ ÄB�TÇqÈ
x
äVÊ�Ç

a
ÅEÈ:Êm�TÉ4ÄÍÈ�í2È�æÂå]ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í

(P (a)⇒ P (a)) í ïVÈ:È�Å0å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å>ê
• ÜÀ�qj�mvtvr�}nry���kn£ymvkÂÁNw�j�tvry�tv{ã}�ry�tvkn�soqknm0o�ry�wDrymv{Tw�oqkÂ¸yry�S}nxy£yknwTry�·�"rBtv{D��r��Sj���kn£��mNj�p¡¸�j�}�r�p�{T�¡tv{	¸�{Tp�tvj�t�j:m0uv{D¸�j��¢��ryps�»j��¡tv{	�vp�{Dtvk�wTj�tvr ¶ ù�{Tj���ry��u|m]{�½s{T�:��v}�r ¶

È1XT§B® ý © þ E�G g-Gl�A9 å.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4åzÈ�Åaå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså�;
(∀x P (x))⇒ (∃y P (y)).´ãí È���È�Æ�ÉÑÊ'Å�Ä ∀x P (x)

È�Å0�Då�æ ÅEÊñæÂå°Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í È�Å�å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å>êMx¬Å�Ä ∀x P (x)È�Å#å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å]È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å¢ä|å�Çså�Æ�å�Ã�å�Æ�Ê�í|Å�ÉÍå�íNÉÑÈ
a
È�íßÆ�å�Ã�å»ï�íNÄçå�È�ÇqÅEÊ£�

P (a)
È�Å#å�È�Çºæ

Ã�å�ÃBÈ�Çså[�2äVÊ�Ç	æ�Ê í ïNÈ ∃y P (y)
È�Åaå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså>ê



kWj¡ �j_�ã�0Ïx����qs}~y�rutMyu}�����q�}¦v�z ë �
�Sj�p�jÏj���kn£ymNj�p�¸�j�}nryp�{D��tv{�¸y{TpstNj�tèj»wTuvj�} º uvkn{Tp���ryp���j�tv{l�|p�{Tt|k�w�j�tvrÏmv{DwT{T�sknoqj����ry�¼{T}vwTr�mvwT{D�|oqr�tv{�ÉÍå�ïBÉÑÊ�æ�Ê�ô�ð4å:{Tm�}nxy£yknw�j�tv{��vp�{Dtvk�wTj�tvry�DÌ º uv{¢mvr�{T��{òÎ|j�wDoqj���{Dm0o�{k�£yuNj�} º u|{.{T} º uv{:�»j�m|{Ñ½�j���ry��{Dmñ}nxy£yknw�j��vp�ry�"r���k�wDk�rymvj�}<Ìá¿�uv�qj�p	wDryÙv{Dp�{Dm0oq{D��{Dm0o�{}�ry���sk�£ym|knÁNwTj�tvry��t|{�}nry��wDrymv{Tw�oqkÂ¸yry��}nxy£yknwDry�TÖ

8 §>ø�C6±4³�±BADC�ESG g-Gl� � ÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ í ïNÈñïBí"å���Ê�Çòÿ�åGÃBÈ»äáÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ í ïVÈ?Æ�Ê�íNÉ�È�íBô�å<å�åmæÇ�Ä4å>�Tæ�È�Å�æ ÄB�TÇqÈ�ÅzÈ�Å�ïBí"å �ªN¥· þ © þ b7��ª Å�Ä¢É�Ê�ÿ�å �BíNÄÍÆ�åyÿ»È�íNÉ�ÈzÈ�æuå�å�æ�Ê�Ç V Äîí"ÃBÈ�äNÈ�í"Ã�Äçæ
È�íNÉÑÈ�ÿ»È�íNÉ�È�ÃBÈ�æáï�íNÄçå�È�ÇqÅEÊ.ÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ïBÇ�ÅEÊ©ì:æ�ÊEÅ�Êm�<õ�È�ÉÑÊEÅ�Æ�Ê�í2Æ�ÇqÈ�É�ÊEÅ�ÃBÈ�Ã�ÄÍÆéîNÊlïBíNÄçå�È�Ç�ÅEÊ
í ïVÈ�å�Å�ÄÂô�íáÈ�ÿÏÊEÅ�å»æÂå�Å0å�å�ÇòÄ4å>�Tæ�È�Å í ïNÈ�å�ä|å�ÇqÈ�Æ�È�í�æ ÄB�TÇ�È�Å�ê
È
XT§B® ý © þ E�G�g-GBE�� ³VÄÍÈ�í"ÃBÊ

P (x)
ïBí"å"�òïBí2Æ�Ä	��íÀä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ ��È�æTä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ

P (x)∨
(¬P (x))

È�ÅñïBí"å ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê ±¢ÊTÃBÈ�ÿ»ÊEÅñå�ÇÍô�ïBÿ»È�íNÉÍå�Ç?È�ÅEÈ îNÈ�ÆéîNÊÝÃBÈ�æÀÅ�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ
ÿ»ÊTÃ�Ê�;�ä"ïNÈ�Å�ÉÑÊ í ïVÈé��ÃBÈ�äNÈ�í"Ã�ÄÍÈ�í"ÃBÊ�ÃBÈ�æ¼Êm�<õ�È�ÉÑÊ�Æ�Ê�í2Æ�ÇqÈ�ÉÑÊ í ïVÈ�Æ�Ê�æ�Ê í ïNÈ�ÿ»ÊEÅ:È�íèæ ïyô�å�ÇÃBÈ�æÂå

x
�
P (x)

ÅEÈ�Çè
V
�
F
�ÒÉ�È�í2È�ÿ»ÊEÅ�æÂå�É å>�TæÂå';

P (x)
V
F

Q É4Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊRå[îNÊ�Ç�å P (x)
õòïBíNÉ�ÊßÆ�Ê�í+æ�ÊEÅ'Æ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�ÊEÅzæë��ô�ÄÍÆ�ÊEÅ ∨ ì ¬ Æ�Ê�í|Å�É<ÇòïBÄîÿ»ÊEÅ

P (x) ∨ (¬P (x))
ê µ"È�íNÄÍÈ�í"ÃBÊ8È�í�Æ�ïNÈ�íNÉÍå+È�æ�Å�ÄÂô�íNÄ �¡Æ�å�ÃBÊßÃBÈèÃ�ÄÍÆéîNÊEÅRÆ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�ÊEÅé�

äNÊ�ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�ÆòÊ�ÿ�ä"æ�È�ÉÍå�Ç	æÂå�É å>�TæÂåÏÃBÈaå�È�ÇsÃ�å�Ã�Êm�TÉ�È�íNÄÍÈ�í"ÃBÊ�;

P (x) ¬P (x) P (x) ∨ (¬P (x))

V F V
F V V

È
XT§0µ�³�±<³�± þ ESE � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç í ïNÈ�æÂå�ÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í
(P (x) ∧ (¬P (x)))⇒ Q(x, y)

È�Å�ïBí"å»ÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4å>ê

• �6rBtv{D��r���j�Ùvryp�j�j��sk�£�mNj�p¢u|m�¸�j�}�ryp�tv{�¸y{Tp�tvj�t'j�}�j:��ryps�»j ∀x P (x)
ÌVtvr�mvtv{

P (x)
{T�¢uvmNj:��ryps�»jlwTuvj�} º uvkn{Tp�jl¿ x {D��uvmNj:¸�j�p�k~j��v}�{�}nk��vps{�Ì|tv{�}~jl��k�£�uvk�{Dm0o�{��j�mv{Dpqj|Ö�}�j»�s{Tm�oq{Tm|wTk~j ∀x P (x)

{T�
V
��k
P (x)

{T��uvmNj»oqj�u|oqr�}�ry£�Ð�j|ÌV¿
F
{Dm

w�j���r�wTrym�oqp�j�p�knr ¶



Ø�Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
È1XT§B® ý © þ E�G g-GBEDE:9 åñÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4åÈB ÇqÈ�Æ�Ê�ÇsÃ�å�Ç í ïVÈ x È�Å�ï�í"åPå�å�Ç�Ä4å>�Tæ�È&ì

a
�
b
ÅEÊ�í

Æ�Ê�í|Å�ÉÍå�íNÉÑÈ�Å�=«;
(∀y(∀x P (x, y)))⇒ P (a, b) es V, puesto que :

å>=a³VÄ
(∀y(∀x P (x, y)))

È�Å
V
�
P (x, y)

È�ÅÀïBí"å:ÉÍå�ïBÉÑÊ�æ�Ê�ô�ð4å[�Sæ�Ê í ïNÈ¢Å�ÄÂô�íNÄ �¡Æ�å í ïNÈ	å�æÅ�ï�Å�É4ÄîÉ<ïBÄîÇ�æÂåJå�å�Ç�Ä4å>�Tæ�È
x
B ÇqÈ�Å�äNÈ�Æ�É<Äçå�å�ÿ»È�íNÉ�È:æÂå

y
=:äNÊ�ÇzÆ�ï|å�æ í ïBÄÍÈ�ÇzÊm�<õ�È�É�Ê�Æ�Ê�í2Æ�Ç�È�É�Ê£�Ã�ÄÂô�å�ÿ»ÊEÅ

a
B ÇqÈ�Å�äNÈ�Æ�É<Äçå�å�ÿ»È�íNÉ�È

b
=£�zÃBÈ�æ�ï�íNÄçå�È�ÇqÅEÊ8ÃBÈñÃ�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊ í ïNÈ'ÅEÈ°ÆòÊ�í|ÅòÄ4Ã�È�ÇqÈÊm�TÉ�È�í2È�ÿ»ÊEÅ í ïVÈ P (a, b)

å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså[�
ì�äNÊ�Ç�Æ�Ê�í|Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È
(∀x P (x, y))⇒ P (a, b)

È�Å
V
ê�6=¦³VÄáäVÊ�Ç�È�æSÆ�Ê�íNÉ4ÇsåyÇòÄÍÊ

(∀y(∀x P (x, y)))
È�Å
F
��æÂå»Äîÿ�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í

(∀x P (x, y))⇒ P (a, b) es V.

• �Sj�pqj]j��sk�£ymNj�p�u|mñ¸�j�}nryp	tv{.¸y{TpstNj�t°j]}�jz{�Î��vp�{D��knxym ∃x P (x)
Ìtvrym|tv{

P (x){T�»uvmvjR��r�p���jñwDuNj�} º uvkn{Tp�jñ¿ x
{T�»uvmvjR¸�j�p�k~j��v}�{�}�kn�vp�{èÌ¡wTrym|��k�t|{Tpqj���r���}�r

��k�£�uvk�{Dm0o�{�Ö¡}~j��s{Tm�oq{Tm|wTk~j ∃x P (x)
{D�

V
��k ¬P (x)

mvr»{T��uvmvj�oqj�u|oqr�}�ry£yÐnj|Ìv¿
F
{Tm]w�j��sr�wDrym�oqpqj�p�k�r ¶

¾ �¢t|{TwTknpTÌ ∃x P (x)
{D�
V
��kgÙNj�¿»uvm�uvmvkÂ¸y{Tps��r.tv{	tvkn��wDuvp��sr

U
¿»uvmNjlwTrymv��o�j�m�oq{

a ∈ U
o�j�} º uv{ P (a)

{T�
V ¶ó {�{T�soqj��v}n{TwD{�{Tm�oqrym|wT{T��}~jl{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j:}nxy£yknw�j���k�£�uvk�{Dm0oq{�Ö

∃x P (x)

{D��}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{z{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{Rç4{DmÝ{T}���{Dm0o�k�tvrñtv{ º u|{�oqk�{Dmv{Tm8{D}¢��k��s��r�¸�j�}nryp:tv{¸y{Dp�tNj�tVé¢j
¬(∀x ¬P (x)).

j�é ó k ∃x P (x)
{T�
V
Ì ¬P (x)

mvrl{T�¡uvmNj�o�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j�ÌBrl}nr º u|{	{D��}nr���kn����rvÌ ∀x
¬P (x)

{D�
F
ÌvwTrym]}�r º uv{ ¬(∀x ¬P (x))

{D�
V ¶

�Vé ü {DwTÐn�vp�rBwTj���{Dm0o�{�Ì2��k ¬(∀x ¬P (x))
{D�

V
Ì2mv{TwD{T��j�p�k�j���{Dm0o�{

(∀x ¬P (x))
{T�

F
Ì"r»}nr º uv{�{T�À}�r���kn����rvÌ ¬P (x)

mvr�{T��u|mNj�o�j�u|oqry}nry£yÐnj ¶¡¾ m0o�rymvwT{D��{òÎ�k��so�{uvm]r���½s{�oqr
a
tv{�u|m]uvm|kn¸y{Tps��r.tv{�tvkn��wDuvp��sr.oqj�} º uv{ ¬P (a)

{T�
F
ÌvwDrym�}�r º uv{

P (a)
{T�

V ¶�¾ �soqr�kn���v}nkÂw�j º uv{�}~jl��{Tm�oq{DmvwTk�j ∃x P (x)
{D�

V ¶
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�6ryp�wDrymv�sk�£yu|k�{Tm�oq{�{TmèwDuNj�} º uvk�{Dp�u|mvkn¸y{Dp���rztv{ltvk��swTuvps��rvÌg�Nj�pqj»o�rBtvrz�|p�{Tt|k�w�j�tvr

P
¿z�Nj�pqjloqrBtNjl¸�j�psk~j��|}�{

x
ÌN}~jl��kn£yuvkn{Tm0o�{	��{Dm0o�{TmvwDk~j�{D�¢¸y{Dp�tNj�t|{Tpqj�Ö
∃x P (x)⇔ ¬(∀x¬P (x)).

È
XT§0µ�³�±<³�± þ E�d ±ãÇ�Êm��å�Ç í ïNÈÏÈ�í8Æ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�ÇlïBíNÄçå�È�Ç�ÅEÊ�ÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊ£�¼ä|å�Çså]É�ÊTÃ�åa�òïBí�æÆ�Ä	��í
P (x)

�ÒæÂå.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�Å�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å�Å�ÅEÊ�í å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å�Å?;
¬(∀xP (x))⇔ (∃x¬P (x))

¬(∃xP (x))⇔ (∀x¬P (x))

¾ }B{Ñ½s{Dp�wTknwTknr�j�m0o�{Tp�knrypknmvtvknw�j�wDxy��rÀmv{T£�j�pSj�tv{DwTuNj�tvj���{Tm0o�{�}~j��6�s{Tm�oq{DmvwTk�j��¼j���{Twò�o�j�tNj��¢�"ryp¢wDuNj�m0o�knÁNwTj�tvr�p�{T� ¶ i·j.mv{D£�j�wDk�xym�tv{�}�jl��p�j���{.É�Ê�ÃBÊ©îNÊ�ÿc�TÇ�È�È�Å�ÿ»Ê�ÇòÉ å�æBmvr{T��É�ÊTÃBÊ¦îNÊ�ÿc�TÇqÈ�È�Å�ÄîíNÿ»Ê�ÇòÉ å�æB�sk�mvr º uv{zÈõyÄ�Å�É�È�ï�íJîNÊ�ÿc�TÇqÈ í ïVÈ:È�Å�ÄîíNÿ»Ê�ÇòÉ å�æ ¶
r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCFE�G g*GBE�d ±¡å�Ç�å�ä"ÇqÊm�òå�Ç í ïNÈ (∀x ∈ U P (x))

È�Å
F
��å�Å�ÉÍå�È�í2Æ�Ê�íNÉ4ÇsåyÇ

ï�í"åzÆ�Ê�í|Å�ÉÍå�íNÉÑÈ
a
È�í

U
ÃBÈ�ÿ»Ê�ÃBÊ í ïNÈ P (a)

È�Å
F
êwv#Ã�ÄÍÆéîNÊ

a
æ�Ê�ÃBÈ�í2Ê�ÿ:Äîí"å�ÇqÈ�ÿ»ÊEÅ

³ þ C"Eµ²ªv§�XT§B® ý © þ"ê:±¢Ê�Ç�È�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê£�ÒÅEÈ�å U È�æ�Æ�Ê�í�õòïBíNÉÑÊzÃBÈ�æ�ÊEÅlí��Bÿ»È�ÇqÊEÅ�í"å�É<ïBÇså�æ�È�Åé�
U = N

�#ì?È�æä"Ç�È�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ
P (x) :=

õ8È�Å�ä"ÇòÄîÿ»ÊRÊ»äáÇqÊTÃ�ïNÆ�ÉÑÊñÃBÈ�Èõ0åBÆ�ÉÍå�ÿ»È�íNÉÑÈ�ÃBÊEÅ
í���ÿ»È�ÇqÊEÅ¼ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅYÉ6æÂå�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å

(∀x ∈ U P (x))
È�Å
F
ä"ïNÈ�Å�ÉÑÊ í ïNÈ 30 í2ÊlÈ�Å¼ä"Ç�Äîÿ»ÊíNÄ·ä"Ç�ÊTÃ�ïNÆ�ÉÑÊ�ÃBÈ�Èõ0åBÆ�ÉÍå�ÿ»È�íNÉ�È:Ã�ÊEÅ�ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅ�ê¦´ãæ6í���ÿ»È�ÇqÊ

30
È�ÅlïBí8Æ�Ê�íNÉ<ÇsåBÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê

å»æÂå.ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å ∀x ∈ U P (x)
ê

úRû���û�� �����W,432�þRÿ:/�� ÿ
���O�
�����{	�-uÿ:���£+%/2-�/��£+%-uÿ�ûM��þ��O�5+%-������W,AÊ
3u�þuÿ

ù�{�j���ry�¢j�}n£yuvmvry�¡{Ñ½s{T���v}nry�������TÖ
  µ þVý�þ ¨T±<³�±�ADC�ESG g-GBE�f ´�í Æ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ�ÇzïBíNÄçå�È�ÇqÅEÊñÃBÈ]Ã�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊ°È�Å�ÉÍå>�Tæ�ÈòÆ�Ä4ÃBÊ ìÏä|å�Ç�åÆ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ�Ç¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ P (x, y)

æÂå.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�ívÉÑÈ�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4åzÈ�Å
V
;

(∃x∀yP (x, y))⇒ (∀y∃xP (x, y))

� È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íDê ü j� Trymvj�p�{D��r��Ò�"rypÒps{TtvuvwDwTknxymÏj�}"j��v��uvpstvrvÌ0¸�j���ry�ãj���u|�"rymv{Tp º uv{}~jl��{Tm�oq{DmvwTk�j�{T�swTpskno�j:{T���4j�}���jl¿zr��|oq{Dmvtvp�{D��r��¢uvmNj.wTr�m0oqp�j�tvknwTwDk�xymgÖ
ó uv�"r�mv£�j���ry� º uv{ (∃x∀yP (x, y)) ⇒ (∀y∃xP (x, y))

{T�
F ¶�¾ m?{T��{ÏwTj���r'�s{oqk�{Dmv{ º u|{ (∃x∀yP (x, y))

{T�
V
¿
(∀y∃xP (x, y))

{T�
F ¶
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��{�}~jÏ�vp�kn��{DpqjÏwTrym|tvk�wDk�xymè�s{���kn£yuv{ º uv{�{òÎ|kn�so�{�uvmñry�B½s{Doqr]wDrymvwDp�{�oqr a tv{.uvmu|mvkn¸y{Dp���r]t|{.tvk��swTuvps��r�o�j�} º uv{ ∀yP (a, y)

{D�
V ¶ �6ryp�o�j�m0oqr P (a, y)

{D��u|mNjzo�j�u��
o�ry}�r�£yÐ�j ¶��{Ò}�j���{D£yuvmvtNj�wDrymvtvknwTknxym���{Ò�sk�£yu|{ º uv{Ò{�Î�kn�soq{�uvm�r���½s{�oqr�wDrymvwDp�{�oqr©�·tv{�uvm�u|mvkÂ�¸y{Dp��sr�tv{�tvk��swTuvps��r�o�j�} º uv{ ∃xP (x, b)

{D�
F
Ì²r�}�r º u|{�{T��}�r¡��kn����rvÌ ¬ (∀x (¬P (x, b))){D�

F ¶�¾ m�wDrymv��{DwTu|{TmvwTk~j�oq{Dmvtvps{T��ry� º uv{ ∀x (¬P (x, b))
{T�
V
wTrym�}�r º uv{ ¬P (x, b)oqj��l�vk�àDm�{D��u|mNjÀo�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j ¶â ÙvrypqjÀ�vk�{DmgÌy�"r�pS��{Dp P (a, y)

uvmNjÀo�j�u�oqry}nry£yÐ�j
P (a, b){D�

V
Ì2¿��"ryp���{Tp ¬P (x, b)

uvmNj»oqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j|Ì ¬P (a, b)
oqj��l�vk�àDm'{D�

V
ÌgwTr�mè}nr º uv{Ù|{T��ry�¢ry�|o�{Tmvkntvr.}~jlwTr�m0oqp�j�tvknwTwDk�xym��|uv��wTj�tNj ¶

  µ þVý�þ ¨�±4³�±�ADCÄE�G g-GBE�g4Ë X+È�Å�Æ�ÄÍÈ�ÇòÉ�Ê í ïNÈ�ävå�Çså°Æ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�Ç�ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ P (x, y)
æÂå

Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È	ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�È�Å
V
Äîí"ÃBÈ�äNÈ�í"Ã�ÄÍÈ�íNÉ�È�ÿ»È�íNÉ�È�ÃBÈ�ægï�ívÄçå�È�Ç�ÅEÊ�ÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊ�;

(∀x∃yP (x, y))⇒ (∃y∀xP (x, y))

� È�ÿÏÊEÅ�É4ÇsåBÆ�Ä	��íDê�ú�j��soqj:{DmvwTrym�oqp�j�p�uvm�{Ñ½s{D���|}�rl{Tm�{T} º uv{	}~j���ryp���j�{D��wTpskno�jlmvr:��{�j¸y{Dp�tNj�tgÌV{D�soqr�{T�DÌVu|m ³ þ CáEµ²ª|§4XD§�® ý © þ*Qó {�j�{D}·�vps{Ttvknw�j�tvr
P (x, y)

ÖÍÌwõ�È�Å.È�Å�É4ÇòÄÍÆ�É å�ÿ»È�íNÉ�È�ÿ»È�í2Ê�Ç í ïNÈ#ì	{Tm�{T}�uvmvkn¸y{Dp��srt|{�}nry��mBÔ|��{Dp�ry��mNj�oqu|pqj�}n{T� ¶�¾ m]{T�so�{�uvmvkÂ¸y{Tps��rvÌNwDrym]{T�so�{��vp�{Dtvk�wTj�tvr.��{	oqk�{Dmv{�Ö
∀x ∈ U ∃y ∈ U P (x, y) : V

¿�j º uv{��Nj�pqj�w�j�tNj�m0Ôv��{Tp�r�mNj�o�uvpqj�} x ��k�{D���|p�{À{�Î�k���oq{�uvmzm0Ôv��{Tp�r�mNj�o�uvpqj�} y ç4�"ryp{�½s{T���v}�r
y = x+ 1

é�{T��oqp�knwDo�j���{Dm0o�{���jE¿yryp ¶ �6{Dp�rvÖ
∃y ∈ U ∀x ∈ U P (x, y) : F

¿�j º u|{	mvrl{�Î�k���oq{�uvmzmBÔ|��{Dp�rlmNj�o�uvpqj�}"�»j�¿yryp º uv{�{T}áp�{T��oqr:tv{�}nry��m0Ôv��{Tp�r��¡mNj�o�u��p�j�}�{D� ¶ �6ryp¡o�j�m�oqrvÖ
(∀x∃yP (x, y))⇒ (∃y∀xP (x, y))

{D�¢�4j�}n�qjl{Tm]{T�so�{�{Ñ½s{D���|}�r ¶
  µ þVý�þ ¨�±4³�±�ADCÄE�G g-GBEU� ´ãí°Æ�ï|å�æ í ïBÄÍÈ�Ç�ï�íNÄçå�È�ÇqÅEÊ�ÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊVì�ä|å�Çså�Æ�ï|åyænÈ�Å í ï�ÄÍÈ�Çsåí ïNÈ	ÅEÈ�å�í'æ�ÊEÅ¡ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆqå�ÃBÊEÅ P ì

Q
æÂå.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4åzÈ�Åaå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså';

∃x (P (x) ∨Q(x))⇔ (∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x)).

� È�ÿÏÊEÅ�É4ÇsåBÆ�Ä	��íDê Ó ry��r��s{�oqpqj�o�j�tv{Àuvmvj�t|ry�vp�{�k����v}nknwTj�wDk�x�m:oq{Dmv{T��ry� º u|{��|p�ry�Nj�pTÖ
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kîé ∃x (P (x) ∨Q(x))⇒ (∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x))

{T�
V¿ º uv{knkîé

(∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x))⇒ ∃x (P (x) ∨Q(x))
{T�

V

kîé ó uv�"rymv£yj���ry��¸�{Tp�tvj�tv{Tp�j�}~jl��{Dm0oq{DmvwTk�j ∃x (P (x) ∨Q(x)) .
ó {�j

a
o�j�} º uv{

(P (a) ∨Q(a))

{T�¢¸�{Tp�tvj�tv{Tp�j ¶ã¾ Î�k���oq{Tm]tvry�¢�"ry��kn�vkn}�kÂtNj�tv{D�TÖ

• ó k P (a)
{T�
V
{Dm0o�rymvwT{D�

(∃xP (x))
{T�
V
¿��"ryp�o�j�m�oqr

(∃xP (x))∨ (∃xQ(x)){T�
V ¶

• ó k Q(a)
{D�

V
��{�pqj� TrymNj.j�mN��}nry£�j���{Tm�oq{ ¶

k�kîé ó uv�"r�mv£�j���ry��¸y{TpstNj�tv{Dpqj?}~jñ��{Dm0oq{DmvwDk~j
(∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x)). ¾ m+{D��{'w�j���r{�Î�k���oq{Tm�o�j��l�vknàTmztvry�¢�"ry�sk��vkn}�kÂtNj�tv{D�TÖ

• ó k (∃xP (x))
{T�
V
{Tm�oqrym|wT{T�DÌy��kn{Tmvt|r

a
u|m�ry�B½s{Do�r�o�j�} º uv{ P (a)

{D�
V
Ì�p�{T�suv}noqj

º uv{ P (a) ∨Q(a)
{T�

V
¿z�"r�p�oqj�m0o�r ∃x (P (x) ∨Q(x))

{D�
V ¶

• ó k (∃xQ(x))
{T�

V
�s{�p�j� Trymvj�j�mv��}�ry£yj���{Dm0oq{ ¶

  µ þVý�þ ¨T±<³�±�ADC�ESG g-GBE�� ´�í�Æ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ�Ç¢ïBíNÄçå�È�ÇqÅEÊ�ÃBÈÀÃ�Ä�ÅEÆ�ï�ÇqÅEÊ0ì�ä|å�Ç�å.Æ�ï|å�æ í ïBÄÍÈ�Ç¼ä|å�ÇÃBÈ�ä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊEÅ
P (x)

ì
Q(x)

æÂå�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È	ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�È�Å0å�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Ç�å
((∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)))⇒ ∀x (P (x) ∨Q(x)) .

³VÄîí»È�ÿc��å�Ç<ôBÊ#f�X�È�Å¡Æ�ÄÍÈ�Ç�É�Ê í ïNÈ�È�í�Æ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ�Ç�ïBíNÄçå�È�ÇqÅEÊÀÃBÈ�Ã�Ä�ÅEÆ�ïBÇqÅEÊ�ì�ä|å�Ç�å�Æ�ï|å�æ í ïBÄÍÈ�Çä|å�Ç�ÃBÈ¡ä"Ç�È�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊEÅ
P (x)

ì
Q(x)

æÂå.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å:ÅEÈ�å�å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså';
∀x (P (x) ∨Q(x))⇒ ((∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)))

� È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íDê
�Sj�p�jltv{D��r��soqp�j�p�}~j��|p�k���{Tp�j��Nj�pso�{�pqj� DrymNj���ry���"r�p¡p�{DtvuvwDwTknxym]j�}j��v��u|p�tvrvÖ���uv�"r�mv£�j���ry� º u|{ ((∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)))
{T�
V
¿ º uv{ ∀x (P (x) ∨Q(x)){T�

F ¶ ��{�}~jñ�s{T£yuvm|tNj?wDrymvtvknwTknxymÝ��{�tv{DtvuvwT{ º uv{�{�Î�k���oq{�uvm ry�B½s{Doqr a
oqj�} º uv{

(P (a) ∨Q(a))
{T�

F
Ì�wTrymd}�r º uv{ P (a)

{T�
F
¿
Q(a)

{D�
F ¶ß¾ m8wTr�mv��{DwTuv{Tm|w�k�j

(∀xP (x))
{T�

F
¿
(∀xQ(x))

{T�
F
Ìv{T�¢tv{TwDk�pDÌ

((∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)))
{D�

F ¶



Ø ë ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
�Sj�pqjRtv{D��ry��oqpqj�p�}~jñ��{D£yuvmvtNj°�Nj�pso�{��"rymvt|p�{T��ry��uvmGwTrym�oqpqj�{Ñ½s{D���v}nrvÖ'��{Tj?{D}

u|mvkn¸y{Dp���r�tv{�}�ry�¼m0Ôv��{Tp�r���mNj�oqu|pqj�}n{T�S¿l}�ry�¼�vps{Ttvknw�j�tvry�
P (x)

Ö¾Ì0õ�È�Å¼ä|å�Ç¿
Q(x)

Ö¾Ì0õ
È�Å¢Äîÿ�ävå�Ç ¶ ó {�j�}�j	�s{Tm�oq{Tm|wTk�j�É�ÊTÃBÊ�í���ÿ»È�ÇqÊ�í"å�É<ïBÇ�å�æ2È�Å�Ê:�TÄÍÈ�í�ä|å�Ç�Ê:�TÄÍÈ�íÏÄîÿ�ä|å�ÇòÌ�{T�t|{TwTknp ∀x(P (x) ∨ Q(x)) ¶�¾ �soqjÏ�s{Tm0o�{TmvwDk~jÏ{D� V ¶ ó k�m�{T�l�Nj�p�£yr»}�j���{Dm0o�{TmvwDk~j'É�ÊTÃBÊí��Bÿ»È�ÇqÊ'í"å�É4ïBÇ�å�æ¢È�Å�ä|å�Ç]Ê'É�ÊTÃBÊ'í��Bÿ»È�Ç�Ê�í"å�É4ï�Çså�æ¢È�Å»Äîÿ�ä|å�Ç�Ì¼{D�so�rè{D�TÌ ∀xP (x) ∨
∀xQ(x)

{D�
F ¶

  µ þVý�þ ¨�±4³�±�ADCÄE�G g-GBEZ� ´ãí Æ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�Ç?ïBíNÄçå�È�ÇqÅEÊIÃBÈ8Ã�Ä�ÅEÆ�ïBÇ�ÅEÊ�ì?ä|å�ÇsåÞÆ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ�Çä"ÇqÈ�Ã�ÄÍÆ�å�ÃBÊ
P (x, y)

æÕå�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ�ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�È�Å0å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså
∀x∀yP (x, y)⇔ ∀y∀x P (x, y)

� È�ÿÏÊEÅ�É4ÇsåBÆ�Ä	��íDê��{T��ry��oqpqj���ry���|p�k���{Tpsr:}~jlk����v}nknwTj�wTknx�mztv{�k�  º uvk�{Dp�tNj.j:tv{Tps{Tw�ÙNj ¶
ü j� TrymNj���r����ár�pÒp�{DtvuvwTwDk�x�mÏj�}"j��v��uvpstvrvÖ¼�suv�"rymv£yj���ry� º uv{ ∀x∀yP (x, y)

{D�
V¿ º uv{ ∀y∀xP (x, y)

{D�
F ¶ ��{�}~jz��{D£yuvmvtvj�wTr�mvtvk�wDk�xymè��{���kn£yuv{ º uv{�{òÎ�k���oq{ b oqj�}º uv{ ∀xP (x, b)

{T�
F ¶ �6rypÀ{D}�}�r�{òÎ|kn�so�{ a o�j�} º uv{ P (a, b)

{T�
F ¶ i·u|{T£yr ∀yP (a, y){D�

F
¿z{Dm�wDrymv�s{TwTu|{TmvwTk~j ∀x∀yP (x, y)

{D�
F ¶�Sj�pqj:}�jlr�oqp�j:kn���v}nkÂw�j�wDknxymgÌ�r.�vkn{Tm���{�p�j� Tr�mNj.j�mN��}nry£�j���{Tm�oq{	j:}�jlk����v}nknwTj�wTknx�m

º uv{�j�wTj��Nj���ry��tv{��vp�r��Nj�pTÌ|rl�vk�{Dmz��{�j��|}�k�wTj�{T}2p�{D��uv}Âo�j�t|r.j�m�oq{Tpsk�ryp�jl}~j��s{Tm�oq{Tm|wTk�j
∀y∀x P (x, y).

È1XT§0µ�³�±4³�± þ E�f � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�ÇRÈ�æ�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈJîNÈ�ÆéîNÊßï�ÅTå�í"ÃBÊßïBí"åGÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�åBÆ�Ä	��íßäNÊ�ÇÆ�Ê�íNÉ4Çså�äVÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�Ê�;J³VÄ
a ≥ 0

È�ÅzïBíGí��Bÿ»È�ÇqÊ�ÇqÈ�å�æ�ÉÍå�æ í ïVÈ�ä|å�ÇsåñÉ�ÊTÃBÊ�í��Bÿ»È�Ç�Ê'ÇqÈqå�æäNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�Ê£�
ε > 0

��ÅEÈ�É4ÄÍÈ�í2È
0 ≤ a < ε,

È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å
a = 0

ê
úuû���û)� Î þw/2���	�N{-��{	�����/��1�{¦#3�+%��ÿ5	�þ�����ÿ����Ï�éþ�+%,.-¾ÿ
	6,��Ð���	��{-
ù�{Tj���ry��j�}�£�uvmvry��{Ñ½s{D���v}nry�¢t|{�wDry��r���{�{�Î��vps{T��j�m'{Dm�}n{Tmv£�uNj²½s{	��ryp���j�}2��p�j���{D�Àt|{T}
}n{Tmv£�uNj²½s{�mvj�oquvp�j�} ¶i·j���{Dm0o�{TmvwDk~jeµ"ÊTÃBÊ²Å:É�È�í2È�ÿ»ÊEÅ»Èõ0åBÆ�É å�ÿ»È�íNÉ�È:ïBí8å�æ ÿ�å»ôBÈ�ÿ»È�æÂå:�s{��vuv{Dtv{���r��
t|{T}�kn �j�p¡tv{�}�j:��kn£yuvkn{Tm�oq{���ryps�»j�Ö

ó {�j
G(x, y)

}~j°��{Tm�oq{DmvwTk�j
y
È�Å°È�æ�å�æ ÿ�åRôBÈ�ÿ»È�æÂåÝÃBÈ

x ¶ i·jß�s{Tm0o�{TmvwDk~j º uv{
º uv{Dp�{D��ry����rBtv{D}�kn �j�p�tvknwT{ º uv{l�Nj�pqj»wDuNj�} º uvk�{Dp��"{Dp���r�mNj x Ì2{òÎ|kn�so�{lr�o�pqj y º uv{l{D��su�j�}n�»j�£y{D��{D}~j�¿ º uv{�wDuNj�} º u|k�{Dp¢r�oqpqj:�"{Dp��srymNj z mvr�{D��{T}·j�}���jl£�{T��{T}�j:t|{ x Ö

∀x ∃y (G(x, y) ∧ ∀z ((z 6= y)⇒ ¬G(x, z)))



kWj¡ �j_�ã�0Ïx����qs}~y�rutMyu}�����q�}¦v�z ØyØ
r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCFE�G g*GBE�� y�åmì í ïNÈ�É�È�í2È�Ç	Æ�ïBÄ4Ã�å�ÃBÊlÆ�Ê�íÏæÂå�í2ÈÍô�åBÆ�Ä	��ízÃBÈ�ïBí"å�ÅEÈ�íNÉÑÈ�í�æÆ�Ä4åèÆ�ï|å�í"ÃBÊ&åEÄÍÈ�í2È�å��È�Æ�É å�Ã�åläNÊ�Ç:ï�íÝÆ�ï|å�íNÉ4Ä �¡Æ�å�ÃBÊ�Ç�ê�³Vï²äNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ í ïVÈ�ÇqÈ�ÿ»ÊEÅí2ÈÍô�å�Ç�æÂå.ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å
µ"ÊTÃBÊEÅ�æ�ÊEÅ�å�æ ïBÿ.íáÊ²Å�ÃBÈ:È�Å�ÉÍå]Æ�æÂå�ÅEÈ~î|å�íèå�ä"ÇqÊm��å�ÃBÊ�å�æ ôm�Bí°Èõ0å�ÿ»È�íñÈ�í©��È��TÇqÈ�ÇqÊmê

�Sj�pqj�{T}�}nr���kn�l�"ry}�kÂwT{D��r��¢�"ryp
C(x)

{T}�vps{Ttvknw�j�t|r õ'È�Å�ïBí°å�æ ï�ÿ:í2ÊÏÃBÈ.È�Å�ÉÍå�Æ�æÂå�ÅEÈ�Ì
�"ryp

A(x, y)
{T}S�vps{Ttvknw�j�tvr�õ&î|å�å�ä"ÇqÊm��å�ÃBÊ]È�æÒÈõ0å�ÿ»È�í�ì�¿��"ryp

F (y)
ì»ÅEÈ:ÇqÈ�å�æ Ä��[�

È�í©��È��TÇqÈ�ÇqÊ ¶�â ��ÐÍÌv}�j:�s{Tm0o�{TmvwDk~j.tNj�tNj:��{��|uv{Ttv{�{D��wTpsk��vknp
∀x [C(x)⇒ (∃y (A(x, y) ∧ F (y)))] .

ó u]mv{T£�j�wTknxym]�s{TpsÐ~j
¬∀x [C(x)⇒ (∃y (A(x, y) ∧ F (y)))]

º u|{�ÌV�s{T£yÔ|m��qj��"{D��ry�DÌN{T�¢}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{	{ º u|kn¸�j�}�{Tm�oq{�j
∃x ¬ [C(x)⇒ (∃y (A(x, y) ∧ F (y)))]

º u|{�j.�su]¸y{D �{T��}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j
∃x ¬ [¬C(x) ∨ (∃y (A(x, y) ∧ F (y)))]

º u|{�j.�su]¸y{D �{T��}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j
∃x [¬(¬C(x)) ∧ ¬(∃yA(x, y) ∧ F (y))]

º u|{�j.�su]¸y{D �{T��}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j
∃x [C(x) ∧ (∀y ¬(A(x, y) ∧ F (y))]

º u|{�j.�su]¸y{D �{T��}nxy£yknw�j���{Tm�oq{�{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j
∃x [C(x) ∧ (∀y (¬A(x, y) ∨ ¬F (y))] .

¾ �¢tv{TwDk�pDÌN}�j:mv{D£�j�wDk�xym�tv{�}�j:��{Dm0o�{TmvwDk~j�{D�
´�õyÄ�Å�ÉÑÈ:å�æ ôm��í°å�æ ïBÿ:í2Ê�ÃBÈ�È�Å�ÉÍå'Æ�æÂå�ÅEÈ í ïVÈ�Ê»í2Ê�î|å]å�ä"Ç�Êm��å�ÃBÊ�íNÄîíBôm�BíßÈõ0å�ÿ»È�í

B ∀y (¬A(x, y)) =ÏÊ£��Å�Ä¼æ�Ê¦î|åÏå�ä"Ç�Êm��å�ÃBÊ£�¼í2Ê¦î|å.Å�Ä4ÃBÊÏÈ�í©��È��TÇqÈ�ÇqÊ ¶ó k��vps{D��{Dp�k���ry� º u|{TtNj�psmvry��wDrymR}~jz��{Tm�oq{DmvwTk�j�}nxy£yknw�j��.{Tm�oq{:{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm0o�{�j]àD�soqj�tv{}~jl�"{TmBÔ|}noqkn�»j�}�Ðnmv{�jl�s{��"rBtvpsÐ~jl}�{T{Dp
ÈõyÄ�Å�É�È�å�æ ôm�Bíñå�æ ïBÿ:í2Ê�Ã�ÈlÈ�Å�É å�Æ�æÂå�ÅEÈ í ïNÈ�í2Ê¦î|åÏå�ä"Ç�Êm��å�ÃBÊ:íNÄîíBôm�Bí°Èõ0å�ÿ»È�íñÈ�í��È��TÇ�È�ÇqÊmê



ØÞ� ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
È1XT§0µ�³�±4³�± þ E>g ´�ÅEÆ�ÇòÄB�TÄîÇ�ÃBÈu��Ê�Çòÿ�å.Å�Äîÿc����æ ÄÍÆ�å�æÂå�Å�Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�ívÉÑÈ�Å�ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�Å0ì:Å�ï�í2È�æ
ô�åBÆ�Ä	��í|��ÃBÈzÿ�åyíáÈ�Ç�å í ïVÈ'È�í æÂådÈõDä"ÇqÈ�Å�Ä	��í���í"å�æ�í2Ê î|åmì�åRíNÄîíBôm�Bí Æ�ïvå�íNÉ4Ä �¡Æ�å�ÃBÊ�Çä"ÇqÈ�Æ�È�Ã�Ä4ÃBÊ�ÃBÈ�æáÅ�ðîÿc��Ê�ænÊ.í2ÈÍô�åBÆ�Ä	��í�;
@ ê � Ê�É�ÊTÃBÊEÅ�æ�ÊEÅlÈ�Å�ä|å�Ñ2Ê�æ�È�Å�ÅEÊ�í�äNÈ�ÇòÄÍÊTÃ�Ä�Å�É å�Å
��ê0³VÄÒå�æ ôm�Bí°Æ�å�ÿ:Äîí"å�íNÉ�Èa��ÊEÅ�ÉÑÈò�Eå[��É�ÊTÃBÊEÅ�æ�ÊEÅ:Æ�å�ÿ:Äîí"å�íNÉ�È�Åa��ÊEÅ�ÉÑÈò�Eå�í
E ê�µ"ÊTÃBÊÏÈ�æ�ÿ:ïBí"ÃBÊÏÆ�Ê�í2ÊEÆ�È�åÏå�æ ôm��í'ÿ»ÊTÃ�Ä�Å�ÉÑÊ
&Dêw´�íNÉ4ÇqÈzÃBÊ²Å�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ�ÇqÈ�å�æ�È�ÅÏÃyÄ�ÅòÉ<ÄîíNÉ�ÊEÅ]Æ�ï|å�æ�È�Å í ï�ÄÍÈ�ÇsåRÈõyÄ�Å�ÉÑÈÏå�æ ôm��íí���ÿ»È�ÇqÊ.ÇsåBÆ�ÄÍÊ�íVåyæ
F ê � ÊzÈõyÄ�Å�É�È�ïBí»ä"ÇòÄîÿ»Ê.ÿ�åmì�Ê�Ç í ïNÈ:È�æ�ÇqÈ�Å�É�Ê»ÃBÈ�æ�ÊEÅ�í��Bÿ»È�ÇqÊEÅ¡ä"Ç�Äîÿ»ÊEÅ

È1XT§0µ�³�±4³�± þ E�� ³gÈ�å
xn

ïBí"å�Å�ïNÆ�È�Å�Ä	��íÝÃBÈ�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ�Ç�È�å�æ�È�Å�ê?³gÈ�å
R+ È�æ¡Æ�Ê�í�õòïBíNÉÑÊ

ÃBÈ�æ�ÊEÅ�í��BÿÏÈ�ÇqÊEÅ�ÇqÈ�å�æ�È�ÅãäNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�ÊEÅ~ì
N
È�æÆ�Ê�í�õòïBíNÉÑÊ.ÃBÈ�æ�ÊEÅ�í���ÿ»È�ÇqÊEÅ�í"å�É4ï�Çså�æ�È�Å�ê�³2È

Ã�ÄÍÆ�È í ïNÈ
lim(xn) = a

Å�Ä ∀ε ∈ R+ (∃n ∈ N(∀m ∈ N(m > n⇒ |xm − a| < ε))).´�ÅEÆ�Ç�ÄB�TÄîÇ	ïBí"å�ÅEÈ�íNÉÑÈ�íáÆ�Ä4å í ïNÈ�Äîí"Ã�Ä í ïVÈ
��Ê�Çòÿ�å�æ ÿ»È�íNÉ�È í ïVÈ lim(xn) 6= a.

�a�ÓÒ »�2� 1�056!#���#. 3�%��¦(-! �/!a ð3���+�$�76783�9:�
¾ m�{D�so�j���{DwTwTknxym�p�{�¸Bk���j���r���uvmvj�tv{¢}~j��¼o�àTwTm|k�wTj��Ò�������"r�oq{Tm�oq{D� º uv{�{D���v}n{�j�p�{T��ry�wDrym.��p�{DwTuv{DmvwTk�j��vj�pqj	tv{T��ry��oqpqj�p��vp�ry�|k�{Ttvj�tv{T��tv{¢ry�B½s{�oqry��tvkn��wDp�{Do�ry�Àç4wDry���|}�{�½sk�tNj�t
t|{�j�}�£yrypskÂoq�.ry�DÌ�oq{Dryp�{D�»j��¢�sry�vp�{�£yp�j���ry�TÌv{�oqw ¶n¶Â¶ é

¾ }VwDrym�½suvm�oqr N
tv{�}nry��mBÔv��{Tpsry��mNj�oqu|pqj�}n{T��{D�Òuvm�wDrym�½suvm�oqr�wTj�pqj�wDo�{Tp�kn �j�t|r��"rypTÌ

{Dm0o�p�{�r�oqpqj��TÌv}~jl��kn£yuvk�{Dm0o�{	�vp�ry�|k�{DtNj�tRç�¸yry}Â¸y{Tp�{D��r��¢�sry�vp�{�{T��oqr�{Tm]{T}�wTj��vÐÂoquv}nr ê é�Ö
³VÄ

A ⊂ N
È�Å�ÉÍå�æ í ïNÈ

1 ∈ A
¿

∀n ∈ N (n ∈ A⇒ (n+ 1) ∈ A)
Ì

È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å
A = N ¶

¾ �so�j��|p�ry�vkn{TtNj�t]{T��}�j:�Nj���{�t|{�}�r º uv{���{�wDrymvrBwD{�wDry��r µ²ª%Ô þ C·ªN®?±�§�Cá þ°ý�þ µ
±BC6´¥³�³�±BADC Q
  µ þVý�þ ¨�±4³�±�ADCÄE�Gl�)GBE ³2Èqå P (x)

ï�í"å�ä"ÇqÊ�ä"ÄÍÈ�Ã�å�Ã»ÃBÈ�ÿ�å�í2È�Ç�å í ïNÈ
@ ê

P (1)
È�Å0å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså



kWjÖÕ>j_yR��t�q~�
vxpMqw����yRp¦{8vÄrMvxtÄ��p�}&nã�x�����xp ØW�
��ê ∀n ∈ N

ÅEÈaå�È�ÇòÄ �¡Æ�å í ïNÈ (P (n)⇒ P (n+ 1))
È�Å
V

´ãí°È�Å�ÉÍå�Å:Æ�ÄîÇqÆ�ïBí|Å�É å�í2Æ�Ä4å�Åé��æÂå.ÅEÈ�íNÉÑÈ�í2Æ�Ä4å
(∀n ∈ N P (n))

È�Å
V
ê

� È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íDê ó {�j A = {n ∈ N |P (n) es V }. i·j�tv{D��r��soqp�j�wTknxymèwTr�mv��kn�soq{.{Tm¸y{Tp º u|{ A = N.��{�}�j���Ùvk��"x�oq{T�sk�����{��sk�£yu|{ º uv{ 1 ∈ A.
�Sj�p�j�¸y{Tp º uv{ A = N

��xy}nr º uv{TtNj»�"ryptv{T��ry�so�pqj�p º uv{���k n ∈ A
{Dm0oqr�mvwT{D�

(n+ 1) ∈ A.
ó u|�"rymv£�j���ry� º uv{ n ∈ A;

{Tm
{T��{�w�j��sr

P (n)
{T�

V
Ì�¿ß�"ryp:}�j�Ù|k��"x�o�{T��kn�

2 (P (n)⇒ P (n+ 1))
{D�

V
ÌÒwDrym8}�r

º u|{ P (n) ∧ (P (n)⇒ P (n+ 1))
{D�

V
ÌV¿��vuv{T��oqr º u|{�}~j.�s{Tm0o�{TmvwDk~j p ∧ (p ⇒ q)k����v}nknwTj	}nxy£yknw�j��.{Tm�oq{¢j�}�j��s{Tm0o�{TmvwDk~j

q,
wDrymvwT}nuvkn��ry� º uv{ P (n+ 1)

{T�
V
rvÌ0}�r º u|{{T��}nr.��k��s��r|Ì º u|{ (n+ 1) ∈ A ¶Ò¾ ��oqr�wTrym|wT}�u�¿y{ º uv{ N = A ¶

¾ }p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr.�"ryp�k�m|tvuvwTwDk�x�m���{��vuv{Dtv{�¸y{DpÀk�m�oquvkÂoqkÂ¸�j���{Tm�oq{�t|{T}�sk�£yu|k�{Tm�oq{��rBtvr|Ö.wDry��r
P (1)

{T�
V
Ì¼¿

P (1) ⇒ P (2)
{T�

V
ÌS¿�j º uv{Ï{T�luvmßwTj���r'�Nj�pso�k�wDu��}~j�p�tv{

(P (n)⇒ P (n+ 1))
Ì��"rBt|{T��ry��wTrym|wT}�u|k�p º uv{ P (2)

{T�
V ¶ ó k�{Dmvtvr P (2)¸y{Tp�tvj�tgÌ¡wTry��r

P (2) ⇒ P (3)
{T�

V
Ì¡�"rBtv{D��r���wDrymvwD}�uvknp º u|{ P (3)

{T�
V
¿8j���Ð

��uvwD{T��kÂ¸�j���{Tm�oq{ ¶ Ó ry��r:}nr º uv{	��{	�vp�{�oq{Tm|tv{�{T���vp�r��Nj�p º uv{ P (n)
{D�
V
�Nj�pqjlw�j�tvj

n
mNj�oquvp�j�}¡{T�.�su|ÁNwTkn{Tm�oq{�ry�v��{Dps¸�j�p º uv{�Ìã�"ryp:�lu|¿?£yp�j�mvtv{ º uv{]�s{�j n

ÌÒ��{��|uv{Ttv{
p�{T�"{�oqknp�{T}6j�p�£yu|��{Dm0oqr�j�m�oq{Tpsk�ryp�oqj�m0oqj��¢¸y{TwD{T��wDry��r���{Tj�mv{TwD{T��j�p�knrvÌ"�"{Tpsr»��kn{T���vp�{
uvm]mBÔv��{Tpsr.ÁNm|knoqr:tv{	¸y{TwT{D�lç4{òÎvj�wDoqj���{Dm0o�{

n
éòÌv¿zwDrymvwD}�uvknp º uv{ P (n)

{D�
V ¶

r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCFE�Gl��Gld ´�Å�ï0Å�ï|å�æÃ�Òå�æSî|åBÆ�È�Ç�ïBí�Çså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê�äNÊ�Ç�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í|�ãÈ�ÿ¦æ
ä"æ�È�å�Ç�æÂå.Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�õ�È�Ç<ô�å�;

• P (1)
È�Å
V
È�Å�æÂånÂ^T ©'¨ j ¨ k�f j"V³d^d�kUm%f

• ∀n ∈ N (P (n)⇒ P (n+ 1))
È�ÅlÈ�æ%¿{T © X�j ¨ k�fgjCV³dld�kUm[f

• � Ê�Ç�ÿ�å�æ ÿ»È�íNÉ�È�ÅEÈwî|åBÆ�È�ïBí"åzÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��í�Ã�ÄîÇ�È�Æ�ÉÍåzÃBÈ�æ�ä|å�ÅEÊ�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��íDê9 å�Å�ïEäNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í ÃBÈ í ïVÈ P (n)
È�Å

V
ä|å�Çså?Æ�ÄÍÈ�ÇòÉÑÊ

n
�võ�ÊRÈ�Å�Æ�Ê�í2ÊEÆ�Ä4Ã�åRÆ�Ê�ÿ»Ê

× kÀ¿Wm%S ¨�© k © j ¨ k�f j"V³d^d�kUm%f Ã

È
XT§B® ý © þ E�Gë�)Glf À ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�ÇÀÉ å>�Tæ�È�ÇqÊ�Æ�ïvå�Ã�ÇòÄÍÆ�ï�æÕå0ÃBÊlÃBÈ 2n× 2n Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å�ÄÂô�ï|å�æ�È�Å	å�æí ïVÈ	Å�È�æ�È~î|å í ïBÄîÉÍå�ÃBÊ�ïBí"å]Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�ä"ïNÈ�ÃBÈlÆ�ïZ�TÇòÄîÇqÅEÈlÆ�Ê�í�ä"ÄÍÈò�Eå�Å�ÃBÈ�É<ÇqÈ�Å:Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å�È�í��Ê�Ç�ÿ�å»ÃBÈ 9 Å�Äîí í ïVÈ�ÅEÈ	ÅEÊ�æÂå�äNÈ�íDê±¡å�ÇsåzÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�å�Çòæ�Ê:Ç�å£��Ê�í"å�ÿ»ÊEÅ�äNÊ�Ç	Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��í]ÅEÊm�TÇqÈ�í�;
ØÙT ©'¨ j ¨ k�fgjCV³dld�kÓm[fOÚJ±uB @ =ñÈ�ÅÏæÂå»ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í�; Q íÝÉ å>�Tæ�È�ÇqÊÛ��õ��?å�æ í ïVÈ�Å�ÈÏæ�Èî|å í ï�ÄîÉÍå�ÃBÊèï�í"ådÆ�å�Å�ÄîæîæÂåzä"ïNÈ�ÃBÈ'Æ�ï|�TÇ�ÄîÇqÅEÈ'Æ�Ê�íñä"ÄÍÈò�Eå�Å�ÃBÈ�É4ÇqÈ�Å�Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å�È�íJ��Ê�Çòÿ�å



Ø�Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
ÃBÈ 9 ê�´�Å�É	è�Æ�æÂå�ÇqÊ í ïVÈ.È�í?È�Å�ÉÑÈ.Æ�å�ÅEÊ�Æ�Ê�íèïBí"å»ÅEÊ�æÂå�ä"ÄÍÈò�Eå&��å�ÅòÉ å ì»æÂå»ÅEÈ�íNÉ�È�í2Æ�Ä4å�È�Åå�È�ÇsÃ�å�ÃBÈ�Çså>ê
ÜHT © X�j ¨ k�f j"V³d^d�kUm[f ;M³VïEäNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ�ä|å�Ç�å�É å>�Tæ�È�ÇqÊEÅ�ÃBÈ 2n × 2n Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å�î|åmìÅEÊ�æ ïNÆ�Ä	��íDê�³VÄ¼å[îNÊ�Ç�å»Æ�Ê�í|Å�Ä4ÃBÈ�Çså�ÿ»ÊEÅÀï�í�ÉÍå>�Tæ�È�ÇqÊ.ÃBÈ�É å�ÿ�å�Ñ2Ê

2n+1× 2n+1 �2äNÊTÃBÈ�ÿ»ÊEÅÃBÈ�ÅEÆ�Ê�ÿ�äNÊ�í2È�Çòæ�Ê�È�í]Æ�ï|å�É4Ç�Ê	ÉÍå>�Tæ�È�ÇqÊEÅ¢ÃBÈ�ÉÍå�ÿ�å�Ñ2Ê
2n×2n Ã�ÄçåEÄ4Ã�Ä	Á�í"ÃBÊ�æ�Ê�äNÊ�Ç¡æÂå�ÿ:ÄîÉ å�Ãæ�Ê�íBô�ÄîÉ4ï|Ã�Äîí"å�æLì.É<Çså�í|Å�å�È�ÇqÅTå�æ ÿ»È�íNÉÑÈ�ê À Ê�ÿ»Ê�È�íñÈ�æ2ÉÍå>�Tæ�È�ÇqÊ:ÄîíNÄÍÆ�Ä4å�æ[�Då�æ ÉÍå�ïBí"å�Æ�å�Å�Äîæ~æÂå[�

È�í?ï�í"å�ÃBÈ.æÂå�ÅzÆ�ï|å�É<ÇqÊ:ä|å�Ç�É�È�ÅzÈ�í í ïVÈ�æ�Ê&îNÈ�ÿ»ÊEÅ�Ã�ÄçåEÄ4Ã�Ä4ÃBÊ~�Då�æ É å�ï�í"åñÆ�å�Å�ÄîæîæÂå>ê�´ãíæÂå�Å:Ê�É4Çså�Å�É4ÇqÈ�Å¢ä|å�ÇòÉÑÈ�Å í ïBÄîÉ å�ÿ»ÊEÅ�æÂå]Æ�å�Å�ÄîæîæÂåÏÃBÈ�æÂå]È�Å í ï�Äîí"å í ïVÈ	ÅEÈ:È�í2Æ�ïVÈ�íNÉ4Çså]È�í°È�æÆ�È�íNÉ4ÇqÊzÃBÈ�æÉ å>�Tæ�È�ÇqÊmê � È.È�Å�É å~��Ê�Çòÿ�åzæÂå�Å�É4ÇqÈ�Å�Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å í ïNÈ í ïBÄîÉÍåyÿ»ÊEÅR��Ê�Ç�ÿ�å�íèïBí"å9 êwv�îNÊ�ÇsådÈ�í Æ�å�Ã�åñï�í"å°ÃBÈ�æÂå�Å�Æ�ï|å�É<ÇqÊÏä|å�ÇòÉÑÈ�ÅzÉ�È�í2È�ÿ»ÊEÅzïBíGÉ å>�Tæ�È�ÇqÊñÃBÈ�ÉÍå�ÿ�å�Ñ2Ê
2n × 2n å�æ í ïVÈ�æ�ÈR�Då�æ É åÏï�í"å�Æ�å�Å�ÄîæîæÕå�êw±�Ê�Ç�ÉÍå�íNÉÑÊ£�äNÊ�Ç�æÂå�î�Ä ä���É�È�Å�Ä�ÅlÃBÈ�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��í|�äNÊTÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�ÇqÈ�æîæ�È�í"å�Ç�Æ�å�Ã�åzï�í2Ê�ÃBÈ�È�æîæ�ÊEÅ�Æ�Ê�í�ä"ÄÍÈò�Eå�Å�È�íc��Ê�Çòÿ�å�ÃBÈ 9 äNÊ�Ç�ÅEÈ�ävå�Çså�ÃBÊmê±¡å�Çså�åBÆ�å>��å�Ç�ÃBÈ�ÇqÈ�æîæ�È�í"å�Ç�È�æ|É å>�Tæ�È�ÇqÊ�Ê�Ç�ÄÂô�Äîí"å�æ�ÅEÊ�æ�Êa��å�Å�ÉÍå�å�Ñ"å�Ã�ÄîÇ�ïBí"å 9 È�í�È�æ�îBïVÈ�Æ�ÊÆ�È�íNÉ4Çså�æW��Ê�Çòÿ�å�ÃBÊ�äNÊ�Ç�æÂå�Å�É<ÇqÈ�Å:Æ�å�Å�ÄîæîæÂå�Å í ïVÈ~îNÈ�ÿ»ÊEÅ í ïBÄîÉ å�ÃBÊmê
È1XT§0µ�³�±4³�± þ E�� � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç��áÇså£��Ê�í"å�í"ÃBÊSäVÊ�Ç�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��í|�"æÂå�å�å�æ Ä4ÃBÈò��ÃBÈÒæÂå�Å¼Å�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�ívÉÑÈ�Å����Çòÿ:ïBæÂå�Å?;

∀n ∈ N,
n
∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2

∀n ∈ N,
n
∑

k=1

(2k − 1) = n2

∀n ∈ N, 2n ≤ (n+ 1)!.

È1XT§0µ�³�±4³�± þ E|� � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç:äNÊ�Ç]Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��í í ïVÈèÈ�í*È���È�Æ�É�ÊdÈ�Å�ïBí"åßÉÍå�ï�É�Ê�æ�Ê�ô�ð4åßæÕåÅEÈ>Ñ"å�æÂå�Ã�åzÈ�íRÈ�æSÈ�õ�È�ÇqÆ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�Ý>ê
úuûÁ�6ûú Þe-�NLþ��2-�,.	������Uþ43#þ +e	��2/�02�{�7	6������þ�,4326�{�
-
¾ }�p�j� Tr�mNj���k�{Tm�oqrl�"ryp¢knmvtvu|wTwTknxym�wTr����v}n{Doqjl{T�¢{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{�j�}gpqj� TrymNj���kn{Tm�oqr:�"rypknmvtvuvwDwTknxymgÌ�{Dm�{D}0��{Dm0o�k�tvr�tv{ º uv{ÒwTuNj�} º uvk�{Dp·tv{D��ry��oqp�j�wTknxym��"r�pknmvtvuvwDwTknxym���{Ò�vuv{Dtv{ps{�j�}nk� Tj�p��"ryp�knmvtvuvwDwTknxymèwTry���v}n{Do�j»¿�p�{DwTÐ��|p�rBw�j���{Dm0oq{�Ìj�uvm º uv{�ÙNj�¿�w�j���ry��{DmR}nry�
º uv{�Ì|�"r�pã�sk����v}�kÂwTkntNj�tgÌ�{T�ãwTr�m0¸y{Tm|k�{Dm0oq{�{D���|}�{Tj�p�uvmvr�u»r�oqp�r���à�oqrBtvr ¶ ó {�o�pqj�oqj�tv{t|{T��ry�so�pqj�p�}~j�¸�j�}nk�t|{T 	tv{�uvmNj.�s{Tm�oq{DmvwTk�j�tv{�}~j���ryps�»j

(∀n ∈ N P (n)) .



kWjÖÕ>j_yR��t�q~�
vxpMqw����yRp¦{8vÄrMvxtÄ��p�}&nã�x�����xp Ø �
¾ }p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr��"r�pÀk�m|tvuvwTwDk�xym�wDry���|}�{Doqj�wDrymv��o�j�tv{�}nry����kn£yuvkn{Tm�oq{T���Nj��sry�:ç�ry�����{Tp�¸�j º uv{Ï}~j�Ôvm|k�wTj't|kn��{Tps{TmvwDk~j�wTr�mß{T}�p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr��"ryp�k�mvt|uvwTwDk�xym?{D�soq��{Dmß{T}�Nj���r�t|{�knmvtvuvwDwTknxymVé�Ö

• ß ªN¨T§'´§'±§C´¥6³�³�±�ALC Ö P (1)
{D�

V ¶
•   ªv¨ þ ´·§ ±BC´6¥³�³�±BADC Ö ó {�tv{T�lu|{T�so�pqj º uv{ ∀n ∈ N (P (1) ∧ ... ∧ P (n)
⇒ P (n+ 1))

{D�
V ¶

Ó ry��rÏ{Dm�{T}SwTj���rzt|{T}Sp�j� Trymvj���k�{Tm�oqr��"ryp�k�mvtvu|wTwDk�xym'}�j�wTrymvwD}�uv�sk�xym�{T� º uv{:}�j��{Tm�oq{DmvwTk�j
(∀n ∈ N P (n))

{T�
V ¶

È
XT§B® ý © þ E�Gë�)G g `Nå�ÿ»ÊEÅ�åÏÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�å�Ç�ïBÉ<Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊ»È�ægÿ�Á�É�ÊTÃBÊ�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��íñÆ�Ê�ÿ¦æ
ä"æ�È�É å[� í ïNÈ�É�ÊTÃBÊ�í��Bÿ»È�ÇqÊÏÈ�íNÉÑÈ�ÇqÊ.ÿ�åmì0Ê�Ç í ïVÈ @ È�Å¡ä"ÇòÄîÿ»ÊÏÊ�ä"Ç�ÊTÃ�ïNÆ�ÉÑÊ�ÃBÈ�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅä"Ç�Äîÿ»ÊEÅ?;
ØÙT ©'¨ j ¨ k�fgjCV³dld�kUm[f ;�±uB)�?=ÏÈ�Å0å�È�Ç�Ã�å�ÃBÈ�Çså	ä"ïVÈ�Å���È�Å¡ä"ÇòÄîÿ»Êmê
  ªN¨ þ ´·§ ±BC6´¥³�³�±BADC Q�³VïEäNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïVÈ�æ�ÊEÅ�í���ÿ»È�ÇqÊEÅÙ�m�0êçêçê��	í?ÅEÊ�í'ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅ�Êä"Ç�ÊTÃ�ïNÆ�ÉÑÊèÃBÈ�ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅ�êÙ³VÄ�í�! @ È�Å�ä"ÇòÄîÿ»Ê£�~îNÈ�ÿ»ÊEÅzåBÆqå>��å�ÃBÊmêh´ãí Æ�å�ÅEÊRÆ�Ê�íNÉ4Çså�Ç�ÄÍÊí�! @ È�Å.Æ�Ê�ÿ�ä"ïVÈ�Å�É�Ê£��È�ÅlÃBÈ�Æ�ÄîÇ�í�! @ $Iä í �¢Æ�Ê�í 1 < p < n + 1

ì
1 < q < n + 1

ê±�Ê�Ç îBÄ ä���ÉÑÈ�Å�Ä�Å�ÃBÈ]Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íRä ì í ÅEÊ�í°ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅ'Ê�ä"ÇqÊTÃ�ïVÆ�É�Ê°ÃBÈ:ä"ÇòÄîÿ»ÊEÅé�©ì£�»È�íÆ�Ê�í|ÅEÈ�Æ�ïVÈ�í2Æ�Ä4å�í�! @ ÉÍå�ÿc�TÄ	Á�í'æ�ÊÏÈ�Å:ê
¢��v��àDps¸y{D��{ º u|{�{TmÝ{T�so�{�w�j��srR}~jèt|{T��ry�so�pqj�wDk�xymd�"ryp�knmvtvuvwDwTknxymÝ{Dm }nuv£�j�p:tv{k�mvtvu|wTwDk�xymÝwTry���v}n{Doqjñ{D�»�»����wDry���v}�knw�j�tNj�¿�j º uv{�mvr°�"rBtvpsÐ~j���ry��j�ÁNp���j�pTÌã�ár�pÙvk��"x�o�{T�sk��ltv{zk�mvt|uvwTwDk�xymgÌ º u|{ p ¿ q

��rymd�vp�kn��ry��rè�vp�rBt|uvwDo�rñt|{��vpsk���ry� ¶R¾ �so�r��xy}nr�}�r��"rBtvp�Ð�j���ry�Òj�ÁNps�»j�pÒ�vj�pqj
n
�vuv{D��}~j�Ùvk��"x�oq{T�sk��Òtv{Àk�m|tvuvwDwTk�x�m»{D�

P (n)
¿�mvr

P (1)∧ ¶Â¶n¶∧P (n) ¶

úRûÁ�6û)( ���2/�02�7�{	����à��ÿ'�5+%0����
0�+[-�
¾ }���àDoqrBt|r�tv{�k�mvtvu|wTwDk�xym�r�p�tvknmNj�p�k�j¡�s{ãj��"r²¿�j¢{Tm�{D}0Ù|{Tw�ÙvrÀtv{ º uv{ÒtNj�tvr�uvm�mBÔv��{TpsrmNj�oqu|pqj�}íNÌ��suz�suvwT{D��ryp

n+1
{D�¡Ô|mvk�wDr ¶ i·j�knmvtvuvwDwTknxym»{T��oqp�uvw�oquvp�j�}2{D�¡u|mNj�£y{Dmv{Tp�j��}�k� Tj�wDk�x�m.tv{�}�j�knmvtvuvwDwTk�x�m�ryp�tvknmNj�psk~j º uv{�o�k�{Tm|{�}nuv£�j�p�wDuNj�mvtvr|Ì0oq{Tm|k�{Tm|tvr�{Tm�wTu|{Tm�o�j}~j.{T�so�p�uvw�oquvp�j»tv{�}�ry��r���½s{�oqry� º uv{��s{�{T��o���m�wTrym|��k�t|{Tpqj�mvtvrvÌ"{T}�Nj���r»tv{�k�mvt|uvwTwDk�xymtv{�uvm]{T}�{D��{Dm0o�r�j�}g��k�£�uvk�{Dm0o�{	�vuv{Tt|{��|p�rBtvuvwDk�ps��{�{Tm]������tv{�uvmNj.tvknp�{TwDwTknxym ¶

¾ �so�{���àDo�rBtvr�{T��uvmNj�Ùv{Dp�pqj���kn{Tm�o�j�u|o�k�}nÐn��kn��j��Nj�pqj�{D}"o�pqj�oqj���kn{Dm0oqr�t|{��luvw�Ùvry�ry�B½s{Doqr�� º uv{ñj��Nj�p�{TwD{Tm {TmI{T}	���l�vkno�r?tv{è}�j��ÏwTkn{TmvwDk~j��Ïtv{è}�j?wTry���vu|oqj�wTknxymgÌ�{Dm
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�vj�pso�k�wTu|}~j�p�{Dm�}~j¡oq{Dryp�Ð�j¢tv{Ò}�{Tm|£yuNj²½s{T�·��ryps�»j�}�{D��¿�{Dm�}~j���{T����m�oqk�wTj¢tv{ã}nry�·}�{Dmv£yuNj²½s{D�
t|{��vpsry£yp�j���j�wTknxym ¶

¾ }¢��à�oqrBtvrèwTr�mv��kn�soq{]{Dm t|{DÁNmvknp.{TmÝ�vp�kn��{Tp:}nuv£�j�p:uvmvjñwTkn{Tp�o�jèwDrymv�so�p�uvwDwTknxymgÌwDry��r¢�"ryp·{�½s{T���v}�r	ï�í�ä"ÇqÊ�ô�Çså�ÿ�å�È�í:±¡å�ÅEÆ�å�æDknmvtvu|wDoqkÂ¸�j���{Tm�oq{�Ì²¿	t|{T��ry�so�pqj�p·j�}n£yuvmNj
�|p�ry�vkn{TtNj�t�t|{T}V�vp�r�£ypqj��»j	�"r�pÒknmvtvuvwDwTknxym���ry�|p�{�{T}Vm0Ôv��{Tp�r�tv{Àj��|}�k�wTj�wDk�r�mv{T��tv{�}�j��
ps{T£y}�j���tv{D}��vp�ry£�pqj���j ¶
È1XT§B® ý © þ E�Gl�)Gl�A9 ÊEÅ¢í���ÿ»È�ÇqÊEÅ�È�íNÉÑÈ�ÇqÊEÅ�åEÄÍÈ�í2È�í�ÃBÈ�É�È�Ç�ÿ:Äîí"å�ÃBÊEÅSäNÊ�Ç¢æÂå�Å¡Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ�ÅÇqÈÍô�æÂå�Å?;

0 ∈ Z
ê

Si n ∈ Z, entonces (n+ 1) ∈ Z ∧ (n− 1) ∈ Z.
´ãí�È�Å�ÉÑÈ�Æ�å�ÅEÊ�È�æ�ä|å�ÅEÊ:ÃBÈ�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í]É4ÄÍÈ�í2È	ÃBÊEÅ	Ã�ÄîÇqÈ�Æ�Æ�ÄÍÊ�íáÈ�Åé��È�Å�ÃBÈ�Æ�ÄîÇ��"ä|å�Ç�åÀä"Ç�Êm��å�Ç
È�æ6ä|å�ÅEÊRÃBÈ�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í<î|å>�TÇòð4å í ïNÈ�Æ�Ê�ÿ�ä"ÇqÊm��å�Ç í ïVÈÏÅ�Ä n ÅDåyÉ4Ä�Å��DåBÆ�ÈzæÂå�äáÇqÊ�ä"ÄÍÈ�Ã�å�Ã
Êm�<õ�È�É�Ê�ÃBÈ:È�Å�É4ï|ÃyÄÍÊ£�¡È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å�ÉÍåyÿc�TÄ	Á�í�æÂå�ÅTå�É4Ä�Å��DåBÆ�È�í

(n+ 1)
ì
(n− 1).`"È�å�ÿ»ÊEÅãï�ízÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�ÃBÈ�ïBí"å�ÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É4Çså�Æ�Ä	��í�äNÊ�ÇãÄîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íÏÈ�Å�É4ÇòïVÆ�É4ï�Çså�æVÈ�ízÈ�Å�É�È

Æ�Ê�íNÉ�ÈõyÉÑÊmê
� å�ÃBÊ a ∈ R,

ÃBÈ���ívÄîÿÏÊEÅ
an ävå�Çså n ∈ Z

ÃBÈ�æáÅ�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�ÿÏÊTÃBÊ�;
a0 = 1

an+1 = an · a, an−1 =
an

a
.

´ãí°È�ÅòÉ å�ÅlÆ�Ê�í"Ã�ÄÍÆ�ÄÍÊ�íáÈ�Åé�2ä|å�Çså�Æ�Ê�ÿ�ä"Ç�Êm��å�Ç�æÂå�æ�È�ì
am+n = am · an

�NõDå�ÿ»ÊEÅ
m
å�Ç4�TÄîÉ<Çså�ÇòÄÍÊcì�Çså£��Ê�í"å�ÿÏÊEÅãäNÊ�Ç�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��íLBsÈ�Å�É4Ç�ïNÆ�É4ï�Çså�æ =zÈ�í

n
;

ØÙT ©�¨ j ¨ k�f j"V³d^d�kUm%f�Ú¡ä|å�Çså n = 0,

am+0 = am = am · 1 = am · a0.
ÜHT © X�j ¨ k�fgjCV³dld�kUm[f ;�³Vï²äNÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅcå[è�æ Ä4Ã�å'æÂå�æ�È�ì�ä|å�Çså n êÄµ"È�í2È�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ�ÃBÈ�æÿ»ÊEÅ�É4Çså�Ç í ïNÈ�È�íñÈ�ÅEÈ�Æ�å�ÅEÊlæÂå�æ�È�ì:ÉÍå�ÿc�TÄ	Á�íèÈ�Åwå[è�æ Ä4Ã�å�ävå�Çså (n+1)

ì�ä|å�Ç�å
(n− 1)

;

am+(n+1) = a(m+n)+1 = am+n · a =

= (am · an) · a = am · (an · a) = am · an+1,



kWjÖÕ>j_yR��t�q~�
vxpMqw����yRp¦{8vÄrMvxtÄ��p�}&nã�x�����xp �|÷
ÃBÊ�í"ÃBÈ�æÂå»ÄÂô�ï|å�æÂÃ�å�Ã�É�È�ÇqÆ�È�Ç�å�È�Å�æÕåcîBÄ ä���ÉÑÈ�Å�Ä�Å�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íDêÙx8ÉÍå�ÿc�TÄ	Á�í�;

am+(n−1) = a(m+n)−1 =
am+n

a
=

= (
am · an

a
) = am · (a

n

a
) = am · an−1,

ÃBÊ�í"ÃBÈ�ÃBÈzíNïNÈ�å�Ê'æÂåñÄÂô�ï|å�æÂÃ�å�ÃèÉÑÈ�ÇqÆ�È�ÇsåßÈ�ÅÏæÂå/îBÄ ä���É�È�Å�Ä�Å�ÃBÈÏÄîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íDê À Ê�íIÈ�Å�É�Ê
Æ�Ê�í2Æ�æ ï�Äîÿ»ÊEÅé��Æ�Ê�ÿ»ÊèÆ�Ê�í|ÅEÈ�Æ�ïVÈ�í2Æ�Ä4å�ÃBÈ�æÒÇså£��Ê�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê.äNÊ�Ç�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��íGÈ�Å�É4Ç�ïNÆ�É4ï�Çså�æ
È���È�Æ�É<ï|å�ÃBÊ£� í ïVÈ�æÂå»æ�È�ìzÈ�Åaå[è�æ Ä4Ã�å ∀n ∈ Z.

È
XT§B® ý © þ E�Gë�)Gl� � å�Ã�åÀïBí"å"��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ A ��ÃBÈ���íNÄîÿ»ÊEÅ�æÂå"��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄçæÆ�ÄÍÊ�í"å�æ ³ þ ® ý ©4§B®°§�Cá�ªvµ�±�ª ÃBÈ A ÃBÈ�æáÅ�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È�ÿ»ÊTÃBÊ�;
Si p es una variable proposicional, comp(p) = ¬p, comp(¬p) = p,

comp(A ∨ B) = comp(A) ∧ comp(B),
comp(A ∧ B) = comp(A) ∨ comp(B).

á ¨ X[h ¨�ª T£Úw±¡å�Çså»É�ÊTÃ�å���Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ C ÅEÈaå�È�ÇòÄ �¡Æ�å';
comp(C) = ¬C.

� È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íDêw}¡å£��Ê�í"å�ÿ»Ê²ÅãäNÊ�Ç�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��íRÈ�Å�É4ÇòïVÆ�É4ï�Çså�æâ;
ØÙT ©'¨ j ¨ k�fgjCV³dld�kUm[fOÚ 9 ÊEÅ���íNÄÍÆ�ÊEÅ�Æ�å�ÅEÊEÅHBsÆ�å�ÅEÊEÅ~�éè�Å�ÄÍÆ�ÊEÅ�=¢ä|å�Çså:æ�ÊEÅ í ïNÈÀÅEÈÒä"ïNÈ�ÃBÈå�ä"æ ÄÍÆ�å�ÇRÃyÄîÇqÈ�Æ�ÉÍå�ÿ»È�íNÉÑÈèæÂåIÃBÈ���íNÄÍÆ�Ä	��í¬ÃBÈV��Ê�Ç�ÿ�åñä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�Æ�Ê�ÿ�ä"æ�È�ÿ»È�íNÉÍå�ÇòÄ4å
ÅEÊ�í�;¢Å�Ä

C = p,

comp(C) = comp(p) = ¬p = ¬Cì.Å�Ä
C = ¬p

comp(C) = comp(¬p) = p = ¬¬p = ¬C.
vÀíNÉÑÈ�ÅÀÃBÈ8î|å�Æ�È�ÇÀÈ�æ�ävå�ÅEÊ�Ã�È�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í»ÇqÈ�Æ�Ê�Ç�Ã�å�Ç í ïNÈ {∧,∨,¬} È�Å�ï�í�Æ�Ê�í�õòïBíNÉÑÊå�ÃBÈ�Æ�ïvå�ÃBÊ�ÃBÈ�Æ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�ÊEÅ·äNÊ�Çãæ�Ê í ïNÈ¡É�ÊTÃ�å1��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�ÅEÈ·äáïNÈ�ÃBÈ�Æ�Ê�í|Å�É4Çòï�ÄîÇÿ»È�Ã�Ä4åyívÉÑÈ�æÂå�Å�Ç�ÈÍô�æÂå�Å�ÃBÈ:Æ�Ê�í|Å�É4Ç�ïNÆ�Æ�Ä	��íèÃBÈu��Ê�Çòÿ�å�Å¡ä"ÇqÊ�äVÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Åwì.Å£��æ�Ê.ï0ÅTå�í"ÃBÊ

È�Å�ÉÑÊEÅlÆ�Ê�í2È�Æ�É<Äçå�ÊEÅ�ê
ÜHT © Xej ¨ k�fgjCV³dld�kUm[f Ã y�Ä ä���ÉÑÈ�Å�Ä�Å�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��í�;�³VïEäVÊ�íBô�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ:Æ�ïvå�æ í ïBÄÍÈ��Ê�Ç�ÿ�å�ä"ÇqÊòäNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�Æ�Ê�íñí8Æ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�ÊEÅ�æë��ô�ÄÍÆ�ÊEÅ:ÃBÈ�æ6É<Ä äNÊ ∧ Ê ∨ ÅTå�É<Ä�Å��DåBÆ�È�È�æ6ÉÑÈ�Ê[æ

Ç�È�ÿ�å>êh³gÈ�å
C
ïBí"å¦��Ê�Çòÿ�å�ä"Ç�Ê�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�Æ�Ê�í8í�! @ ÆòÊ�í2È�Æ�É4Äçå�ÊEÅ»ÃBÈ�æãÉ4Ä äNÊ ∧ Ê ∨ ê
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³VÄ

C = A ∨ B, É�È�í"Ã�ÇqÈ�ÿ»Ê²Å í ïNÈ
comp(A ∨ B) = comp(A) ∧ comp(B) =

= ¬A ∧ ¬B = (De Morgan) =

= ¬ (A ∨ B) = ¬C.

� Ê�íVÃ�È	æÂå.ÅEÈÍô�ï�í"Ã�å�ÄÂô�ï|å�æÂÃ�å�Ã�È�Å0å�È�ÇsÃ�å�Ã�È�Çså	äNÊ�Ç~îBÄ ä���É�È�Å�Ä�Å�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íDê³VÄ
C = A ∧ B, É�È�í"Ã�ÇqÈ�ÿ»Ê²Å í ïNÈ

comp(A ∧ B) = comp(A) ∨ comp(B) =
= ¬A ∨ ¬B = (De Morgan) =

= ¬ (A ∧ B) = ¬C.

� Ê�íVÃ�È	æÂå.ÅEÈÍô�ï�í"Ã�å�ÄÂô�ï|å�æÂÃ�å�Ã�È�Å0å�È�ÇsÃ�å�Ã�È�Çså	äNÊ�Ç~îBÄ ä���É�È�Å�Ä�Å�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïVÆ�Æ�Ä	��íDê³VÄ
C = ¬A È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å�äNÊ�Ç�æÂå�Ålæ�È�ì�È�Å.ÃBÈ � ÈÐtñÊ�Ç<ô�å�í ¬A å�Ã�ÿ:ÄîÉ�ÈlïBí"åw��Ê�Çòÿ�å

È í ïBÄçå�å�æ�È�íNÉ�Èé� í ïNÈ�ÃBÈ�í2Ê�ÉÍå�ÿÏÊEÅ�ÄÂô�ï|å�æÃ�¼Æ�Ê�í�È�æ|ÿ:Ä�Å�ÿ»Ê�í���ÿ»È�ÇqÊ�ÃBÈ�Æ�Ê�í2È�Æ�É4Äçå�ÊEÅ¢ÃBÈ�æ�É4Ä äNÊ
∧ Ê ∨ ê � ÈlÈ�Å�É�È�ÿ»ÊTÃBÊ£�2äVÊ�Ç�îBÄ ä���ÉÑÈ�Å�Ä�Å�ÃBÈ�Äîí"Ã�ïNÆ�Æ�Ä	��í�;

comp(C) = comp(¬A) = ¬(¬A) = A = ¬C.
±¢Ê�Ç�Æ�Ê�í|Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�Èé�·Æ�Ê�í2Æ�æ ï�Äîÿ»ÊEÅé��Æ�Ê�ÿ»Ê í ïNÈ�Çòð4åyÿ»ÊEÅÒÃBÈ�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç�� í ïVÈ�ä|å�Çså�Æ�ï|å�æ í ï�ÄÍÈ�Ç��Ê�Çòÿ�å�ä"ÇqÊ�äNÊEÅ�ÄÍÆ�ÄÍÊ�í"å�æ"Å�È�É4ÄÍÈ�í2È?;

comp(C) = ¬C.

�a�äã å ��243476�a783�!#��%�'
úuû�æ�ûú ��þ +[+[���{�7	6���./2�L-���uþ +%	)�[,¾þRÿ�K����£+%	�¤u�7-��7	6����/2�ç32+|þ�� +[-gÊ

,.-uÿ
Ó r���r»{T��oquvtvk�j�p�{D��r���wTrym'�»����tv{�o�j�}n}�{�{Tm�{D}S�sk�£yuvkn{Tm�oq{�w�j��|Ðnoqu|}�rvÌ"u|m ªN©�b þ µ�±î²® þ{D�:uvmNj?Çòï�É4Äîí"åRr��vpsrBwT{Dtvk���k�{Dm0o�r'��{TwT��mvk�wDr º u|{]j�wT{T��o�j�u|mdwTkn{Tp�oqr�wDrym�½su|m0oqr�tv{Äîí�ä"ïBÉîÅ�Ìá�vj�pqj�w�j�tvj»u|mvr»tv{�}�ry��wDuNj�}�{D�Àry�|o�k�{Dmv{�uvm8Ê�ï�É ä"ïBÉoqp�j��Àuvm�mBÔ|��{Dp�r�Ávmvkno�r
t|{»�Nj���ry� ¶ �6ryp�uvm°ý µ þ bVµ�ªv®°ª {Tm�oq{Tm|tv{Tps{T��ry��uvmNj�{�Î��vps{T�sk�xym?r�uvmNj��s{TwTu|{TmvwTk�jÁvmvknoqj�tv{¢{òÎ��vp�{D��k�r�mv{T�Ò{Dm�j�}n£yÔvm:}n{Tm|£yuNj²½s{�t|{¢�vpsry£yp�j���j�wTknxym ¶6¾ }vwTr�mvwT{D�|oqr�tv{��vpsr��£�pqj���j�{D�soq��p�{D}~j�wDk�rymvj�tvr�wTr�m�{T}vwDrymvwT{D�|oqr�tv{¢j�}n£yryp�kÂo���r|Ì��"{Tpsr�m|r�{T��{�Î|j�wDo�j���{Dm0oq{
kn£yuNj�}<Ìv�|uv{T�Àuvm��vpsry£yp�j���j:{T�À}�j.ps{�j�}nk� Tj�wTknxymzwTrym|wTp�{�o�j�tv{�uvm�j�}�£�ryp�kÂo���r|Ìv�"{Dp�r�uvm
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j�}�£�ryp�kÂo���r��vu|{Ttv{��s{Tp:�vp�r�£ypqj���j�tvrßç4r�k����v}n{D��{Tm0oqj�tvr0é�{Dm8t|kn��{Tps{Tm�oq{T�:}n{Tmv£�uNj²½s{T�
tv{��vp�r�£ypqj���j�wDk�x�m ¶�¾ mR{T}��sk�£yu|k�{Dm0oq{:w�j��vÐÂoquv}nr�{D�soqu|tvk~j�ps{T��ry��{T}�wTrymvwD{T�|o�r�tv{�{�Á|�wTk�{DmvwDk~j�ps{T}~j�wTknrymNj�tvr�wTrymz}nry�¡j�}n£yrypskÂoq�.ry��ç�oqkn{T���"r�tv{�{Ñ½s{DwTuvwDk�x�mz¿�mv{TwD{T��kntNj�t|{T�¢tv{
��{D��r�p�k�j�é ¶S¾ mÏ{T��o�j��s{TwDwTknxymÏmvry�ãrBwDuv�Nj�ps{T��ry�ãtv{À}~j��sk�£yuvkn{Tm�oq{��vps{T£yuvm�o�j�Ö à Ó uv��m��tvr]�"rBtv{T��ry��j��s{T£yuvp�j�p º u|{�u|m°j�}n£yryp�kÕoq�.rñç4r]{D}��|p�ry£yp�j���j º uv{�}nr�k����v}n{T��{Dm0o�jyé{T��wTr�p�p�{DwDo�rGç4k ¶ { ¶ Ì º uv{]ÙNj�wD{�j º uv{D}�}�r��Nj�pqj�}�r º uv{���uv{�tvk��s{T¹Nj�tvr0éâÕ��p�ry�vj�p º uv{uvm8j�}n£yrypskÂoq�.r�{D�:wTrypsp�{Tw�oqr�p�{ º uvkn{Tps{z��à�oqrBtvr��ltv{zt|{T��ry�so�pqj�wDk�xym?�sk���k�}nj�ps{T�lj'}nry�{T�so�uvtvk�j�tvry��{Tm�{D}St|{T�qj�p�p�r�}�}�r�tv{D}SwTj��vÐÂoquv}nr ¶�¾ m�wTuNj�} º uvkn{Tp�wTj���r|Ì2¸�{Tp�kÂÁNw�j�p º u|{:uvmj�}�£�ryp�kÂo���r�{T��wTr�p�p�{DwDo�rz�vuv{Dtv{l��{Tp�u|mNj»oqj�p�{Tj»�lu|¿]tvkn��ÐnwTkn} ¶ ó xy}nrÏj�}n£yryp�kÕoq�.ry��p�{D}~j��oqkn¸�j���{Tm0o�{���kn���|}�{D���vuv{Dtv{Dm]��{Dp¡¸y{Dp�kÂÁNw�j�t|ry�¡u|oqkn}�kn Tj�mvtvr�}�j��ão�àTwTm|k�wTj�� º u|{�¸�j���ry�¡jtv{T�swTp�kn�vk�pÒj�wDrym�oqk�m0uNj�wDk�xym ¶S¾ m»wTuvj�} º uvkn{Tp�w�j���rvÌB}~j	wTry���vps{Tmv�sk�xym�tv{�{T�soqj��ÒoqàDwTmvknw�j��{T���s{T£yuvpsr º uv{¢��{Dps¸Bk�p��	tv{�j�¿BuvtNj	�Nj�pqj�tvk��s{T¹Nj�p�j�}�£�ryp�kÂo���r��Stv{¢uvmvj���j�m|{Tpqj���{Ñ½sryp ¶�6ryp¢r�oqp�j.�Nj�p�oq{�{D�Àkn���"r���kn�v}n{	t|k���{D¹Nj�p¢uvm���àDoqrBt|r º uv{�mvr����"{Tp���knoqjl¸y{TpsknÁNwTj�p}~j�wTrypsp�{TwDwTknxym�tv{lwTuNj�} º uvk�{Dp��vp�ry£�pqj���j ¶	¾ �so�r�{D�	uvmNjÏwDrymv�s{TwDuv{TmvwTk~jzt|{T}6oq{Dryp�{D�»jtv{]k�m|wTry���v}n{DoqkÕoquvtßtv{ ûzé tv{T}��sry�vps{]}�ry�:}�Ðn��kÕoq{T�ltv{T}¢p�j� DrymNj���k�{Dm0oqr'��ryps�»j�} ¶dË rry�v�soqj�m0o�{�Ìv{T��oq{�ps{T�suv}noqj�tvr:mvry���"{Tps��kÂoq{�£�j�pqj�m0o�k� �j�p º uv{�mvr:{T�¢�"r���k��|}�{�tv{T��j�p�p�r�}�}�j�puvmNjz��j º uvknmNj�p�k�j�£y{Dmv{Tp�j�}¼tv{�¸y{Tp�kÂÁNw�j�wTknxym�tv{:}~j»wTr�p�p�{DwTwDk�xym�tv{:�vp�r�£ypqj���j��DÌ2�á{Dp�r{T}o�k��"r�tv{��vp�r�£ypqj���j�� º uv{:j��Nj�p�{DwT{Dm�{Tm'}~j��vp���wDo�k�wTj�mvrÏ�srymgÌá{Tm'wTuNj�} º uvk�{DpÀw�j���rvÌoqr�oqj�}���{Dm0oq{¡£y{Tm|{Tpqj�}�{T�DÌ�j���Ð º u|{À�"rBtv{D��r��Òt|{T�qj�p�p�r�}�}~j�p¼��à�oqrBtvry��tv{¢¸y{TpsknÁNwTj�wDk�xym�{Dmj�}�£�uvmvry�6w�j���ry�¼kn���"ryp�o�j�m�oq{D� ¶ ������j�Ô|mgÌ�j�}BÙNj�wT{Dp�}nr�{T��o�j�ps{T��ry�S��{�½srypqj�m|tvr�mBuv{D�so�pqj��{�oqrBtvry}nry£yÐnj�tv{��vpsry£yp�j��»j�wTknxym ¶6¾ }Vk�tv{Tj�}v��{TpsÐ~j�tvkn��{T¹vj�p��vp�ry£�pqj���j��á½suvm�oqr�wTrym�}�j��tv{T��ry�so�pqj�wDk�r�mv{T��tv{���u�wDryp�ps{TwDwTknxym ¶i·j�¸y{Dp�knÁvw�j�wDk�xym°tv{»�vp�ry£�pqj���j���{T�soq�'�lu|¿ñp�{D}~j�wDk�r�mNj�tNj]wDrymß}nr º uv{Ï�s{Ïtv{Tm|r����knmNj � È�ÿ»ÊEÅ�É<ÇsåBÆ�Ä	��íIå�ïBÉ�Ê�ÿcè�É<ÄÍÆ�åßÃBÈ�É�È�Ê�Ç�È�ÿ�å�Å�ê ��{�Ùv{DwòÙ|rvÌ¢�vj�pqjR�s{Tp»psk�£yu|p�ry�srwTrym {T}ÀwDrymvwD{T�|o�rßt|{�¸y{TpsknÁNwTj�wTknxymgÌ¡mv{TwD{T�skno�j�p�Ð�j���r���uvmNjRtv{T�swTp�kn�"wTknxym �vp�{DwTk���j°tv{
j º uv{T}n}�r º uv{��s{��vps{Doq{Dmvtv{ º uv{�{D}��vp�r�£ypqj���jèÙvj�£�j|Ìã¿8{D�soqr°tv{D�"{�{�Î��vps{T�qj�p���{'{Dmuvm8}�{Dmv£yuNj²½s{ztvkn��{D¹Nj�tvrè�Nj�pqj�{D�soq{��vp�ry�"x���kno�r ¶?â {T��oq{�o�k��"r�tv{�}�{Dmv£yuNj²½s{T�:��{�}�{D�
tv{Tmvr���knmNj ©�§�C*b"¥·ª�XD§B¨�´·§'§B¨ ý §B³�±�øS³yªN³�±�ALC�¶

¾ mñwDuNj�} º uvk�{Dp�w�j��sr�{T}¼ry�B½s{�oqkn¸yrzt|{.{D�so�{�j��Nj�p�o�j�t|rz{T�	p�{T��j�psw�j�p�{T}¼�Nj��"{T} º uv{½suv{T£�j�}�j�k�mvt|uvwTwDk�xym�{TmÏ}�j��ãkÂoq{Dpqj�wDk�rym|{T��¿�ps{TwDuvp��sk�rymv{D� º u|{��s{�{T���v}�{Tj�m�{TmÏ�luvw�Ùvry�}�{Tm|£yuNj²½s{T�¼tv{¢�|p�ry£yp�j���j�wTknxym2Ì��Nj�pqj�}�r º uv{¢k�m|wT}�u|k��.ry�¼j�}n£yuvmvr��¼{Ñ½s{D���v}nry�¼�Nj�pqj	kn}�uv�Ñ�oqpqj�p�}~j���kntv{�j�� ¶
È
XT§B® ý © þ E�Gë�)GBE À Ê�í|Å�Ä4ÃBÈ�ÇqÈ�ÿ»ÊEÅ�È�æ|Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�È-�òÇsåEô�ÿ»È�íNÉÑÊ�ÃBÈ¼ä"Ç�Ê�ô�Çså�ÿ�å[�SÃ�Ä�ÅEÈ>Ñ"å�ÃBÊ
ä|å�Ç�åñÆ�å�æ�Æ�ïBæÂå�ÇzÈ�ægä"ÇqÊTÃ�ïVÆ�É�Ê'ÃBÈ»ÃBÊEÅ�í��Bÿ»È�ÇqÊ²Å�í"å�É4ï�Çså�æ�È�Å

a
ì
b
ïBÉ4Äîæ Ä��Eå�í"ÃBÊ�Å£��æ�Ê]æÂå

Å�ï�ÿ�å[��æÂå�ÿ.ïBæ É4Ä ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�Ä	��í�äVÊ�Çz�&ì�æÂåzÃ�ÄçåEÄ�Å�Ä	��í�äNÊ�Ç��5;

r := 0 m := a n := b



� ë ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
O¢Ùvk�}n{

m > 0kn�
m
{T�¢k����Nj�pãoqÙv{Dm

r := r + n
m := m/2
n := 2n

¾ mñ}~j�����{Dm0o�{TmvwDk~j���j�m�oq{Tpsk�ryps{T�DÌ m/2
p�{D�vp�{D��{Tm�o�j]{D}�m0Ôv��{Tp�r��vj�pso�{.{Dm0o�{Tpqjztv{T}

wDrBwTkn{Tm0o�{Àtv{
m
{Tm�oqps{ X ¶ i·j�knm0o�{TmvwDk�xym�{T� º uv{���k a ¿ b �srym»}�r���¸�j�}nryp�{D�Òk�mvknwTk�j�}Â{T��tv{}�j���¸�j�psk~j��v}n{T�
m
¿
n
Ì{Dm0o�rymvwT{D��{T}��vp�r�£ypqj���jÏtv{T�"{Dp�Ð~jzo�{Tp���k�mvj�p	wDrymR}�jÏ¸�j�psk~j��|}�{

r
wTrymè{T}S¸�j�}�r�p

ab.
�6r�p�{�½s{T���v}nrvÌg�Nj�pqj

a = 11
¿
b = 26,

{T}¼�vp�ry£�pqj���jÏÙNj�p�Ð~j»}�r
�sk�£yu|k�{Tm�oq{�Ö

m n r
11

X � Û
Ø Ø X X �
X ÷EÛ ë ��Ú
÷ X ÛyÚ ��Ú
Û ë ÷£� X ÚW�

{D��tv{DwTknpTÌv{T}�ryu|o��vu|o�{D� X Úm�'Ìl÷y÷ ·26.¾ �soq{Ï�|p�ry£yp�j���j]�Nj�p�oqk�wDuv}~j�p�oqkn{Tm|{»uvmNj�{D�so�p�uvw�oquvp�j'�lu|¿ñ��k����v}n{�Ölt|{T���|uvàT�:tv{j���k�£�mNj�pÏ{D}�¸�j�}�rypzÛdjß}�j°¸�j�psk~j��|}�{
r
Ì�{�½s{TwDu|o�jd}~j?kÂoq{Dpqj�wDk�xymFä�îBÄîæ�È»Ùvj��soqj º uv{è}~j¸�j�p�k�j��v}n{

m
oqr��»j:{T}�¸�j�}�r�p�Û ¶ ��p�ry�vj�p�{D��r����"ryp¢k�mvt|uvwTwDk�xym]��r��vp�{ k º uv{�Ìát|{T���|uvàT�t|{

k
{Ñ½s{DwTuvwDk�rym|{T�ztv{'}�j°kÂoq{Tp�j�wTknxymÄä�îBÄîæ�È�Ì�}�r���¸�j�}nryp�{D� º u|{èj�}nw�j�m| �j�m m, n

¿
r��j�oqkn�s�4j�wD{Tm]}�j:kn£yuNj�}ntNj�tgÖ

m · n+ r = ab

ß ªN¨T§�´§�±§C´¥6³�³�±�ALC Q¡��k k = 0
ÌV{D�Àt|{TwTknpTÌN��k·{D�soqj���r��¼½suv��oqr»j�m0oq{D��tv{ º uv{�}�jkÂoq{Dpqj�wDk�xym/O¢Ù|k�}n{.��{Tj]{Ñ½s{DwTu|oqj�tNj��"r�p��|p�k���{Tp�jÏ¸y{D �ÌS}nry��¸�j�}�r�p�{T��tv{

m
Ì
n
¿
r
�srymgÌ

ps{T�s�á{DwDo�kn¸�j���{Dm0o�{�Ì
a, b

¿
0,
wTr�m�}nr º uv{�{D}�p�{D��uv}Âo�j�t|r�{D��k�m|��{Dtvk~j�oqr ¶  ªN¨ þ ´·§Þ±§C´6¥³�³�±�ALC Q ó uv�"r�mv£�j���ry�»{D}�ps{T�suv}noqj�tvr?�Nj�pqj

k
Ì�{T�so�p�knwDo�j���{Dm0oq{

��{Tm|ryp º uv{z{T}�m0Ôv��{Tp�r'tv{»¸y{DwT{T� º uv{Ï��{zps{T�vkÂoq{»{T}��|uvwT}n{ ¶ ó {�j�m a1, b1
¿
c1
}nry�

¸�j�}�r�p�{T��tv{
m
Ì
n
¿
r
j�m0oq{D�¡tv{�}�j�knoq{Dpqj�wDk�xym

k+1,
¿
a2, b2

¿
c2
}nry�Ò¸�j�}�r�p�{T��t|{

m
Ì

n
¿
r
tv{T�s�vuvàD��tv{�tvknwòÙvj.kÂoq{Dpqj�wDk�xym ¶ �6ryp¢Ù|k��"x�oq{D��kn��tv{�k�mvtvu|wTwTknxym

a1 · b1 + c1 = ab

¿Ï}�r º uv{	oq{Tm|{T��ry� º uv{�tv{D��r��soqp�j�p�{T� º u|{
a2 · b2 + c2 = ab.



kWjâèWj<q~ru������q#����vxpMyãz ��Ø
��k���oqk�m|£�j���ry�¡tvr��¢w�j��sry�TÖ

j�é���k
a1
{T���vj�pTÌv{Tm�oqrymvwD{T�

a2 =
a1

2

Ì
b2 = 2b1

¿
c2 = c1,

�"ryp�}�r º uv{

a2 · b2 + c2 =
a1
2
· 2b1 + c1 = ab.

�VéÒ�sk
a1
{D�¡k����Nj�pDÌB{Dm0o�rymvwD{T�

a2 =
(a1−1)
2

Ì
b2 = 2b1

¿
c2 = c1+ b1,

�"ryp�}nr º uv{

a2 · b2 + c2 =
(a1 − 1)

2
· 2b1 + c1 + b1 = a1b1 − b1 + c1 + b1 = ab

wTrym]}�r º uv{�}�j:tv{D��r��soqp�j�wTknxym��"r�p¢knmvtvuvwDwTk�x�m]{D�soq��wDry���|}�{�o�j ¶
ÜÀmvj�¸�{T �p�{�j�}�kn �j�tNj.{D�so�j�tv{T��ry��oqpqj�wDk�x�m��"rBt|{T��ry��j���{D£yuvp�j�p º uv{�{T}�vp�r�£ypqj���jç4{Tm�{D�so�{�w�j���r�{T}���pqj�£���{Dm0oqr�t|{ã�vp�ry£�pqj���j�é2{T� ³ þ µ�µ²§B³� þ�ý ªvµ�³�±�ªN©<®R§UC"E§ ¿�j º uv{ ¨�±

§�© ý µ þ bVµ²ªN®°ª�E§0µ�®?±BCª£ê {Dm0oqr�mvwT{D�tNj�}�j¡p�{D���vuv{D�soqj�wTrypsp�{Tw�o�j ¶y¾ }yr�o�p�r�k�mv£�p�{Tt|k�{Tm�oq{tv{�}�j.tv{T��ry�so�pqj�wDk�x�m�t|{�wTrypsp�{DwTwDk�xym�{T�À}~j E§Bµ�®°±§C·ªN³�±�ADCÒ¶ �Sj�pqj º uv{�{T}·�vp�r�£ypqj���j��{�j.wTr�p�p�{DwDo�rvÌvoq{Dmv{T��ry� º uv{�tv{D��r��soqp�j�p º uv{�{D}��vp�ry£�pqj���jl��kn{T���vp�{�o�{Tp���k�mvj ¶
¾ Î|j���knmNj�m|tvr�}~j	wT}�j�uv�suv}~j¦ä�îBÄîæ�È�Ì�¸y{D��ry� º uv{À{D}V�vp�r�£ypqj���j�o�{Tp���k�mvj	��xy}nr�wTuNj�m��tvr
m
oqry��j.{D}·¸�j�}�ryp

0,
¿��ár�p�r�oqpsr�}�j�tvr�{Tm�w�j�tNj�kno�{Tp�j�wTknxym]tv{�}~j.wD}~j�u|��uv}�j�ä�îBÄîæ�È

{T}·¸�j�}�ryp¢tv{
m
tv{TwDp�{TwD{ ¶�¾ ��oqr»��k�£�mvknÁNwTj º uv{�ÌáwTry��r�����Î�k���r.{Tm�}~j.p�{T�"{�oqknwTk�x�m m �àT��kn�»j�Ì·oqr��»j�pq��{D}�¸�j�}�r�p

0,
�"r�p�}�r º uv{��"rBtv{T��ry��j��s{T£yu|pqj�p º uv{�{T}��vp�ry£�pqj���jz{T�wTrypsp�{Tw�oqr ¶

úRû�æ�û)( ���2������	6�£+[J�-�/2�����þ���þw�{	6,.	����O�Uþ��/ÿ5	�ÿ'�[�W,.-uÿL�{¦#3Ð�£+5�|þuÿ
ÜÀmIÅ�Ä�Å�ÉÑÈ�ÿ�ådÈõDäNÈ�ÇòÉÑÊè{D��uvm �sk���oq{T��jèk�m|��ryps�»��oqkÂwTrèt|k���{D¹Nj�tvrR�Nj�pqjñps{T�sry}n¸y{Dp��vpsr��
�v}�{D�»j��.{DmÝuvm ��p�{�jè{D���"{TwDÐnÁvw�j|Ìã¿8j�} º uv{]tv{�j�}n£yÔvmd��rBt|rè��{]}�{zÙNjètvr�oqj�tvrñtv{uvmNj'wTry���"{Do�{TmvwDk~j'��kn��k�}�j�p�j'}�j�tv{zuvmd{òÎ��"{Tpso�rñÙ0uv��j�mvr�t|{z{T�s{]��ps{�j ¶ñâ ��Ð��ár�p{Ñ½s{T���v}nrvÌ2� ø Ó � Ë {D��uvm���k���oq{T��j�{òÎ��á{Dpso�rz{Tm'tvk�j�£ymvx��soqknwTr.¿]o�pqj�oqj���kn{Dm0o�r�tv{�uvm
mBÔv��{TpsrÀ�lu|¿	p�{DtvuvwTkntvrÀtv{Ò{Tm|��{Dp���{TtNj�tv{T�6k�m���{TwTwDk�r��qj��·tv{ã}�j¢��j�mv£yps{�Ì�¿a� ü ¢ ó � ¾ Ó �×�¢ ü {T��uvm°��kn�soq{D��j�{òÎ��"{Tpso�r'{Tm°tv{�oq{Tps��knmNj�p�}~j��vp�r��Nj��vkn}�kntvj�tñtv{�}�j]{òÎ|kn�so�{TmvwDk~j
tv{�¿�j�wTkn��k�{Tm�oqry��tv{lwTkn{Tpso�ry����knmv{Tp�j�}n{T��j»�Nj�p�oqk�pÀt|{l}~j��À�vp�uv{D�Nj��	ps{�j�}�k� Tj�tNj��À�sry�vps{
{T}go�{Tp�ps{Tmvr ¶ó {D£yÔvmd{T}�w�j��srvÌ�{T}�ry�B½s{Do�kn¸yr�t|{zuvmd�sk��so�{T��j'{òÎ��á{Dpso�rñ�vu|{Ttv{��s{Tp:{D}¡tv{Ï��uv��oqkÂ�
oquvknp�j�}6{òÎ��á{Dpso�r�Ù0uv��j�mvr»rÏ{T}6tv{:j�¿BuvtNj�p�j»}�r���{òÎ|�"{Dpso�ry�	Ù0uv�»j�mvry��j�o�pqj�oqj�pÀwTrym
¸yry}�Ô|��{Dmv{T��tv{�k�m���ryp���j�wDknxym º uv{�t|{T���"r�p�tNj�mz�suzw�j��vj�wTkntNj�t ¶�¾ mzwDuNj�} º u|k�{TpãwTj���rl{T}ry�B½s{DoqkÂ¸yrzÁvmNj�}¼{T��{D}���k��s��r»tv{:o�rBtNj��	}~j��	j��|}�k�wTj�wDk�r�mv{T��knm|��ryps�»��oqkÂw�j��DÖ�p�{D}�{�¸�j�p�j�}
Ùvry�l�vp�{¡tv{�o�j�p�{Tj�����{TwT��mvknw�j��¼¿l�vpsry�"ryp�wDk�rymvj�p�}n{�k�mv��oqp�uv��{Dm0oqr���j����|}�kÂÁNwTj�tvr�p�{T�¼tv{



�m� ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
�suv��w�j��Nj�wDk�tNj�t|{T�¼��{Dm0oqj�}�{D� ¶ i�ry�¼�sk��so�{T��j��S{�Î��"{Tp�oqry����{¡wTr�mv�so�p�u|¿y{Dm���k�£�uvk�{Dmvtvr�u|mNjwDrymvwD{T�"wTknxym���rBtvuv}�j�p ¶ �6ryp�uvmvj��vj�pso�{���{�wDrymv�so�p�u|¿y{�uvmNjJ��å�ÅEÈ�ÃBÈ.Æ�Ê�í2ÊEÆ�Äîÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê²ÅrÏ�Nj���{ltv{lÙ|{Tw�Ùvry��¿��"ryp�r�oqpqj���{ltv{D�qj�psp�ry}n}~j�m�}�ry�À�vpsrBwT{Tt|k���k�{Dm0oqr�� º u|{:�"{Dp���knoq{Dm��j�mvkn�vuv}�j�p�{T�qjz�vj���{:�Nj�pqjÏry�|o�{Tmv{Dp	uvmNjÏp�{T�s�vuv{D�so�j�wDrymètNj�oqry��wTrym|wTp�{�oqry��B ÿ»Ê�ÉÑÊ�Ç
ÃBÈlÄîí���È�ÇqÈ�í2Æ�Ä4å>= ¶ i�ry���vpsry�v}n{T��j�� º uv{:��uvps£y{Tmè{Dmèp�{D}~j�wDk�x�m'wDrymè{D�soqr��	tvry��j��Nj�p�o�j��t|ry��ÙNj�m'tvj�tvr»}�uv£�j�pÀj»uvm���p�{�j�tv{�o�pqj��Nj²½sr º uv{���{�wTrym|rBwT{�wTry��r�ÄîíBôBÈ�íNÄÍÈ�Çòð4å�ÃBÈ�æÆ�Ê�í2ÊEÆ�Äîÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Êmê
¾ m?{T�so�{zj��vj�psoqj�tvr]¸y{Tp�{D��r���wTxy��r���{»u|o�k�}�kÂ �j�mñ}~j���{�Î��vps{T�sk�rymv{D�l}�xy£�k�wTj����vj�pqjps{T�vps{T�s{Tm0oqj�pl{T}ãwDrymvrBwDk���k�{Dm0oqr�¿yÌ¼{Tm?�Nj�p�oqknwTuv}�j�p�¿ñ�Nj�pqj�mvr�wTry���v}�knwTj�p��lu|wòÙvr�}~j

{òÎ��"ry��knwTk�x�mgÌN}�j����s{Tm�oq{Tm|wTk~j���tv{�}~jl}�xy£yknwTjl�vpsry�"ry��knwTknrymNj�} ¶ÜÀm���kn�so�{T��j¢tv{Ò�vpsrBtvuvwTwDk�x�m�{T�uvm���r�t|{T}nr¢tv{ÒwTr����vu�o�j�wDk�xym º uv{ãtvkn�so�k�mv£yu|{�o�p�{T�wDry���"rymv{Tm�oq{D�TÖ�uvmvj'�Nj��s{Ïtv{ÏÙv{DwòÙ|ry�TÌ�uvmvj'�Nj��s{Ïtv{ÏwTr�mvrBwTkn��kn{Tm�oqry��¿Ruvm?��r�o�ryp
t|{�k�m���{Tp�{DmvwTk�j�� ¶ i·j��Nj���{�tv{�wTry��rBwTkn��kÂ{Tm�oqry��mvr�{T�Àm|{TwT{D�qj�p�k~j���{Dm0oq{�uvmNj��Nj��s{�tv{tvj�oqry��{Dm?{D}Ò��{Dm0oqkntvr�knm|��ryp�����oqknwDr]ÙNj��vkno�uNj�}<Ö���{D£yÔvm?{D}Ò��k���oq{D�»j]�vuv{Dtv{»��{Dp�tv{D��tv{
u|mNj:o�j��|}~jltv{�mBÔv��{Tpsry�¢ÙNj��so�j.u|mNj.�Nj��s{�tv{�tNj�o�ry�¢{Dm��s{Tm0o�k�tvr.�vp�r��vk�r ¶i·j��¼p�{D£y}�j��Stv{¡�vpsrBtvuvwDwTk�x�m:��{�j��v}nk�wTj�m���r��vp�{¡}~jÀ�Nj���{¡tv{¡Ùv{Tw�Ùvry�DÌ0wTj��l�vk~j�mvtvr���u
{D�soqj�tvr�¿'{T}¼��kn�soq{D��jztv{:wTrym�oqp�r�}¼£yry�vkn{TpsmNjÏ{T�so�ry���vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqry��¿�j��|}�k�wTj�wDk�r�mv{T�
¿]ÙNj�wD{ º uv{�}~j�wTry���vu|oqj�wTknxym���{lt|{Doq{Dmv£�j»wTuvj�mvtvrÏ{T}{T�soqj�tvrÏtv{�}~j��Nj���{�tv{�tNj�oqr����j�oqkn�s�4j�wD{�j�}n£yuvmNjlwTr�mvtvknwTk�x�m�tv{	oq{Dp���k�mNj�wTk�x�mz�vps{Ttv{�ÁNmvkntNj ¶i·j:�Nj��s{�tv{	Ùv{DwòÙ|ry�¢wTrym�oq{Tm|tvpq�:}�ry�¡Ù|{Tw�Ùvry�¢k�mvknwTk�j�}Â{T�ã¿Ï}�r�� º uv{���{�¸�jE¿�j�m]ry�|o�{��m|k�{Tm|tvr�wTry��r]wTrym|��{TwDuv{TmvwTk�j���{Dm°{T}��vpsrBwT{T�sr�k�m|��{Dp�{Tm|wTk~j�} ¶ i·j���ÇqÈÍô�æÂå�Å»ÃBÈ	ä"ÇqÊ�Ã�ïNÆ�æÆ�Ä	��í*�srym@�Nj�ps{T�]rypstv{TmNj�tvry�°ç â Ì ú�é ¶ ó {T£yÔvm@{T}�oqk��"rdtv{ñ�sk��so�{T��jd��{ñtv{Dmvry��k�mNj�må�íNÉ�È�Æ�È�ÃBÈ�íNÉÑÈ�¿@Æ�Ê�í|ÅEÈ�Æ�ïVÈ�íNÉ�È�Ì�Æ�Ê�í"Ã�ÄÍÆ�Ä	��í'¿IåBÆ�Æ�Ä	��íèr�ä"ÇqÈ�ÿ:Ä�ÅTå»¿@Æ�Ê�í2Æ�æ ï�Å�Ä	��í ¶ ó u��r�p���j�}nkn Tj�wTknx�m�}�x�£yknw�j�{T�¡}�j�tv{�}~j��ã�s{Tm�oq{Tm|wTk�j��¡wTr�mvtvk�wDk�rymvj�}�{D� â ⇒ ú ¶ �6rypã{Ñ½s{D���|}�rvÌ{Dmñ}~jÏ�Nj��s{.tv{.wDrymvrBwTkn��k�{Tm�oqry��tv{T}¼��k���oq{D�»jaë Ó ¢ Ë ÙNj�¿'uvmNj�� X Ø�ÛyÛÏp�{T£�}~j�� ¶ Ü�mNjt|{�{D}�}�j��¡{T�TÖ

³VÄ�È�æ�Æ�Ê�íNÉ�ÈõyÉÑÊlåBÆ�É4ïvå�æ�È�Å�È�æ2ÃBÈ	å�Å�ÄÂô�í"å�Ç�ïBí"å6�òïNÈ�íNÉÑÈ	ÃBÈ�å�æ Äîÿ»È�íNÉ åBÆ�Ä	��í|�
ì.ÅEÈ~î|å]Æ�Ê�æ�ÊEÆ�å�ÃBÊ:ïBí�ÿ��TÃ�ï�æ�Ê¦³%ì � È�í�ïBíñå�Çòÿ�åyÇòÄÍÊ£�ì.ÅEÈlÆ�Ê�í2Ê²Æ�È	æÂå�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��í í ïNÈ:ÊEÆ�ïEä|å�È�æ�ÿ��TÃ�ïBæ�Ê£�
ì.ÅEÈ�Ã�Ä�Å�äNÊ�í2È�ÃBÈ�ïBí"åM�òïVÈ�ívÉÑÈ�ÃBÈ�å�æ Äîÿ»È�íNÉ åBÆ�Ä	��í|�
È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å�ÆòÊ�æ�ÊEÆ�å�Ç�æÂåM�òïNÈ�íNÉÑÈlÈ�íñÃ�ÄÍÆéî|å�äNÊEÅ�ÄÍÆ�Ä	��íDê

¾ �ÒwD}~j�p�r º uv{�Ì0k�mvtv{D�"{Tmvt|k�{Dm0oq{D��{Dm0o�{¢tv{T}v��k�£�mvknÁNwTj�tvr	tv{�{T�qj��Ò{òÎ|�|p�{T�sk�r�mv{T�Ò{Tm�{D}wDrym0o�{�ÎBoqr�t|{�tvknwòÙ|r	��kn�soq{D��j|Ìy}�j�p�{D£y}~j��s{��vuv{Dtv{¡��ryp���j�}nkn Tj�p6��{Tt|k~j�m�oq{�}�j���{Dm0o�{TmvwDk~j|Ö
(p1 ∧ p2 ∧ p3 ∧ p4)⇒ q.
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¾ m�{T}2wTrym�oq{�ÎBo�r�t|{	uvm���kn�so�{T��jl{�Î��"{Dpsoqr.{Tm���{TtvknwTknmNj|Ì��"rBt|p�Ð~j���r���wTr�mv��kntv{Tp�j�p}~j���ps{T£y}�j��TÖ
ü ÷yÖ6³VÄ�È�æ�ä|åBÆ�ÄÍÈ�íNÉÑÈ	É<ÄÍÈ�í2È
�¡È��TÇqÈé�ì�É�ÊEÅEÈé�

ì�É4ÄÍÈ�í2È�Ã�Ê�æ�Ê�ÇqÈ�Å	ÿ:ï0ÅEÆ�ïBæÂå�ÇqÈ�Åé�
È�íNÉ�Ê�í2ÆòÈ�Å�ä|å�ÃBÈ�Æ�ÈÀô�ÇòÄ äNÈ�ê

ü X Ö6³VÄ�È�æ�ä|åBÆ�ÄÍÈ�íNÉÑÈ�ä|å�ÃBÈòÆ�È�ô�ÇòÄ äNÈlÊ�ÇqÈ�Å��òÇòÄ4å�ÃBÊ£�ì�í2Ê.É4ÄÍÈ�í2Èa�Bæ�Æ�È�Ç�å[�
È�íNÉ�Ê�í2ÆòÈ�Å	ÇqÈòÆ�Ê�ÿ»È�í"Ã�å�Ç�å�Å�ä"ÄîÇòÄîí"åcì�Æ�Ê^Ñ"åBÆ�ê

i·j:��r�p���j�}nkn Tj�wTknx�mztv{	o�j�}n{T��ps{T£y}�j�����{Dp�Ð~j�Ö
R1 : [f ∧ t ∧m]⇒ g

R2 : [(g ∨ r) ∧ (¬u)]⇒ (a ∧ c)
Ü�o�k�}nkn �j�mvtvrd}~j���{ º u|kn¸�j�}�{Tm|wTk~j��]}�x�£yk�wTj��Ï¸Bk��soqj��TÌ	}�jdp�{D£y}~j R2

{D��}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{
{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{�j
[(g ∧ (¬u))⇒ a] ∧ [(g ∧ (¬u))⇒ c] ∧ [(r ∧ (¬u))⇒ a] ∧ [(r ∧ (¬u))⇒ c]

¿z{Tm]wTr�mv��{DwTuv{TmvwTk�j���{��"rBtvp�Ð�j:tv{D��wDry���ár�mv{Tp¢{Tm]}~j����sk�£yu|k�{Tm�oq{D�TÖ
R2a : (g ∧ (¬u))⇒ a

R2b : (g ∧ (¬u))⇒ c

R2c : (r ∧ (¬u))⇒ a

R2d : (r ∧ (¬u))⇒ c.

â m�oq{�u|mNj���kÂoquNj�wTknxym�wTrymvwDp�{�o�j�{TmÏ}~j º uv{���{�ÙNj�wD{�uvmNj�wDrymv�suv}noqjlj�}"��k���oq{D�»j|ÌB�s{oqk�{Dmv{	}�jl{�¸�kntv{Tm|wTk�j:tv{ º uv{�uvm���u|�"wTrym�½su|m0oqr�tv{	{T�sry�¢Ùv{DwòÙvr����srym�¸y{Dp�tNj�tv{Tpsry�¢¿Ï�s{oqpqj�o�j�tv{�{DmvwTr�m0oqp�j�p º u|à�r�oqpsry�ãÙv{DwòÙ|ry�¡�vu|{Ttv{Dmzk�m|��{Dp�knp���{�t|{�{D�qj�wT{Dpso�k�tvuv�l�|p�{�¿�tv{}~j���ps{T£y}�j�� ¶ó k��"ryp¢{Ñ½s{D���v}�r.ÙvknwTknàT��{D��r��¢uvmNj.wTr�mv��uv}Âo�j�j�}��sk���oq{T��j.�sry�vps{�uvm��Nj�wDk�{Dm0o�{ º uv{�qj�o�k��s�4j�wT{�}�ry�ÏÙv{Tw�Ùvry�
f, t,m

¿ ¬u Ì�{T}	�sk���oq{T��j?o�pqj�oqj�p�Ð�j?t|{Rj��v}�knw�j�p»}~j��zp�{D£y}~j���Nj�pqjl¸y{Dp º uvà�oq{Dpqj��|k~j:Ùvj��vp�Ð�j º uv{�j��v}�knw�j�p ¶¼â ��Ð��vuv{D�TÌV�qj��vk�{Dmvtvr º uv{�o�{Tmv{D��r���}nry�Ùv{Tw�Ùvry�
f, t,m

¿ ¬u, �"rBt|{T��ry�ÒÙNj�wD{TpÒ}~j�����kn£yuvkn{Tm�oq{T��k�m|��{Dp�{Tm|wTk�j��TÌ0uv�qj�mvtvr�}�j�p�{D£y}~jtv{�k�m|��{Dp�{Tm|wTk~jÏÿ»ÊTÃ�ï0Å¡äNÊ�í2È�í|Å�Ö
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f ∧ t ∧m

R1 : [f ∧ t ∧m]⇒ g
gç4{Dm�{D�soq{���ry��{Dm0oqr:Ùv{D��r���j����v}�knj�tvrl}~jl�Nj��s{�tv{�Ùv{DwòÙ|ry��wTrym]{T}�m0uv{D¸�r�Ùv{Tw�Ùvr

g)
g ∧ (¬u)

R2a : (g ∧ (¬u))⇒ a
aç�{Tm]{T��oq{���ry��{Tm�oqr:Ùv{T��ry��j����|}�k�j�tvr:}�j:�vj���{�tv{�Ùv{Tw�Ùvry��wDrym]{T}�mBu|{D¸yr�Ùv{DwòÙ|r

a)
g ∧ (¬u)

R2b : (g ∧ (¬u))⇒ c
c

Ì

{D��tv{DwTknpTÌv}~j�oq{Tp�j��vk�j:{T��j����|k�p�knmNj�¿zwDry¹Nj�w ¶
¾ }�vpsry�v}n{T��j º uv{���uvps£y{�{D� º uv{�{Dm�£y{Tm|{Tpqj�}mvr�oq{Dmvtvps{T��ry�Àt|ry�TÌ"�sk�mvr��luvwòÙvj��ps{T£y}�j��Ïç4{Dmß}nry���sk��so�{T��j���{�Î��"{Tp�oqry�l{T����ps{TwDuv{Tm�oq{ º uv{Ï��{Tj�mßtv{D}ãryp�tv{Dmßt|{ÏwDk�{Dm0o�ry�rÏtv{:��k�}n{D��éòÌá¿�{Dmè£y{Dmv{Tp�j�}SÙNjE¿ º uv{:{D�soqj��v}�{DwT{Dp	{Tm º u|à:ryp�tv{Dm�¿�tv{ º uvà:��j�mv{Tp�jj��v}�knw�j���r��g}�j���ps{T£y}�j��Òç4{D�·tv{TwDk�pDÌ�wTuN��}�r¢wTuN��}n{T�·�s{ãj��v}�knw�j�m	�|p�k���{Dp�r0é"�Nj�pqj�{D�so�j��v}�{DwT{Tp

{D}��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr:tv{�k�m���{Tp�{DmvwDk~j ¶�Sj�pqj:{T��oqrvÌNÙNj�¿ztvry�¢{D�soqp�j�oq{D£yk�j��¢�v����knw�j��DÖ
÷ ¶ ��p�j��|}�knw�j�mvt|r�wTuvj�m0oqj��¼p�{D£y}~j��6tv{¡�vpsrBtvuvwDwTk�x�ml¿�wTuNj�m�o�j���ps{T£y}�j��6tv{¡k�m|��{Dp�{DmvwTk�j��{��vuv{DtNj�m��Nj�p�j�k�p��suvwT{D��kÂ¸�j���{Tm�oq{�j����v}nk�j�m|tvr	}~j	�Nj���{�tv{�Ù|{Tw�Ùvry�DÌ º uv{�{T�Ò}�r
º u|{�Ùv{D��r��ÀÙv{DwòÙ|rÏ{Dm'{D}{Ñ½s{D���v}�r.¿ º uv{���{�wTr�mvrBwT{�wTr���r�È�í2Æ�å�ÃBÈ�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Êî|åBÆ�Ä4åÏå�ÃBÈ�æÂå�íNÉÑÈ�ê

X ¶ �Sk ½�j�p���{�uvmßÙ|{Tw�ÙvrèwDry��r'ry�B½s{�oqkn¸yr�¿Ro�pqj�oqj�p�t|{Ïtv{Ttvu|wTknp�}�r|ÌS¸Bk�{Dmvtvr�t|{ º u|àp�{T£�}~j���tv{z�vp�rBtvu|wTwDk�xymd{D�.wDrymv�s{TwTu|{Tm0o�{ ¶d¾ �so�{�{D�.{D}¡�vp�knmvwTkn�vk�r�tv{°È�í2Æ�å�ÃBÈ�æí"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉÑÊ:î|åBÆ�Ä4åÏå�É4Çòè�Å�ê
¾ m*r�o�pqj����Nj�}�j��vpqj��TÌ�{D}�{TmvwTj�tv{DmNj���k�{Tm�oqr ÙNj�wTk�j j�tv{D}~j�m�oq{RwTr�mv��kn�soqknp�Ð�j8{TmÞk�pps{TwDryp�psk�{Tm|tvrè}~j��lp�{T£�}~j��ltv{D��tv{�}~j'�|p�k���{Tp�j�ÙNj��soqj�}�}�{D£�j�p�j�uvmNj º uv{��vu|{TtNjñj��v}�kÕ�wTj�p��s{:ç4tv{�j�wTuv{Dp�tvrlwDrymÏ}�j�}�{D¿.tv{�knm|��{Tps{TmvwDk~j���rBt|uv�ã�"rymv{Tm|��é�Ìvj����v}nk�j�p�}~j��Nj���{�tv{

Ù|{Tw�Ùvry��wDrym]}~jlm0uv{D¸�j�wTr�mv��{DwTuv{DmvwTk~j|ÌN{T���"{T Tj�p¢t|{�mBuv{�¸yr�wDrym]}~jl�vpsk���{Tp�jlp�{D£y}~j�Ì�¿
j���Ð���u|wT{T�skn¸�j���{Dm0o�{�ÙNj��so�j.knmvwT}nuvk�p�{T}�r���½s{�oqkn¸�r�{Dm�}~jl�Nj��s{�tv{�Ùv{Tw�Ùvry�DÌ"r.ÙNj��soqj º u|{¿�j.mvr.�vuv{DtNj�m�j��|}�k�wTj�p��s{	ps{T£y}�j�� ¶Ó uNj�mvt|r�mvr���{�oqpqj�o�j	tv{¢tv{Dp�kÂ¸�j�p�wTuNj�m0o�j��ÒwDrymvwD}�uv�sk�rym|{T����{¢�vuv{DtNj�mgÌ0��k�m|r�t|{�knm��
��{Dp�knp¢uvm�ry��½s{�oqkÂ¸yrvÌNr�¸y{TpsknÁNwTj�p º uv{�uvm�Ùv{Tw�Ùvr»wDrymvwDp�{Do�r»{T�ÀwDrymv�s{TwDuv{TmvwTk~j�t|{�r�o�p�ry�Ù|{Tw�Ùvry�:¿?tv{z}~j��lps{T£y}�j��ltv{z�vp�rBtvu|wTwDk�xymgÌ�}�r º uv{��vp�rBwD{Ttv{�{D��j��v}nk�wTj�p�{D}¡{TmvwTj�tv{��mvj���kn{Tm�oqr]ÙNj�wTk�j�j�o�pq���DÌ6�Nj�p�j]}�r]wTuvj�}ÍÌ��kÒ�"r�p�{�½s{T���v}nr�knm0o�{Tm�o�j���ry�	¸y{Tp��skÒ�vuv{Dtv{
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tv{Ttvu|wTknp���{�uvm»Ùv{Tw�Ùvr

x,
�|uv��wTj�p�Ð�j���ry�Ò{TmÏ�vpsk���{Tp�}�uv£yj�pÒ}�j��Òp�{D£y}~j��Ò{DmÏ}~j�� º uv{ÀÁN£yuB�pqjÏwDry��rzwDrymv�s{TwTu|{Tm0o�{�Ì·¿'jÏ�Nj�psoqknp�t|{:{T}n}~j��Àk�psÐ~j���ry�Àps{�j�}nk� Tj�mvtvr»{T}S{T��oquvtvknrzÙNj�wDk~j

j�oqp���� ¶ÜÀmd}n{Tmv£�uNj²½s{Ï£ypq��ÁvwTrè�lu�¿ßj�tv{TwDuNj�tvrè{T�:{T}¡tv{z}nry�:��ps�"ry}�{D�ltv{ztv{TwDk��sk�xym º uv{{T�so�uvtvk�j�p�{D��r��¢{Dm���u]��ry��{Dm0o�r ¶
�#�Uï »�ð�%6 17ã3�783�!:'
È
XT§0µ�³�±<³�± þ E���¶�¾ ��wTpsk��"{�}~j�o�j��v}�j:t|{	¸y{Tp�tvj�t�tv{�}~j�����k�£�uvk�{Dm0o�{T�¢�|p�ry�"ry�sk�wDk�rym|{T�TÖ÷²é

((p ∨ ¬q) ∧m)⇒ mX é
(¬q ∨ (p⇒ q))⇒ ¬pê é
(p⇒ (m ∨ n))⇒ më é
(p⇒ (m ∧ n))⇒ m

È
XT§0µ�³�±<³�± þ EU�g¶ ��{�oq{Dp���k�mNjß��k	{T}	��k�£�uvk�{Dm0o�{èpqj� Trymvj���kn{Tm�oqrß{T�]wDryp�p�{DwDo�rvÖdoqrBt|r
{T�so�uvtvk�j�m0o�{�t|{�{D�so�j�wT}~j���{.��k�tv{l��{Tmvry��{D�so�p�k�w�o�j���{Tm�oq{ º u|{]÷ ¶ ��Û�r]�����	tv{�÷ ¶ ��Û ¶�6{Ttvpsr���k�tv{�������tv{.÷ ¶ ��Û:}�uv{D£yr.{D��tv{�{T��o�j.wT}�j���{ ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ d��·¶ ó {Tj

X
{T}�wDrym�½su|m0oqr?tv{'�Nj�Ðn��{D�Ï{

Y
{T}ÀwTrym²½suvm0o�rßtv{'t|{T�"rypso�{T�

ry}�Ðn���vkÂwTry� ¶ ijR��{Dm0oq{DmvwTk�j M(x, y)
�sk�£ym|knÁNwTj º uv{'{T}À�vj�Ð�� x ∈ X

ÙNj°£�j�mvj�mvtvr
uvmNjè��{DtNj�}�}�j�{Dm8{T}¡tv{T�"ryp�oq{

y ∈ Y ¶d¾ �swTp�kn�"{�}~j��l��kn£yuvkn{Tm�oq{T�l��p�j���{D�.u|oqkn}�kn Tj�mvtvrwTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tvryp�{D�TÌv{D¸BkÂo�j�mvt|r.}�jlj��Nj�psk�wDk�xym»tv{	uvm��sk�£ymvrltv{	mv{D£�j�wTknxymztv{D}~j�m�oq{�tv{	uvm
wTuNj�m�oqkÂÁNw�j�tvrypTÖ

Ë knmv£yÔvm��Nj�Ð���ÙNj.£yj�mNj�tvr:o�rBtNj��¢}�j�����{TtNj�}�}�j�� ¶×rBtvry�¢}�ry�¡�Nj�Ð��s{T�¢ÙNj�m]£�j�mNj�t|r�j�}�£yu|mNj:��{Ttvj�}�}�j ¶
â }n£yÔvm��Nj�Ð���ÙNj.£yj�mNj�tvr�j�}�£yuvmvj:��{TtNj�}�}�j ¶
â }n£yÔvm��Nj�Ð���mvr�Ùvj.£�j�mvj�tvr.mvk�m|£yuvmNj:��{TtNj�}�}�j ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ d�EN¶ ó {Tj N
{D}6wTrym²½suvm0o�rÏtv{l}nry�Àm0Ôv��{Tp�r���mNj�o�uvpqj�}n{T��¿

P (a, b)
}�j���{Dm��

oq{Tm|wTk~j
a
tvkn¸Bkntv{�j

b
ç4{D�soqr»{D�TÌá{T}·p�{T��oqr»tv{�tvkÂ¸�kntvk�p

b
{Dm0o�p�{

a
{D��Û�é ¶ ��{Do�{Tps��knmNj�{T}¸�j�}nryp�tv{	¸y{Dp�tNj�t�tv{�}~j����sk�£yu|k�{Dm0oq{D�¢�vpsry�"ry�sk�wTknrymv{D�TÖ

P (2, 3)
P (5, 10)
P (2, 3) ∧ P (5, 10)
P (2, 3) ∨ P (5, 10)
P (2, 3)⇒ P (5, 10)
∀m ∈ N∀n ∈ N P (m,n)
∃m ∈ N∀n ∈ N P (m,n)
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∃n ∈ N∀m ∈ N P (m,n)
∀n ∈ N P (1, n)
∀m ∈ N P (m, 1)

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dSd�¶d¾ �swTp�kn�"{���r�p���j�}n��{Dm0oq{Ï}�j��:�sk�£yu|k�{Dm0oq{D�:��p�j���{D�.¿?��u8mv{D£�j�wTknxymd{Tm}n{Tmv£�uNj²½s{	��r�p���j�}á¿z{Dm�}n{Tmv£�uNj�½s{	mvj�oquvp�j�}ÍÖ
ó kg¸�j�}�{	��{Dmvry��tv{�÷�ÛyÛyÛ:��oq�TÌNwDry��{Tp�à	{Tm]}~jlw�j���{�oq{TpsÐ~j ¶×6rBt|ry��}nry��ÙNj��vknoqj�m0o�{T��tv{���j�tvpsk�tz¸Bk~j²½�j�m�{Dm���{Do�p�r ¶
Ë knmv£yÔvm�ÙNj��vkÂo�j�m0oq{	t|{��]xy�soqr�}�{D�¢wTry£�{�{T}·j�u�oqry�vÔ|� ¶
ì j�¿.�"{Tp��srymNj��ã{Tm�oqrBtvj��ã}�j���wTk�u|tNj�tv{D� º uv{�uv��j�m»{T}Noqpqj�mv���"ryp�oq{��vÔv�v}nk�wTr ¶

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dSfg¶ �À{T�luv{D�soqp�j��"ryp�k�mvt|uvwTwDk�xym�}~j�����kn£yuvk�{Dm0o�{T�¢j�ÁNp���j�wDk�rym|{T�TÖ
12 + 22 + ...+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6 ¶
2n > n+ 1

�Nj�p�j.wTj�tNj.{Dm0o�{Tp�r���jE¿yryp¡r�kn£yuNj�} º uv{ X ¶
xn − yn {T�¢tvkn¸Bkn��k��|}�{��"ryp x− y

�Nj�pqjloqrBtvr.mNj�oquvpqj�}
n ¶

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dZg¶ �6rymv{Dpzuvm+{Ñ½s{D���|}�r?t|k��so�k�m�oqr?j�}�tv{'}~j��Ïm|r�o�j��Ïtv{�uvmvjß�s{Tm�oq{TmB�
wDk~j]o�j�} º uv{Ï�sk�{Dmvtvr'}~j�j�ÁNps�»j�wDk�xym ∀x∃yP (x, y)

wDk�{Tp�o�j�mvr'}nr���{Tj'}~j�j�ÁNps�»j�wDk�xym
∃x∀yP (x, y) ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ dD�g¶ ��{D�:u|{T�so�pqj]�"ryp�w�j��sry��}�j��|p�ry�vkn{TtNj�tRt|{T}�¸�j�}nryp�j��v�sry}�u|o�r]�"ryp�}~jwDuNj�}<Ö

|xy| = |x||y|

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dS��¶ ��{D�luv{T��oqpqj��"rymvkn{Tmvtvr�uvm»wTrym�oqp�j�{Ñ½s{D���v}nr º uv{À}~j��Ò�sk�£yuvkn{Tm�oq{D��j�ÁNpÑ���j�wDk�rymv{D��mvr��srym�¸y{TpstNj�tv{Dpqj��DÖ
×6rBt|r�{Tm0o�{Tpsr���jE¿yr�p º uv{�÷��l{T�¢{T}�wDuNj�tvp�j�tvr�tv{�uvm]mBÔ|��{Dp�r.{Tm�oq{Tpsr ¶×6rBt|r�{Tm0o�{Tpsr���jE¿yr�p º uv{#�:{T���lÔv}Âoqkn�v}Âr:t|{ X x�t|{ ê ¶
100n+ 1 > n2

�Nj�p�j:o�rBtvr�{Dm0o�{Tp�r
n ¶

È1XT§0µ�³�±4³�± þ d��á¶ �À{T�luv{D�soqp�jR�"ryp.p�{DtvuvwTwDk�x�mGj�}¢j��|��uvpstvr°}�j��.�sk�£yuvkn{Tm�oq{D��j�ÁNps�»j²�wDk�rym|{T�TÖ
√
2
mvr�{T�¢pqj�wDk�r�mNj�}ÍÌ

��k�uvm]mBÔ|��{Dp�r.p�{�j�}
x
{D��p�j�wTknrymNj�}2{Dm0oqr�mvwT{D�

π + x
mvr�{D��p�j�wTknrymNj�} ¶

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dD�g¶»¾ ��wDp�k��"{�{TmR}�{Dmv£yuvj�½s{:��ryps�»j�}¼}�r�����kn£yuvkn{Tm�oq{T��pqj� DrymNj���kn{Tm�oqry�	tv{ò���ry��oqpqj�mvtvr.��k��srym]wTrypsp�{Tw�oqr��TÖ



kWj¡ñ�j_y#î[yutw��������v�z�tMyRz1n*yu�-{8v�z ��÷
ó k���j�}�£�r�j:}~jlw�j�}n}�{���{	¸Bkn�soqr ¶ ó j�}�£�r�j:}~jlw�j�}�}�{�Ì|�"ryp¡o�j�m�oqr:¸yr²¿Ï¸y{D�soqkntvr ¶i·j�wTry��k�tvj�k�mvwD}�u|¿y{À{D}á�vpsk���{TpÒ�v}�j�oqr�¿�{T}á�s{T£yuvm|tvrvÌ|�"rypÒo�j�m�oqr�knmvwT}nu|¿y{À{T}

�vp�kn��{Dp¡�v}~j�o�r ¶ù�{Tmvtvj'{T��uvmNj��Nj�}�j��vpqj]tv{»£yàTmv{Dp�r���{T��{TmvknmvrvÌS�"r�p�o�j�m�oqr�¸y{Tmvtvj�{D����{��
��{Dmvk�m|r:¿z�sk�mv£yu|}~j�p ¶ó k�¸�j�}n{���{Tmvry��tv{�÷EÛ�ÛyÛ��|o�� ¶ oq{Dmv£yr�tvk�mv{Dp�r��su|ÁNwTkn{Tm�oq{ ¶ ó k·o�{Tmv£yr�tvk�m|{Tp�r��u|ÁNwDk�{Dm0oq{�}�r:wTry���vpqj�p�à ¶ ù�j�}�{	��{Tm|ry�¢tv{.÷EÛ�ÛyÛ:�"ryp¡o�j�m�oqr.}�r:wTry���vpsr ¶

�#�6ò »�ð�%6 17ã3�783�!:'  �%�'-$&%x2�(-!:'
i·r��¢{Ñ½s{Dp�wTknwTknry�	÷yÌ X Ì ê Ì ë ¿�÷�Ú.�s{��vps{T��{Dm0oqj�m�p�{T�suv{T}Âoqry�¢wDrym���j��v}n{ ¶
úRû�ó�ûú ýH����	��7-���þ��ôÎ�- 326�
¾ }y�|p�ry£�pqj���j���j��v}n{��"{Dp���kno�{Soqp�j��Nj²½�j�pgj�}�£�uvmvry��j����"{Tw�oqry�·tv{�}nxy£yknw�j|Ì º uv{��s{�wTj�p�£yj�mwTrym]{T}g�Nj º uv{Do�{�}�ry£�k�w ¶

> õ
ö[÷lø%ù�õ'ø�úÛû�ülø'ý�þYÿ����Cü�����úË r��¢k�m�oq{Tps{T�qj�m]{Tm]{T�so�{���r���{Dm0o�r�j�}�£yu|mNj���tv{�{D�so�j�����uvmvwDk�rymv{D�TÖ
��§B¤g¥ªv©#H ß ECê ß dLN �¡wDry���vp�r��Nj�wTknxym]tv{�}�j�{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j�}nxy£yknw�j.tv{�}~j���{�Î��vp�{ò���k�r�mv{T� ß E ¿ ß dg¶EªN¥� þ © þ b�ÐRH ß Nup wTry���vpsry�Nj�wDk�xymz��k�}�j:{òÎ��vp�{D��k�r�m ß {T��u|mNj:o�j�u�oqry}nry£yÐ�j ¶
³ þ C7�"§0µEmKB þ ±§C·§0µ² �Ò�Nj�pqj:�árBt|{Tp¢{D¸�j�}�uvj�p ¶�6¨�±<® ý H � N ����kn���v}�kÂÁvw�jluvmvj.{�Î��vps{T��knxym ¶
�Sj�p�j	r��|oq{Dmv{Tp������¼k�m���ryp���j�wDknxym���r��vp�{¡�4j�wDk�}�kÂtNj�tv{D�S}�xy£yknwTj��Stv{���j��v}�{¡�s{¢�|uv{Ttv{

wTrymv�suv}noqj�p�}~j:jE¿BuvtNj ¶
> ��ÿ�����ü	��ú

¥�þ C·§B³�²±�� þ ¨:©BASb"±<³ þ ¨��j��|}�{]��x�}�rèoqk�{Dmv{]}�ry�.wTr�mv{Tw�oqkn¸yr��»}nxy£yknwTr�� ª�C´�ê þ µ�êVC þ >G ó rym �su|ÁNwDk�{Tm�oq{D�
�"rypÏ}�j��»{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j��»}�x�£yknw�j���tv{'}~jRk����v}nknwTj�wTknx�mÝ¿ }~jRtvry�v}n{�k����v}nknwTj�wTknx�m wTrym��{Tm�oq{DmvwTk�j���}�x�£yknw�j����sxy}�r»Ù|{Tw�ÙNj���wTrym�j�m|tgÌ2r�pÀ¿�m|r�o ¶ �Sj�p�j»{D¸�j�}�uNj�p�}�j�����uvm|wTknrymv{T�ÙNjE¿ º u|{��"rymv{Dp�t|{T}�j�m0o�{�{T}g��Ð��l�"ry}nr�
�wTrym º uv{��s{�ps{T�vps{T��{Dm0oqj�}�j:wTr�m�½suvmvwDk�xymz¿ ¶

> � ù����� ú
p ª�C´ q



� X ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q

> ���«õ�� ú
p
þ µ q

> ��^ø��Oú
C þ  p

ÜÀ�s{T��ry��}~j»��uvmvwDk�xym ��§B¤g¥ªv© �Nj�p�jzwTry���vp�r��Nj�p º u|{ ©4ª<C§�bVªN³�±BADC*´·§�H ý*þ µ
¤-N {T�¢{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j HC þ  ý ª�C6´eC þ �¤*N²¶

> �%ö	���%ù
ÿ�þ��	��«ø�þ�������õ���� ��þ��	��^ø��!�"�
ù���ôþ��	��^ø
> ������ú

true

â uvm º u|{�{D}ÀwDrymv{Tw�oqkÂ¸yr?k����v}nkn{D��mvr°{T�soq�|Ì¢�sÐÀÙNj�¿ÝuvmvjR��uvmvwDk�xym ±4® ý ©4±�§B¨�¶ ijkn���|}�kÂw�j�wTknxymÏý ±4® ý ©<±î§B¨:¤ {D��{ º u|kn¸�j�}�{Tm�oq{�j C þ  ý+þ µÏ¤6¶
> �%ö	���%ù
ÿ�þ#�$�Cü&%��Cÿ[ü«ö[÷'�(�)����^ø�������õ�����ú

true�6rBtv{T��ry��ÙNj�wT{Dpèuvm��vp�rBwD{Tt|k���k�{Tm�oqr+�vj�pqjGoq{Dmv{Dpñ{D}:wTr�mv{Tw�oqkn¸�r k����v}nknwTj�wTknx�m
ç ±<® ý © é�¿�}�j�tvry�|}�{�kn���v}nknw�j�wTknxym?ç�}~j.¸�j���ry��j»}n}~j���j�p ´6±4® ý © é ¶ ü {DwTrypstv{T��ry� º u|{ý ´6±4® ý ©ã¤ {T�¢{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j H ý ±<® ý ©ã¤-N�ª�C´¸H�¤d±<® ý © ý N²¶

> ü&%���ÿ+*#,��
õ�����þUù(�-�.�
> ÿ�����ù
ÿ��/*
> �/*#, þ#��^øAù��«õ0�!�1*
> ��ú�ö���2*
> �Cü&%��Cÿ+*#,��[õ����WþÓù+�#�!��ÿ�����ù
ÿ3�/*
> �/*#, þ#��^øAù��«õ0�!�
> ù���ôþ#4�^ø����«õ1ù��/*
> ��ú�ö���2*
> ü&%���ÿ�þ#�2�����Wú5�Cü&%��Cÿ�þ#�2�����Wú

C þ  p þ µ q
( C þ  p þ µ q) ª�C´ ( C þ  q þ µ p)

È1XT§B® ý © þ ¨.´·§'¥6¨ þù�{�j���ry�¼j�}�£yu|mvry�6{Ñ½s{D���v}nry�6tvrymvtv{¡�s{¡wTry���vpsuv{T�Nj º uv{¡wTk�{Dpsoqj��S{�Î��vps{T��knrymv{D����rymoqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j�� ¶ i·j»��uvmvwTknxym ³ þ C7�"§0µEmKB þ ±§C·§0µE �"rym|{:}�r����sÐ��l�"ry}nry�6
 �vj�pqj º uv{:��{�|uv{TtNj.{D¸�j�}�uNj�pTÖ
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È
XT§0µ�³�±4³�± þ d)G
¾ ��wDp�k��|k���ry��}�j��¡��r�p���j����|p�ry�"ry�sk�wDk�rymNj�}�{D�TÖ
> ö�7�8�94:;*#,"ü&%���ÿ�þ�� ù���4ü&%��Cÿ�þ#�2�����;�<���/*
> ö�7�8�9�8=*#,"ü&%���ÿ�þ<ü&%���ÿ�þ#�>����� ù���
> ü&%��Cÿ�þ<�(��õ�� �>ü&%��Cÿ�þ��>��õ4���/*
> ö�7�8�9�?@*#,"ü&%���ÿ�þ<ü&%���ÿ�þ#�>����� ù���4ü&%���ÿ�þ#��^ø
> �2����� �����1*
> ö�7�8�9	A2*#,"ü&%���ÿ�þ5þ#�B��õ���� ù���Ïþ���^ø��!�;�����1*
> ö�7�8�9�C=*#,"ü&%���ÿ�þ�� ù���0��^ø��2�)���1*Ó ry���vp�r��Nj���ry� º u|{���rym�oqj�u|oqr�}�ry£yÐnj��DÖ
> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þÓö�7�8�94:H��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú

true

> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þÓö�7�8�9�8+��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þÓö�7�8�9�?(��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þÓö�7�8�9	A=��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þÓö�7�8�9�C+��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

È
XT§0µ�³�±4³�± þ f)GEN¶ i·jÏ{ º u|kn¸�j�}�{Tm|wTk�j»{Tm�oqp�{l}~j�tvr��v}�{�kn���v}nkÂw�j�wDknxym]¿�}~j�wDrym�½suvmvwDk�xym'tv{l}~j���tvry�k����v}nknwTj�wTknr�mv{T�zç�{Tmßp�{�j�}�k�tvj�t°{T�so�rè��x�}�r'wTr����|p�uv{D�Nj º u|{�Ù|{T��ry�lÙv{Tw�Ùvrè}�j���wTry��j���vk�{Dm]�vuv{D�Àj���ÐgÙv{T��ry�¢t|{DÁNmvkntvr�}�j:tvr��v}�{	kn���v}nkÂw�j�wDknxym�j�}�wDrymv��oqp�u|k�p�tvk����v}~é�Ö
> J2*#,"üI%��Cÿ�þ#�>�<��� ù��� üI%��Cÿ�þ<�=�-�!��ú

A := ( C þ  p þ µ q) ª�C´ ( C þ  q þ µ p)
> J!:;*#,��Cü&%��Cÿ�þ��2�<���Wú

A1 := ( C þ  p þ µ q) ª�C6´ ( C þ  q þ µ p)



� ë ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q

> �%ö	���%ù
ÿ�þK���L�G[ö'õ'ø�þ�J@��ø��
üM%ö'õ'ø!�;�K�	�F�G%ö�õ�ø�þ<J!:N��ø��
üM%ö'õ'ø!����ú
true

dg¶ i·j.{ º uvkn¸�j�}�{DmvwTk�j:{Tm�oqp�{�uvmNj.�s{Tm�oq{Tm|wTk~j:¿z��u]wTrym�oqp�j�p�ps{TwTÐn�vp�rBwTj|Ö
> J2*#,Cü&%��Cÿ�þ��2�<����ú

A := C þ  p þ µ q
> O>*#,Cü&%��Cÿ�þ���«ø��(�P��^ø��!�Wú

B := q
þ µ C þ  p

> �%ö	���%ù
ÿ�þK���L�G[ö'õ'ø�þ�J@��ø��
üM%ö'õ'ø!�;�K�	�F�G%ö�õ�ø�þ�O@��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

fg¶ ¢�oqpqj���ryp���j�tv{�¸y{Dp¡}~j�kn���|}�kÂw�j�wTknxymgÖ6ý ±<® ý ©4±�³yª�¤ {T�¡{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm�oq{�j º uv{�ý
ªZC6´eC þ �¤8±<® ý ©4±�³yª?C þ  ýRQ

> O>*#,��Cü&%��Cÿ�þ>üI%���ÿ�þ��2�<��� �¢üI%���ÿ�þ�� ù�Q�'��«ø��(�#��^ø
> �!����ú

B := C þ  (( C þ  p þ µ q) ª�C´ p ªZC6´¸C þ  q ªZC6´ p) ªZC6´ (p ª�C6´¸C þ  q ªZC6´ p þ µ/C þ  p þ µ q)
> O.:;*�,��	�L�G%ö�õ�ø�þ�O@��ø��[üI"ö�õ�ø4�/*
> ø[ù��
ø���ÿ�����D þ�O.:	�Wú)�%ö	���%ù[ÿ�þ�O.:N��ø
õ��"ö���ú

true

true

g·¶ ü {TtvuvwDwTknxym�j�}�j��v��u|p�tvrvÖ
> R@*#,��Cü&%��Cÿ�þ#�>�¢üI%���ÿ�þ���«ø��2�#�!���Wú

C := true

> ø[ù��
ø���ÿ�����D þE�	�F�G%ö�õ�ø�þSR(��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

�)G ü {Tt|uvwTwDk�xym�j�}�j��|��uvp�t|rvÖ



kWj¡ñ�j_y#î[yutw��������v�z�tMyRz1n*yu�-{8v�z �yØ

> T>*#,	��ü&%��Cÿ�þ��>�¢üI%��Cÿ�þ���«ø��2���1ù���0��^ø3������ú
E := true

È
XT§0µ�³�±4³�± þ g-G��ry�|}�{	mv{T£�j�wTknxymgÖ
> �Cü&%���ÿ�þ#��^ø�þ���«ø����;�����Wú

true

â m|t�{D�Àj��srBwTk�j�oqkÂ¸yrvÖ
> J���
ù%÷	���5ü«ù�ø7üMG��+*#,���ü&%��Cÿ�þ�þ�� ù������� ù���:õ@�-�
> ù���ôþ<�
> ù����õ����1*
> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þ<J�Q�
ù%÷	���5ü�ù�ø7üMG��1��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú

true¢�p�{T�Àj���rBwTk�j�oqkÂ¸yrvÖ
> U�õ
ù[÷����5ü«ù�ø7üLG��(*#,	��üI%���ÿ�þ5þ#�B��õ����'��õ:õ=�-�V�«õÏþS�
> �«õ
> õ����1*
> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þWU�õ[ù[÷����
ü«ù�ø�üLG��/��ø��
üM%ö'õ'ø!����ú

true

â m|t�{D��wDrymv�lu|o�j�oqkn¸yr|Ö
> J�������L	%��5ø%ù@*#,��Cü&%���ÿ�þ5þ#� ù�������;�'þ<�1ù���'�.���1*
> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þ<J�Q�����L�%��
ø[ù(��ø��
üM%ö'õ'ø!����ú

true

��kn�soqpsk��vu�oqkn¸�j��TÖ
> �Cü'÷løH:;*#,	�CüI%��Cÿ�þ#� ù���ÏþS�3�«õ:õ4�;�'þ#�Aù�������'�«õ
> þ#�
> ù����õ����1*
> �Cü'÷lø�8=*#,	�CüI%��Cÿ�þ#�B��õÏþ<��ù���:õ4�;�'þ#�V��õ���� ù���
> þ#�
> �«õ:õ����1*
> ø[ù��5ø���ÿ�����D�þE�	�F�G[ö'õ�ø�þ<�Cü�÷løH:H��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú

true



�Þ� ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q

> ø[ù��
ø���ÿ�����D þE�	�F�G%ö�õ�ø�þ<�Cü�÷lø�8+��ø��[üI"ö�õ�ø4���Wú
true

i�{D¿y{T��tv{�tv{���ryps£�j�mgÖ

> �Cü&%��Cÿ�þ#��«ø�þäõ ù�Q����� �-��^ø�õ��«õ'��«ø�����ú
true

> �Cü&%��Cÿ�þ#��«ø�þäõ��«õ����;�-��«ø1õ1ù�Q�'��«ø�����ú
true

i·j��¢p�{D�so�j�m0o�{T����rym]ry��¸�k�j�� ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ ESG �Sj�pqj:ÙNj�wT{Tp¡o�j��|}~j��¡tv{�¸y{TpstNj�t]ÙNjE¿ º uv{�wDrymv�so�p�uvknp�uvm]�"{ º uv{T¹|r�|p�rBwT{Dtvk���k�{Dm0o�r�{Dmè��j��|}�{ ¶ ó {�wTrym|�soqpsu|¿y{Tm��Nj�pqj�uvmvj|Ìátvr��À¿�oqps{T��¸�j�p�k�j��v}n{T�¢¿]}nry�m|ry�l�vp�{D�¢tv{�}~j���¸�j�p�k�j��v}n{T��}nry��tvj.{T}�mvr��l�vp�{	tv{T}��vpsrBwT{Dtvk���k�{Dm0o�r ¶

> ø[ù���ÿ�ù��X*#,��
õ�����þ�O!�
> ÿ�����ù
ÿYJ=�)Z=�[� � ü;�\7=*
> Z2*#,2]Áø5õ��%ö(��^[ù
ÿ
÷�ö	_2*
> ^��«õ4ü`^�õ��M%a:Lø��'8'���
> �/*#,���÷5ü&%��Oþ¢÷L���7÷Wþ��Q,�Z2]YüL_@����,	Z>]ÓüF_=��O4���Wú
> �
õCüM5ø�þ#�Q,�Z2]YüL_@����,	Z>]ÓüF_=��J�,�����ú
> ���2*
> ö���>*
> ø[ù���ÿ�ù��Q�@*�,��[õ����Wþ�O4�
> ÿ�����ù
ÿYJ=�)Z=�[� � ü;�\7=*
> Z2*#,2]Áø5õ��%ö(��^[ù
ÿ
÷�ö	_2*
> ^��«õ4ü`^�õ��M%a:Lø��'8'���
> ^��«õ37'^�õ��M%a:Lø��'8'���
> �/*#,���÷5ü&%��Oþ¢÷L���7÷Wþ��Q,�Z2]YüL_@����,	Z>]�7	_=��O4���Wú
> �
õCüM5ø�þ#�Q,�Z2]YüL_@����,	Z>]�7	_=��J�,�����ú
> ���2*
> ���2* ö���2*
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> ø[ù��Cÿ'ù��Q�'õ2*�,��
õ����Wþ�O!�
> ÿ�����ù[ÿYJ=�bZ=�c� �¸ü �\7+�PdX*
> Z2*#,@])ø5õ��%ö+��^[ù
ÿ
÷�ö�_>*
> ^��«õ4ü`^�õ��M%a:Lø��'8'���
> ^��«õ37'^�õ��M%a:Lø��'8'���
> ^��«õ�d�^�õ��M%a:Lø��'8'���
> �/*#,��7÷5ü&%���þ>÷L���7÷Wþ#��,�Z2]YüL_@����,	Z>]�7	_=�6õ�,�Z2]-d�_@�#O!����ú
> �
õCüI
ø�þ#�Q,	Z>]YüL_@����,�Z>]�7	_=�6õ�,�Z2]-d�_@��J�,����Wú
> ���2*
> ���2*
> ���2* ö���2*¾ �so�ry�:�vpsrBwT{Tt|k���k�{Tm�oqr�����{Ï�vuv{Tt|{Tm8u|�qj�pl��kn{T���vp�{ º uv{zÙNj�¿�j'uvmNj|Ì�tvry�lr'o�p�{D�¸�j�psk~j��v}n{T��¿RàD�so�j��l�s{Ï}�}�j���{Dm°�gÌ º ¿Rp ¶ ó kãmvr'��{Ï}n}~j���j�m°j���Ðã}~j���wTj��l�vk~j���r���{T}mvry�l�vp�{ ¶ ó k º uv{Tps{T��ry��j�¹vj�tvk�p�������¸�j�psk~j��v}n{T��mvr]ÙNj�¿��»��� º uv{.k�m0o�p�rBtvu|wTk�p�r�o�p�r�vuvwT}n{ ¶i·j��¢wDk�mvwDr��vpsry�"ry�sk�wTknrymv{D� º uv{���{��|p�{T�s{Tm�o�j�m���rym2Ö
> ö�7�:;*�,���^ø�þ��B��õ����1*
> ö�7�8=*�,��Aù���Ïþ���^ø��!�1*
> ö�7	?@*�,���^ø�þ�� ù���Ïþ���^ø��!���/*
> ö�7�A2*�,"ü&%��Cÿ�þ��2�<��ù���0��^ø1õ��1*
> ö�7�C=*�,	�Cü&%���ÿ�þ#4�^ø�þ�� ù�������;�'þ#��«ø��.�'�«õÏþ���^ø
> �����1*ó uv��o�j��|}~j��¡tv{	¸y{Tp�tvj�t���r�mgÖ
> ø[ù��Cÿ'ù��Q�gþUö�74:���ú

p = true, q = true, A = false

p = true, q = false, A = false

p = false, q = true, A = false

p = false, q = false, A = true

> ø[ù��Cÿ'ù��Q�gþUö�7�8���ú
p = true, q = true, A = false

p = true, q = false, A = false



��Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q

p = false, q = true, A = false

p = false, q = false, A = false

> ø[ù���ÿ�ù���þUö�7	?��Wú
p = true, q = true, A = true

p = false, q = false, A = true

> ø[ù���ÿ�ù��Q�'õ�þUö�7�A4�Wú
p = true, q = true, r = true, A = false

p = true, q = true, r = false, A = true

p = true, q = false, r = true, A = false

p = true, q = false, r = false, A = false

p = false, q = true, r = true, A = true

p = false, q = true, r = false, A = true

p = false, q = false, r = true, A = true

p = false, q = false, r = false, A = true

> ø[ù���ÿ�ù��Q�gþÓö�7�C���ú
p = true, q = true, A = true

p = true, q = false, A = true

p = false, q = true, A = true

p = false, q = false, A = true

È
XT§0µ�³�±<³�± þ E���G
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¾ m]{T}·j��Nj�pso�j�tvr�÷�}~j��¡¸�j�p�k�j��v}n{T�¡�vp�ry�"r���k�wDk�rymvj�}n{T�¡��{�}�}�j���j�mz�gÌ º ¿z� ¶ Ó r���r{Tm�mBu|{T�so�p�r��vp�rBwD{Ttvkn��k�{Tm�oqr.�s{�}�}�j���j�m��2Ì º ¿zpTÌNwTj��l�vk~j���ry��{D}·m|ry�l�vp�{�t|{�� �ár�p

p ¶
> ö�7�:Me�9�:;*#,"üI%��Cÿ�þ�þ#�f�«õ'4�^ø���� ù���'%>�g%.��ú

ej18 h 1 := C þ  ((p þ µ C þ  q) ª�C´ m)
þ µ m

> ö�7�:Me�9�:;*#,%÷L����÷�þ-%�,�õ@�äö�7�:Le�94:���ú
ej18 h 1 := C þ  ((p þ µ C þ  q) ª�C´ r)

þ µ r
> ø[ù��Cÿ'ù��Q�'õ þÓö�7�:Le�9�:	��ú

p = true, q = true, r = true, A = true

p = true, q = true, r = false, A = true

p = true, q = false, r = true, A = true

p = true, q = false, r = false, A = true

p = false, q = true, r = true, A = true

p = false, q = true, r = false, A = true

p = false, q = false, r = true, A = true

p = false, q = false, r = false, A = true

¾ m�{D}·j��Nj�pso�j�t|r X mvr.ÙNjE¿Ï�vp�ry�|}�{T��j��¡wTrym]}nry��mvry�l�|p�{T�¢t|{�}�j��¡¸�j�p�k�j��v}�{D�TÖ
> ö�7�:Me�9�8=*#,"üI%��Cÿ�þ#��«ø���ù��� üI%��Cÿ�þ#�>����� �-4�^ø��.�Wú

ej18 h 2 := C þ  ( C þ  q ªZC6´ ( C þ  p þ µ q) ª�C6´ p)

> ø[ù��Cÿ'ù��Q�gþUö�74:Me�9�8���ú
p = true, q = true, A = true

p = true, q = false, A = true



Ú�Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q

p = false, q = true, A = true

p = false, q = false, A = true

¾ m�}�ry��j��Nj�pso�j�t|ry� ê é�¿ ë é¡ÙNjE¿ º uv{�w�j��l�vk�j�p�}�r���mvr��l�vp�{D�Àtv{�� ¿]m��"ryp º ¿pDÖ
> ö�7�:Le�9	?@*#,Cü&%��Cÿ�þ>üI%���ÿ�þ��2�-%f�«õ0!�;�g%H�1*
> ö�7�:Le�9	?@*#,"÷M����÷�þ-%�,��=�-�,'õ@�äö�7�:Le�9�?��/*
> ö�7�:Le�9�A2*#,Cü&%��Cÿ�þ>üI%���ÿ�þ��2�-%4ù�Q�'!� �g%.�1*
> ö�7�:Le�9�A2*#,"÷M����÷�þ-%�,��=�-�,'õ@�äö�7�:Le�9	A��/*
> ø[ù���ÿ�ù��Q�'õ�þUö�7�:Le�9�?���ú

p = true, q = true, r = true, A = true

p = true, q = true, r = false, A = true

p = true, q = false, r = true, A = false

p = true, q = false, r = false, A = true

p = false, q = true, r = true, A = true

p = false, q = true, r = false, A = true

p = false, q = false, r = true, A = false

p = false, q = false, r = false, A = false

> ø[ù���ÿ�ù��Q�'õ�þUö�7�:Le�9	A���ú
p = true, q = true, r = true, A = true

p = true, q = true, r = false, A = true

p = true, q = false, r = true, A = true
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p = true, q = false, r = false, A = true

p = false, q = true, r = true, A = true

p = false, q = true, r = false, A = true

p = false, q = false, r = true, A = false

p = false, q = false, r = false, A = false

È
XT§0µ�³�±<³�± þ �g¶ ó {Tj�m
A1 := p⇒ (q ∨ r) A2 := q ⇒ ¬r

A3 := p A4 := q ∧ ¬r.ó {	oqpqj�o�j:tv{�tv{D��ry��oqp�j�p º u|{�}~jl�vp�r��"ry��knwTk�x�m��sk�£yu|k�{Tm�oq{ P {T��u|mNj:o�j�u�oqry}nry£yÐ�j�Ö
A1 ∧ A2 ∧ A3 ⇒ A4.

ó k�oqry��j���ry�
p = V

Ì
q = F

¿
r = V

��{�ry�v�s{Tp�¸�j º u|{�}�j.�vpsry�"ry��knwTknxym P oqr��»j:{T}
¸�j�}nryp

F
wDrym]}�r º uv{�mvr�{D��uvmvj:o�j�u�oqry}nry£yÐ�j ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ �g¶÷²é ó {Tj
p := H

È�Å�ïBíÝÅ�ï|��ô�Çòï²äNÊ�Ì
q := (H 6= ∅) Ì r :=

È�æ�È�æ�È�ÿ»È�íNÉÑÊ'í2È�ï�É4ÇqÊ
äNÈ�Ç�É�È�í2È�í2È�Æ�È�å�y�Ì

s := H
È�Å:Æ�È�ÇòÇså�ÃBÊ ¶ i·j:�vp�kn��{DpqjlÙvk��"x�oq{T�sk���{D�TÖ

A1 := (q ∧ r ∧ s)⇒ p.ij:��{D£yuvmvtvj�Ùvk��"x�oq{T�sk���{T�DÖ
A2 := (q ∧ s)⇒ r.ij:wTr�mvwT}nuv��knxym�{T�DÖ

B := s⇒ pó {	oqp�j�o�j:t|{�t|{T��ry�so�pqj�p���k�}�j:�sk�£yu|k�{Tm�oq{	�|p�ry�"ry�sk�wDk�xymz{T�¢uvmNj:o�j�u|oqry}nry£yÐnj|Ö
(A1 ∧ A2)⇒ B.

ø ÙNj�wDk�{Dmvtvr��su]o�j��v}~jltv{	¸y{TpstNj�t��s{�wDry���|p�uv{D�Nj º uv{�mvr.}�r:{T� ¶



Ú X ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
X é ó {Tj

p
ÖÍÌ.åñÈ�Å�äNÈ�Ç���È�Æ�É�Ê�Ì

q
ÖÍÌ.åñÈ�Å�ä|åyÇ�{

i
Ö¾ÌlíßÄîÿ�ä|å�Ç���{�wTry���vpsuv{T�Nj º uv{�}�j�|p�ry�"ry�sk�wDk�xymz��kn£yuvk�{Dm0o�{	{T�¢{Tm�{���{Tw�oqr�uvmNj:o�j�u|oqry}nry£yÐnj|Ö

((p⇒ q ∧ i) ∧ q ∧ ¬i)⇒ ¬p.

ê é ó k
h
{D�ãî|åmì�îBïNÈ�æ ô�å�Ì

s
{T�ÀÈ�æ0Å�Äîí"Ã�ÄÍÆ�å�É�Ê�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�È·¿

r
{D�ÀÈ�æ�ÿ:ÄîíNÄ�Å�É<ÇqÊ�É4ÄÍÈ�í2È�Çså£�[��í

{Dm0o�rymvwT{D��{T}6p�j� Tr�mNj���k�{Tm�oqr º u|{l�s{l�vps{T�s{Tm0oqjÏmvr»{T��wTr�p�p�{DwDoqrÏ�"r�p º uv{�}~j���kn£yuvkn{Tm0o�{�|p�ry�"ry�sk�wDk�xymzmvr�{D��uvmNj:oqj�u|o�ry}�r�£yÐ�j�Ö
(¬h⇒ s ∨ r) ∧ (h ∨ (¬h ∧ ¬r))⇒ ¬s.

È1XT§0µ�³�±4³�± þ �á¶ ó {�j�m p :=
|VÊEÅ£ÁÏô�å�í��RæÂåÝÆ�å�ÇòÇ�È�Çså�Ì

q :=
±�È�Ã�ÇqÊc�òïNÈñÈ�æ�ÅEÈÍô�ïBí"ÃBÊ�Ì

r :=
}�å�ÿ���í#�òïVÈlÈ�æ2ÅEÈÍô�ïBí"ÃBÊÀ¿

s :=
À å�Çòæ�ÊEÅ
�òïNÈ:È�æ2ÅEÈÍô�ïBí"ÃBÊ ¶

¾ }·pqj� DrymNj���k�{Dm0o�r º uv{��s{��vps{T��{Dm0oqj�{T��wTrypsp�{DwDoqr��"ryp º uv{�}�j.�sk�£yu|k�{Tm�oq{��|p�ry�"ry�skÂ�wDk�xym�{D��uvmNjlo�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j�Ö
((p⇒ q ∨ r) ∧ (q ⇒ ¬p) ∧ (s⇒ ¬r) ∧ p)⇒ ¬s.

¾ m:{D��{DwDo�rvÌ�wDry��r�}~jÀÔv}Âoqkn��j�Ùvkn�"x�oq{D��k��S{D� p �"rBtv{D��r��¼�suv�"rymv{Dp º uv{ p {T�S¸y{Dp�tNj�t|{Tp�r ¶Ó r���r
p
{T�ã¸y{Dp�tNj�t|{Tp�rl}~j��vp�kn��{Tpqj�Ùvk��"x�o�{T�sk��ãtvknwT{ º uv{�r��vkn{Tm q {T�ã¸y{TpstNj�tv{Dp�r:r�}�r{D�

r ¶ i·jÀ��{D£yuvmvtNj�Ùvkn�"x�oq{D��k��k�mvtvknw�j º uv{���k q {T�6¸y{TpstNj�tv{Dp�r�{Tm0o�rymvwD{T� p {T�6�4j�}��srvÌ��"r�poqj�m0o�r]m|r]��{.�vuv{Tt|{�tvj�p
q
¸y{TpstNj�tv{Dp�r ¶�¾ m�oqrym|wT{D� r {T�	¸y{Tp�tvj�tv{Dp�r ¶ i·j��s{Tm�oq{DmvwTk�jwDrym0o�pqj�psp�{DwTÐ��|p�rBw�j�tv{�}~j�oq{Dp�wD{Tpqj�Ùvk��"x�oq{T�sk��ãknmvtvk�wTj º uv{���k r {T�ã¸y{Tp�tvj�tv{Dp�r:{Tm�oqrym|wT{T�

¬s {T�¢¸�{Tp�tvj�tv{TpsrvÌVwDry��r º u|{Tp�Ð�j���ry��tv{D��r��soqp�j�p ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ �g¶ ó k a > b

{Dm0oqr�mvwT{D�¡{òÎ|kn�so�{�uvm»mBÔ|��{Dp�r�mvj�oquvp�j�}
d
o�j�} º uv{ a = b+ d ¶�À{.k�£yuvj�}S��j�mv{DpqjÏ�sk

b > c
{Tm�oqrymvwD{T��{�Î�k���oq{.u|mñm0Ôv��{Dp�rzmNj�oqu|pqj�}

d′
o�j�} º uv{ b =

c+ d′ ¶ ��{�{T��oq{���rBtvr.u|�qj�mvt|r»j��l�vj���k�£yuvj�}�tvj�tv{T�¡��{��vuv{Dtv{�{T��wDp�kn�vk�p
a = b+ d = (c+ d′) + d = c+ (d+ d′)

wDrym]}�r º uv{�{D��{DwDo�kn¸�j���{Dm0oq{��s{�¸y{Dp�kÂÁNw�j a > c ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ �g¶ i·jÀo�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j º uv{6½su|�soqkÂÁNw�j�{D}|��àDoqrBt|r�tv{¡tv{D��ry��oqp�j�wTknxyml�"r�p¼wTj���r��{D�TÖ

((p⇒ a1 ∨ ... ∨ an) ∧ (a1 ⇒ q) ∧ ... ∧ (an ⇒ q))⇒ (p⇒ q).
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¾ m]{T}�wTj���r��Nj�psoqknwTuv}�j�p�tv{ n = 2

��{	oqk�{Dmv{�Ö
((p⇒ a1 ∨ a2) ∧ (a1 ⇒ q) ∧ (a2 ⇒ q))⇒ (p⇒ q).

Ó u|¿�j.o�j��v}~jltv{	¸y{TpstNj�t�{D�soq��{���{TwDo�kn¸�j���{Dm0o�{	��ryp���j�tNjl�sxy}�r:�"ryp�ù ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ E���¶ ¾ }�{Ñ½s{Dp�wDk�wDk�rR{T��wTrym|��{TwDuv{TmvwTk�j°tv{�}~j����sk�£yu|k�{Tm�oq{D��{ º u|kn¸�j�}n{Tm|wTk~j��}�xy£�k�wTj��TÖ

p ↓ q ⇔ ¬(p ∨ q)
p ↓ p⇔ ¬(p ∨ p)⇔ ¬p

¬p ↓ ¬q ⇔ ¬(¬p ∨ ¬q)⇔ p ∧ q
p|q ⇔ ¬(p ∧ q)

p|p⇔ ¬(p ∧ p)⇔ ¬p
¬p|¬q ⇔ ¬(¬p ∧ ¬q)⇔ p ∨ q
(p|q)|(p|q)⇔ ¬(p|q)⇔ p ∧ q

È
XT§0µ�³�±<³�± þ ESEN¶ Ó ry��rÀ}�j�Ù|k��"x�o�{T��kn� P (x)∧¬P (x)
{D�S�sk�{T���vps{Ò�4j�}��qj¢}~j¢k����v}nknwTj�wDk�x�m

{T���sk�{D���|p�{�¸y{TpstNj�tv{Dpqj ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ E�d�¶ ó {�tv{Tt|uvwT{Dm�tvk�ps{TwDoqj���{Tm�oq{	tv{�}~j�o�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j�Ö

∃x P (x)⇔ ¬(∀x¬P (x)){Tm {T}��vp�kn��{TpÏwTj���rÝj��v}�knw���m|tvry}�j?j ¬P (x)
¿+{Dm {T}���{T£�uvmvtvr8w�j��srdoqr��»j�m|tvrß}~j

{ º uvkn¸�j�}�{DmvwTk�j:tv{�}~j���mv{T£yj�wTknrymv{D� ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ EUfg¶ ü j� Trymvj���r��Ït|{T��ry�so�pqj�mvt|rß}~j°��{Dm0o�{TmvwDk~jßwTrym�oqp�j�p�ps{TwTÐn�vp�rBwTj|ÖR��k
a 6= 0

ÌVwDry��r�{T�
a ≥ 0

{Tm�oqrym|wT{D����{�oqkn{Tmv{
a > 0 ¶ ��{�{D�soq{���rBtvr:oqry��j�mvt|r ε = a��{�¸�{Tp�kÂÁNw�j º uv{�{�Î�k���oq{ ε ¸y{Dp�kÂÁNw�j�m|tvr 0 < ε ≤ a ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ E>g¶÷²é ó {�j:{T}guvm|kn¸y{Dp���r
U
tv{�}�j��¡�"{Tps��rymNj��¢¿Ï}nry�¡�vps{Ttvknw�j�t|ry�

E(x) =
ÅEÈ�Ç�È�Å�ä|å�Ñ2Ê�æ

¿
P (x) =

ÅEÈ�Ç¡äNÈ�ÇòÄÍÊTÃ�Ä�Å�É å�Ö
¬(∀x ∈ U(E(x)⇒ P (x)))



Ú ë ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
r.{ º uvkÂ¸�j�}n{Tm0o�{T��{Tm�oq{

∃x ∈ U(E(x) ∧ ¬P (x)).ó u�m|{T£�j�wDk�xym�{D�TÖ
∀x ∈ U(E(x)⇒ P (x)){D�so�r�{D�TÌ·É�ÊTÃBÊEÅ�æ�ÊEÅ:È�Å�ä|å�Ñ2Ê�æ�È�Å�ÅEÊ�í�äNÈ�ÇòÄÍÊTÃ�Ä�Å�É å�Å ¶

X é ó {�j
U
{T}¡wDrym�½suvm�oqrètv{z}�r��lw�j���knmNj�m0o�{T��¿?{D}¡�vp�{Dtvk�wTj�tvr

B(x)
õh��ÊEÅ�É�Èò�Eå ¶

¾ m�oqrymvwD{T�DÖ
(∃x ∈ U B(x))⇒ (∀x ∈ U B(x)).ó u�m|{T£�j�wDk�xym�{D�TÖ
(∃x ∈ U B(x)) ∧ (∃x ∈ U ¬B(x)).

¾ ��oqr�{T�TÌSÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�í�äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å�Å í ïVÈ#��ÊEÅ�ÉÑÈò�Eå�í ì	äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å�Å í ïNÈ�í2Ê���ÊEÅ�ÉÑÈò�Eå�í ¶
ê é ¾ mñ{T}¼uvmvkn¸y{Dp��sr U tv{.}�j����"{Tp��srymNj�����{:oqr��»j�m�}nry�	�|p�{Tt|k�w�j�tvry�

M(x)
õñÈ�Å

ÿ»ÊTÃ�Ä�Å�É�ÊÀ¿
P (x, y)

õ�Æ�Ê�í2ÊEÆ�È�å�ì�Ö
∀x ∈ U ∃y ∈ U (P (x, y) ∧M(y)).

ó u�m|{T£�j�wDk�xym�{D�TÖ
∃x ∈ U ∀y ∈ U (¬P (x, y) ∨ ¬M(y)).

¾ ��oqr�{T�TÌSÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�í�äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å�Å í ïVÈ�í2ÊzÆ�Ê�í2ÊEÆ�È�í�å»íNÄîí0ôm��í'ÿ»ÊTÃ�Ä�Å�ÉÑÊ ¶
ë é

∀p, q ∈ R p < q ∃s ∈ Q p < s < qó u�m|{T£�j�wDk�xym�{D�TÖ
∃p, q ∈ R p < q ∀s ∈ Q ((s ≥ q) ∨ (s ≤ p)).

¾ ��oqr�{T�TÌSÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�íèÃBÊEÅ�í��Bÿ»È�ÇqÊEÅ�Ç�È�å�æ�È�Å p, q Å�Äîí'í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ	Ç�åBÆ�ÄÍÊ�í"å�æ�È�Å�È�íNÉ4Ç�ÈlÈ�æîæ�ÊEÅ ¶Øyé ó {�j
P
{T}�wTr�m�½suvm0o�r�tv{�}�ry�¡mBÔv��{Tpsry�¢�vpsk���ry�TÖ

∀p ∈ P ∃q ∈ P p < q.

ó u�m|{T£�j�wDk�xym�{D�TÖ
∃p ∈ P ∀q ∈ P p ≥ q.

¾ ��oqr�{T�TÌSÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�ïBí�í���ÿ»È�ÇqÊ�ä"ÇòÄîÿ»Ê.ÿ�åmì0Ê�Ç í ïVÈlÈ�æ�ÇqÈ�Å�ÉÑÊ�ÃBÈ�æ�ÊEÅ�í��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ�äáÇòÄîÿ»ÊEÅ ¶
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È
XT§0µ�³�±<³�± þ E���¶�¾ } lim(xn) 6= a

�sk

¬(∀ε ∈ R+(∃n ∈ N(∀m ∈ N(m > n⇒ |xm − a| < ε))))rl{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{T��{Tm�oq{�Ì|uv��j�mvtvr:}�j�{ º uvkÂ¸�j�}n{TmvwDk~j�}nxy£yknwTj�{Dm0o�p�{�}~j�kn���|}�kÂw�j�wTknxym p⇒ q¿ ¬p ∨ q Ö
∃ε > 0 ∀n ∃m > n |xm − a| > ε.

È
XT§0µ�³�±<³�± þ E���¶ ��{T��ry��oqpqj�wTk�r�mv{T�¢�"r�p¢knmvtvuvwDwTk�x�mgÖ
kîé
1 + ...+ n = n(n+ 1)/2 ¶ú¡j���{�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�{Tm]{D��{DwDoqr���{�wTuv���v}n{ º u|{ 1 = (1 · 2)/2 ¶�Sj���r�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�uv�qj�mvtvr�}~jlÙvk��"x�o�{T�sk���tv{�k�m|tvuvwTwDk�xym��s{�oqkn{Tmv{�Ö

1 + ...+ n+ (n+ 1) = (1 + ..+ n) + (n+ 1) = n(n+ 1)/2 + (n+ 1).

ø {T�¢uvmNj.wDry���|p�ry�Nj�wTknxymz¸y{Dp�kÂÁNw�j�p¢}~jlk�£yuvj�}�tvj�tztv{��"ry}nk�mvr���knr��TÖ

n(n+ 1)/2 + (n+ 1) = (n+ 1)(n+ 2)/2.

k�k~é
Σn

k=1(2k − 1) = n2.ú¡j���{�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�{Tm]{D��{DwDoqr���{�wTuv���v}n{ º u|{ 1 = 1 ¶�Sj���r�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�uv�qj�mvtvr�}~jlÙvk��"x�o�{T�sk���tv{�k�m|tvuvwTwDk�xym��s{�oqkn{Tmv{�Ö
Σn+1

k=1(2k − 1) = Σn
k=1(2k − 1) + (2n+ 1) = n2 + 2n+ 1.

ø {Tm]{D��{DwDo�r���{	oqkn{Tmv{�Ö
n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2.

k�knk~é
2n ≤ (n+ 1)!.ú¡j���{�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�{Tm]{D��{DwDoqr���{�wTuv���v}n{ º u|{ 2 ≤ 2! = 2 ¶�Sj���r�tv{�k�m|tvuvwTwDk�x�mgÖ�uv�qj�mvtvr�}~jlÙvk��"x�o�{T�sk���tv{�k�m|tvuvwTwDk�xym��s{�oqkn{Tmv{�Ö

2n+1 = 2n · 2 ≤ (n+ 1)!2.
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ø wTry��r

2 ≤ n+ 2
��{	oqk�{Dmv{ º u|{�Ö

2n+1 ≤ (n+ 2)!

wDry��r º u|{Tp�Ð�j���ry��tv{D��r��soqp�j�p ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ E|�2¶ ú�j���{�tv{�knmvtvuvwDwTknxymgÖ ((p ⇒ a1) ∧ (a1 ⇒ q)) ⇒ (p ⇒ q)

{T��uvmvj
oqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j�wTry��r:¸Bk���ry�¡{Tm]}�ry�¢j��vuvm0o�{T� ¶�Sj���rdtv{�k�m|tvuvwTwDk�xym2Ö ¾ �zuvmNjßwTr�mv��{DwTuv{DmvwTk~jdk�m|��{Dtvk~j�o�jRtv{�}~j°{ º uvkn¸�j�}�{DmvwTk�j}nxy£yknw�j�Ö

(p⇒ a1 ∨ ... ∨ an ∨ an+1)⇔ ((p⇒ a1 ∨ ... ∨ an) ∨ (p⇒ an+1)).

È1XT§0µ�³�±4³�± þ E��g¶ ó {�j x ∈ U
tvrymvtv{

U
{T�6{T}0wTrym²½suvm0o�r�tv{ã{D�so�uvtvk~j�m0oq{D� ¶ ó {Tj R(x) :

È�æ
È�Å�É4ï|Ã�Ä4å�íNÉÑÈ

x
È�Å�ÃBÈlÈ�Å�ÉÍå�Æ�æÂå�ÅEÈ ¶ ó {Tj P (x) :

´ãæ6È�Å�É4ïvÃ�Ä4å�íNÉ�È
x
ÿ:Ä4ÃBÈ�È�Å�É4ÇòÄÍÆ�É å�ÿ»È�íNÉ�È

ÿ»È�í2ÊEÅ í ïVÈ @ ê-i«� ¶�¾ }�pqj� DrymNj���kn{Tm0o�r:��{��vuv{Dtv{���k��l�"ry}nkn Tj�p�{Tm]}~j���ryp���j
(H1 ∧H2)⇒ Tt|rymvtv{

H1 := ∀x ∈ U R(x)⇒)P (x) ∨ ¬P (x)).

H2 := ¬P (a)

T := R(a)¿Gtvr�mvtv{
a
ps{T�vps{T��{Dm0oqjÝjÙ�6{Ttvpsr ¶ ¢	�|��{Tp�¸�j���ry� º uv{ H1

{D����kn{T���vp�{
V
¿ º uv{o�ry��j�mvtvr

R(a) := F
¿
P (a) := F

�s{	oqk�{Dmv{ º uv{�{D}�p�j� Tr�mNj���k�{Tm�oqrlmvr.{D��¸���}nk�tvr ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ d���¶

Ë knmv£yÔvm��Nj�Ðn��ÙNj.£�j�mNj�tvr:oqrBtvj��¢}�j�����{DtNj�}n}~j�Ö
¬(∃x∀y M(x, y).

¢�{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{D��{Dm0o�{
∀x∃y¬M(x, y).×6rBt|ry�¢}�ry���Nj�Ð��s{T�¢ÙNj�m]£yj�mNj�tvr�j�}n£yuvmNjl��{TtNj�}�}�j|Ö ∀x∃y M(x, y) ¶â }n£yÔvm��Nj�Ðn��ÙNj.£�j�mNj�tvr�j�}n£yuvmNjl��{TtNj�}n}~j�Ö ∃x∃y M(x, y) ¶â }n£yÔvm��Nj�Ðn��mvr�ÙNj:£�j�mNj�tvr.mvk�mv£�uvmNj:��{DtNj�}n}~j ∃x∀y ¬M(x, y) ¶
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È
XT§0µ�³�±<³�± þ d�EV¶ P (2, 3) : F

Ì
P (5, 10) : V

Ì
P (2, 3) ∧ P (5, 10) : F

Ì
P (2, 3) ∨

P (5, 10) : V
Ì
P (2, 3) ⇒ P (5, 10) : V

Ì ∀m ∈ N ∀m ∈ N P (m,n) : F
Ì

∃m ∈ N ∀n ∈ N P (m,n) : V
Ì ∃n ∈ N ∀m ∈ N P (m,n) : F

Ì ∀n ∈ N P (1, n) :
V,∀m ∈ N P (m, 1) : F ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ dSd�¶³VÄ1å�å�æ�È�ÿ»È�í2ÊEÅ�ÃBÈ @ �'�'��ä"É å�Åé�¡Æ�Ê�ÿ»È�Ç�ÁlÈ�í'æÂå]Æ�å��È�É�È�Ç�ð4å>ê

ó {Tj
U
{T}2wTrym�½su|m0oqr:tv{	�"r���k��|}�{T���vp�{DwTknry��t|{	}~j�wDry��k�tNj ¶ ó {Tj P (x) : x < 1000 ¶ó {�j

q :
Æ�Ê�ÿ»È�Ç�Á¡È�í.æÂå�Æ�å��È�ÉÑÈ�Çòð4å ¶Ë uv{D�soqp�j¢��p�j���{�{D�TÌ�{Dm�}n{Tmv£�uNj²½s{¼��ryp���j�}<Ì P (x)⇒ q ¶ó u�mv{T£yj�wTknxym�{T� ¬ (P (x)⇒ q)

Ì º u|{ã{T�}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{�{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{ãj ¬ (¬P (x) ∨ q) ¶�6rypS}�jÀ}�{�¿�tv{�tv{���ryp�£yj�mgÌ�{T��oqr�{T�¼{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{¡j P (x)∧¬q. ¾ m:}�{Dmv£yuvj�½s{ãmNj�oquvpqj�}ÍÖå�å�æ�È�ÿ»È�í2ÊEÅ�ÃBÈ @ �'�'��ä"ÉÍå�Åaì�í2ÊzÆ�Ê�ÿ»ÊÏÈ�í'æÂå�Æ�å��È�ÉÑÈ�Çòð4å>ê
µ"ÊTÃBÊEÅ�æ�ÊEÅ~î|å>�TÄîÉÍå�íNÉÑÈ�Å�ÃBÈut�å�Ã�Ç�Ä4Ã�åEÄ4åsõDå�íRÈ�í'ÿ»È�É4Ç�Êmê
ó {Tj

U
{T}áwTrym�½su|m0oqrltv{�ÙNj��vkÂo�j�m�oq{D�¡t|{���j�tvpsk�t ¶ ó {Tj P (x) : x

åEÄ4åsõDåÏÈ�í�ÿ»È�É<ÇqÊ ¶ij.��p�j���{�{T�À{Tm�}n{Tmv£yuvj�½s{	��ryp���j�} ∀x ∈ U ;P (x) ¶ ó u�mv{T£�j�wTk�x�m�{T� ¬∀x ∈ U P (x)º u|{�{T�¢}�xy£�k�wTj���{Dm0oq{�{ º u|kn¸�j�}�{Tm�oq{�j ∃x ∈ U ¬P (x) ¶�¾ m�}n{Tmv£yuvj�½s{	mNj�oquvp�j�}ÍÖÈõyÄ�Å�É�È�å�æ ôm�Bí�î|å>�TÄîÉ å�íNÉ�È�ÃBÈzt�å�Ã�ÇòÄ4Ã í ïNÈ�í2ÊVåEÄ4åsõDå�È�í'ÿÏÈ�É4ÇqÊmê
� ÄîíBôm��íJî|å>�TÄîÉÍå�íNÉ�È�Ã�Èut��EÅ�ÉÑÊ�æ�È�ÅlÆ�Ê�ôBÈlÈ�æå�ïBÉÑÊm����Å�êó {Tj

U
{T}BwTr�m�½suvm�oqr�tv{ãÙNj��|kno�j�m0oq{D�6t|{���x��soqr�}�{D� ¶ ó {�j P (x) : x

Æ�Ê�ôBÈ�È�æ|å�ï�É�Êm����Å ¶ij���p�j���{¡{T��{Dm.}�{Dmv£yuNj²½s{���r�p���j�} ¬(∃x ∈ U P (x)) ¶ ó u:mv{T£�j�wTknxym:{T� ∃x ∈ U P (x) ¶¾ m]}�{Dmv£yuvj�½s{	mNj�oquvpqj�}ÍÖÈõyÄ�Å�É�È�å�æ ôm�Bí�î|å>�TÄîÉ å�íNÉ�È�ÃBÈzt��EÅ�ÉÑÊ�æ�È�Å í ïNÈ:Æ�Ê�ôBÈlÈ�æå�ïBÉÑÊm����Å�ê
y	åmì�äNÈ�Ç�ÅEÊ�í"å�Å�È�í'ÉÑÊTÃ�å�Å�æÂå�ÅlÆ�ÄîïvÃ�å�ÃBÈ�Å í ïVÈ�ï0ÅTå�íRÈ�æ�É4Ç�å�í|Å�äNÊ�ÇòÉ�È�äD�|�Tæ ÄÍÆ�Êmêó {Tj

U
{D}2wDrym�½suvm�oqrltv{��"{Tps��rymNj���¿

V
{D}2wDrym�½suvm�oqrltv{�wTknuvtNj�tv{D� ¶ ó {Tj P (x, y) :9 å�äNÈ�ÇqÅEÊ�í"å x ï0ÅTåÏÈ�æáÉ<Çså�í|Å�äNÊ�ÇòÉÑÈãäD�|�Tæ ÄÍÆ�Ê�È�í�æÂåÏÆ�Äîï|Ã0å�Ã y ¶�¾ m0oqr�mvwT{D�TÌv{Tmz}n{Tmv£yuvj�½s{��ryp���j�}<ÌÒmBu|{T�so�pqjñ��p�j���{]{T� ∀y ∈ V ∃x ∈ U P (x, y) ¶ ó uÝmv{T£�j�wTknxymÝ{D� ¬∀y ∈

V ∃x ∈ U P (x, y)
Ì º uv{�{T�Ò}�xy£�k�wTj���{Dm0o�{�{ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{Àj ∃y ∈ V ¬∃x ∈ U P (x, y){ º uvkn¸�j�}�{Dm0o�{�j.�su]¸y{T �j ∃y ∈ V ∀x ∈ U ¬P (x, y) ¶Ò¾ m]}�{Tm|£yuNj²½s{	mNj�o�uvpqj�}<Öî|åmì:Æ�Äîï|Ã�å�ÃBÈ�Å�È�íÏæÂå�Å í ïVÈ�ívÄîíBô�ï�í2Ê�ÃBÈ¡Å�ï�Åxî|å>�TÄîÉ å�íNÉ�È�Å¢ï�ÅTå�È�ævÉ<Çså�í|Å�äNÊ�ÇòÉÑÈ¼äD�|�Tæ ÄçæÆ�Ê ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ dSf�¶ j�é

P (n) :
n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6



Ú�Ú ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
ù�{Dp�kÂÁ º uv{T��ry�¢}�j:�Nj���{�tv{�knmvtvu|wTwTknxym P (1) ¶ �6r�p¢uvmNj.�vj�pso�{�Ì

1
∑

k=1

k2 = 1

¿Ï�ár�p¢r�o�pqj
1(1 + 1)(2 · 1 + 1)

6
= 1

¾ m]wTrym|��{TwDuv{TmvwTk�j|Ì P (1)
{D�

V ¶ù�{TpsknÁ º uv{D��r�� º uv{l�vj�½sr»}~j�Ù|k��"x�o�{T��kn��t|{lknmvtvuvwDwTk�x�mdç P (n)
{D�

V
é�{T�

P (n) ⇒
P (n+ 1)

oqj��l�vknàTm
V
öv{T�¢tv{TwDk�pDÌ º uv{ P (n+ 1)

{D�
V.
�Sj�p�j.{D}�}�rlw�j�}nwTuv}�j���ry�

n+1
∑

k=1

k2 =
n
∑

k=1

k2 + (n+ 1)2 =
ç��"ryp¢Ù|k��"x�o�{T��kn��tv{�k�mvtvu|wTwDk�xymVé

Ì

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 = (n+ 1)

[

n(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)

]

=

= (n+ 1)

[

2n2 + 7n+ 6

6

]

== (n+ 1)
((n+ 1) + 2)(2(n+ 1) + 1)

6}nr º uv{�k����v}nknwTj º uv{�Ìv{Dmz{���{Tw�oqrvÌ|{D� P (n+1)
¸y{TpstNj�tv{Dp�r ¶ �6ryp�knmvtvuvwDwTknxymgÌ ∀n ∈ N

Ì
P (n)

{T�
V ¶�Vé

P (n) : 2n > n+ 1
�vj�pqj

n ≥ 2 ¶
Ë uv{T��oqpsr�j�p�£yu|��{Dm0oqr�wDry��k�{Tm| �jz{Tm n = 2 ¶ �6ryp	o�j�m0oqr|Ì·}~jz�vj���{�t|{�knmvtvuvwDwTk�x�mñ}�j�"rBtv{D��ry��oqr��»j�pÀwTry��r

P (2) ¶ P (2)
{D�

V
Ìá¿�j º uv{ 22 > 2 + 1 ¶ i·j»Ùvk��"x�oq{T�sk���tv{knmvtvuvwDwTknxyml{D� º u|{ P (n)

{T�
V ¶ ù�{Dp�knÁ º u|{T��ry� º u|{��Nj²½sr�{D�soqj�Ùvk��"x�oq{T�sk��DÌy{D� P (n+1)¸y{Dp�tNj�tv{Tp�j|Ö

2n+1 = 2n2 >
ç��"ryp�Ùvk��"x�o�{T�sk���tv{�k�mvt|uvwTwDk�xymNé

> (n+ 1) · 2 = n+ 2 + n > n+ 2 = (n+ 1) + 1i�uv{D£yr ∀n ∈ N
Ì
P (n)

{T�
V ¶wEé

P (n) : xn − yn {D��tvkÂ¸�kn��kn�v}n{��"ryp x− y
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ij»�Nj��s{:tv{:knmvtvuvwDwTknxym'{T�

V
Ì2¿�j º uv{ x − y

{T�	t|kn¸Bk��sk��v}n{��"ryp
x − y

ç4ry��¸�knr0é ¶ i·jÙvk��"x�o�{T�sk��tv{ãk�mvtvu|wTwDk�xym�{T� º u|{ xn−yn {T�6tvkn¸Bk��sk��v}n{��"r�p x−y ¶ ù�{Tj���ry�6�sk P (n+1){T�
V
Ö

xn+1 − yn+1 = x(xn − yn) + (x− y)yn

º u|{�{T�.wD}~j�pqj���{Tm�oq{Ït|kn¸Bk��sk��v}n{»�"ryp (x − y)
��k¡}nr�{D�

(xn − yn) ¶ �6ryp:knmvtvuvwDwTknxymgÌ
∀n ∈ N

Ì
P (n)

{D�
V ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ dZg·¶ ó {�j P (x, y)
Ö
y
È�Å:È�æ|ä|å�Ã�ÇqÈ�ÃBÈ

x ¶ã¾ ��wT}�j�p�r º uv{�o�rBtvr x o�k�{Dmv{�uvm�Nj�tvps{�ÌB�"{Tpsr�m|r�{T�ãwDk�{Dpsoqr º uv{À{òÎ|kn�soqj�j�}V��{Tmvr��Òuvm x º uv{À{T�ÒÙvk ½sr�tv{ y ç º uv{À�|uv{Ttv{mvr.oq{Dmv{Dp�Ùvk ½sry��{Tm�j��v�sry}�u�oqr0é ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ dS��¶�ì j�¿zwTuvj�oqpsr�w�j���ry�DÖj�é

x ≥ 0, y ≥ 0 ¶�¾ m�oqr�mvwT{D� xy ≥ 0
¿Ï��{�o�k�{Dmv{ |xy| = xy = |x| |y| ¶�Vé

x < 0, y ≥ 0 ¶S¾ m0oqr�mvwT{D� xy ≤ 0
¿���{ão�k�{Tm|{ |xy| = −xy = (−x)y = |x| |y| ¶wEé

x ≥ 0, y < 0 ¶�¾ m�oqrymvwD{T� xy ≤ 0
¿:��{�o�k�{Dmv{ |xy| = −xy = x(−y) = |x| |y| ¶tVé

x < 0, y < 0 ¶Ï¾ m�oqrymvwD{T� xy > 0
¿è�s{�oqkn{Tmv{ |xy| = xy = (−x)(−y) =

|x| |y| ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ dS�g¶ µ"ÊTÃBÊ	È�íNÉÑÈ�ÇqÊÀÿ�åmì�Ê�Ç í ïNÈ @ iÀÈ�Å¢È�ævÆ�ï|å�Ã�Çså�Ã�Ê�ÃBÈÒï�í.í��Bÿ»È�Ç�Ê	È�íNÉ�È�Ç�Ê ¶�6ryp�{Ñ½s{T���v}nrvÌN{T}

21
mvr�{T�À{D}wTuvj�tvpqj�tvr»tv{�uvm�{Tm�oq{Dp�rvÌV¿�j º uv{ 42 = 16

{T�À��{Tmvr�p
º u|{ 21 ¿ 52 = 25

{T�¢�»j�¿yryp ¶
µ"ÊTÃBÊÏÈ�íNÉ�È�ÇqÊ�ÿ�åmì�Ê�Ç í ïNÈ�jzÈ�Å�ÿ¦�Bæ É<Ä ä"æ�Ê�ÃBÈc���»ÃBÈ E ¶Ò¾ } X�ê {D���vpsk���r ¶
100n + 1 > n2 ¶ ú�j��so�jèoqry��j�p n ��u|ÁNwDk�{Dm0oq{D��{Tm0o�{'£�pqj�mvt|{ ¶ �6ryp�{�½s{T���v}�rvÌ

n = 1000 ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ d��á¶ ó k √2

{T��pqj�wTk�r�mNj�}"{Tm0o�rymvwD{T�¢{�Î�kn�soq{Dm
p, q ∈ N

�vp�kn��r���{Dm0oqps{	��Ð2tv{
��rBtvr º uv{

√
2 = p/q.

¾ }n{D¸�j�mvtvr]j�}¼wTuvj�tvpqj�tvr]�s{.ry�|oqkn{Tmv{ 2q2 = p2
wDrymñ}nr º u|{ p2 {T���Nj�p�¿'�"ryp�o�j�m0oqrç4tv{D��ry��oqp�j�tvrÏ{Tmè}�r���j��vuvm�oq{T�qé

p
{T�	�Nj�p ¶ ó k p {T�	�Nj�p�{Tm�oqrymvwD{T��{òÎ�k��so�{ r ∈ N

tv{
��rBtvr º uv{ p = 2r

wDrym.}�r º u|{ p2 = 4r2 ¶ ��{¢{D�so�{¢��rBt|r 2q2 = p2 = 4r2
tv{�tvrymvt|{

��{�tv{Ttvu|wT{ º u|{ q2 {D�ã�vj�p�¿:�"ryp�oqj�m0o�r q {T�Ò�Nj�p ¶¼¾ m0oqr�mvwT{D� p ¿ q ��rym»j��l�"r����Nj�p�{D�{Tm]wTrym�oqpqj�tvk�wDwTknxym�wDrym]{T}�Ùv{DwòÙ|r�tv{ º u|{�}�r���Ùv{T��ry��o�ry��j�tvr:�vp�kn��r��¡{Tm0o�p�{���Ð ¶
ó k

π + x
{T�Ïpqj�wTknrymNj�}�{Dm0o�rymvwT{D�z{�Î�k���oq{

y ∈ Q
tv{���rBtvr º uv{ π + x = y ¶��{T�s�"{Ñ½�j�mvt|rGry�|o�{Tmv{D��ry�

π = y − x
Ì	wDrym }nr º uv{ π

{D��}~jßtvkn��{Dp�{DmvwTk�jdtv{Rtvr��



� Û ��q~r Î {�n*�ãv¾kmj¯�R�0Ïx����q
m0Ôv��{Tp�r��:p�j�wTknrymNj�}�{T���"ryp�o�j�m0oqr'pqj�wDk�rymvj�} ¶ Ó ry��r π

m|rè{D�:pqj�wDk�rymvj�}Òo�{Tmv{D��r��:}~j
wDrym0o�pqj�t|k�wTwDk�x�m ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ dS�g¶ j�é ó {Tj

p :=
ÅTå�æ ôBÊßåßæÂå Æ�å�æîæ�È.¿

q :=
ÿ»È�åEÄ�Å�ÉÑÊ ¶*¾ m0oqr�mvwT{D�TÌÀ{T}p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr:{D�

[(p⇒ q) ∧ p]⇒ q.

¾ }�p�j� Trymvj���kn{Tm�oqr:{D�¢¸���}�k�t|r]ç4��rBtvuv���"rymv{Dmv��é ¶
�Vé ó {�j

p :=
æÂå�Æ�Ê�ÿ:Ä4Ã�å�Äîí2Æ�æ ï�ì0È»È�æ"ä"ÇòÄîÿ»È�Ç�ä"æÂå�ÉÑÊ�¿

q :=
æÂå'Æ�Ê�ÿ.Ä4Ã�åzÄîí2Æ�æ ï�ì0È»È�æ

ÅEÈÍô�ïBí"ÃBÊ.ä"æÂå�É�Ê ¶�¾ }Òpqj� DrymNj���k�{Dm0o�r���{Dp�Ð�j [p ∧ q] ⇒ p ¶�¾ ��oqr'{T��uvmNj]o�j�u|o�ry}�r�£yÐ�j�Ì¿�j º uv{l}~j�kn���v}nkÂw�j�wDknxym���ry}nrÏ�vu|{Ttv{:�s{Tp��4j�}���j���k p ∧ q
{T�

V
¿
p
{T�

F ¶ �6{Tpsrz{T�so�r{D�Ïkn���"r���k��|}n{�Ì��"ryp º uv{'�vj�pqj º uv{ p ∧ q
��{Tj

V
{D�Ïm|{TwT{D�qj�psk�r º uv{ p ��{Tj V ¶ ¾ }p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr:{D��wDryp�ps{TwDo�r ¶

wEé ó {�j
p :=

`VÈ�í"Ã�ådÈ�Å�ï�íVå]ä|å�æÂå>�TÇså°ÃBÈ�ô�Á�í2È�ÇqÊ©��È�ÿ»È�íNÄîí2Ê ¶ ó {�j q :=
`VÈ�í"Ã�å

È�Å'ï�íVå�ä|å�æÂå>�TÇ�å°Å�ÄîíBô�ïBæÂå�Ç ¶h¾ }�pqj� DrymNj���k�{Dm0o�rß�s{Tp�Ð�j p ⇒ [p ∧ q] ¶ ¾ �soqrdmvrd{T�u|mNj�oqj�u|oqr�}�ry£�Ð�j|ÌS¿�j º uv{��sk p {T� V ¿
q
{T�

F
��{zo�k�{Tm|{

V ⇒ F º uv{�{D� F ¶?¾ }p�j� Tr�mNj���k�{Dm0oqr:m|r�{T�¢wTrypsp�{Tw�oqr ¶
tVé ó {�j

v :=
å�å�æ�È.ÿ»È�í2ÊEÅ�ÃBÈ @ �'��Ì

s :=
É�È�íBôBÊ�Ã�Äîí2È�ÇqÊÏÅ�ïº�¡Æ�ÄÍÈ�íNÉÑÈ�Ì

c :=
æ�Ê'Æ�Ê�ÿ¦æ

ä"ÇqÊ ¶°¾ }¡p�j� Trymvj���kn{Tm�oqr'{D�.wDryp�ps{Tw�oqrè�vuv{D�soqr º u|{�}~j���kn£yuvkn{Tm0o�{Ï��{Dm0o�{TmvwDk~j�{T�.u|mNjoqj�u|o�ry}�ry£�Ð�j|Ö

((v ⇒ s) ∧ (s⇒ c) ∧ v)⇒ c.



Ò ÌsÓ,Ô"[�aÕÍg^ k

l Í)Ø ^�\�e"[Pm ^Vn

¾ mG{T��oq{'w�j��vÐno�uv}�r°j��"ryp�tNj�p�{T��ry��{D}Ào�{T��jRtv{T}Àtvkn��{D¹vr°¿Ý{D¸�j�}�uvj�wTknxym tv{'j�}n£yryp�kÂo����ry�DÌã{T��t|{TwTknpTÌãtv{]�vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqry�.j�u|o�ry�»��oqknwTry�:t|{�ps{T�sry}�uvwDk�xymdtv{]�vp�ry�|}�{T��j�� ¶ó {�tv{�ÁNmvknpq��{T}wTrym|wT{D�|oqrÏtv{lj�}n£yrypskÂoq�.rvÌN��{�tv{D��wTpsk��vknpq��{T}}�{Tm|£yuNj²½s{�{Dm º u|{�¸�j���r��j�{T�swTpsk��vknp�}�ry��j�}�£yr�p�kÂo���r���ç4�v�s{Tuvt|r�wDxBtvkn£yr0é	¿ñ�s{»knm0oqpsrBtvuvwDk�pq�zuvmNj���{TtvkntNj]t|{»}�j
�"rymvtNj�tztv{�uvm]j�}�£yrypskÂoq�.rvÖ6}~j�wTry���v}n{Ñ½sk�tvj�t»{Tm�{D}2�"{Tryp¡tv{�}�ry��wTj���ry�DÌv{T�so�r.{D�TÌvuvmNj
{T�so�k���j�wDk�xym�tv{D}Sm0Ôv��{Dp�rÏt|{lry�"{Tp�j�wDk�rymv{D���v����knw�j�� º uv{lp�{Tj�}�kn �j�{T}Sj�}n£yrypskÂoq�.r�{Dm�{T}w�j��sr�������wDry���|}�knw�j�t|r ¶

ó {��vps{Doq{Dmvtv{ º uv{�j�}2ÁNmNj�}�tv{D}·wTj��vÐÂoquv}nr:{T}·j�}nuv��mvrvÖ
• Ó rymvr� TwTj»}�r���wTr�mvwT{D�|oqry��tv{���rBtv{D}�r�wTr����|u|o�j�wDk�rymvj�}ÍÌNj�}n£yrypskÂoq�.r.¿�wTry���v}n{��½sk�tvj�tz¿z�s{T�Nj.tvk��swT{Dp�mvknp¢�sk�uvm]�vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr:{T�¢r�mvr.uvm�j�}�£yr�p�kÂo���r ¶
• ¾ ��wDp�k��vj�j�}�£yr�p�kÂo���r��¡{Tm]�v��{DuvtvrBwDxBtvk�£yr ¶
• Ó rymv��oqpsu|¿�j�j�}n£yrypskÂoq�.ry����{Tm|wTkn}�}�r���¿è�s{�j]w�j��Nj� �tv{�j�mNj�}nk� Tj�p�}Âry�TÌg{T�so�uvtvk�j�mvtvr��u]wTry���v}n{Ñ½skntNj�t ¶

¶c�4� o %Xp���34783�!:�&%�' ó %{ð)%�. ��2�!:'
ÜÀmvr�t|{�}�ry�	�vuvm0o�ry���vp�knmvwTkn�Nj�}n{T�	tv{�ps{T}~j�wTknxymè{Tm�oqp�{�}�j�����j�oq{D�»��oqknwTj���¿è}�jzk�m|��rypÑ�
�»��o�k�wTj°{D�z}~j ÇqÈ�ÅEÊ�æ ïVÆ�Ä	��í å�ïBÉ�Ê�ÿ�è�É4ÄÍÆ�åÝÃBÈ�ä"ÇqÊm�Tæ�È�ÿ�å�ÅòÌ¢{T��oqrd{D�TÌÀ}~j°wTr�mv�so�p�uvwDwTknxym
tv{���à�oqrBtvr�� º uv{��"{Tp���knoqj�mdj��"rypstNj�p:wTr�m8}~j�jE¿BuvtNjètv{D}�ryp�t|{TmNj�t|ryp.�sknoquvj�wTknrymv{D��»j�o�{T����o�knw�j��.{Tm0o�{	wTry���v}�knwTj�tNj���r�}�j��"rypsk�r��qj�� ¶ i·j���wTj�}nwTuv}�j�tvryp�j��¡¿yÌV�»����ps{TwDk�{TmB�oq{T��{Tm�oq{�Ì6}nry���|p�ry£yp�j���j��	tv{�w���}�wDuv}�r��sk��l�"xy}nknwDrRç4��{Tpskn¸y{�ÌS��j��v}n{�Ì6��j�oqÙ|{T��j�oqknw�j|Ì
��j�oqÙ|}~j�� ¶Â¶Â¶ é���rymG{Ñ½s{D���|}�ry��t|{�}~jRjE¿BuvtNj°{�ÁNwTkn{Tm0o�{ º uv{��vp�{D�so�j°}~jñ��� º uvk�mNjñ{Dm

� ÷



�yX ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
o�{Ttvknry�qj���rñwTry���v}�{�½�j��.wDuv{Tm�o�j���u r�oqp�ry�.�vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqry�.t|rymvtv{�Ùvj��vkno�uNj�}n��{Tm�oq{
{D}Soqk�{D���"r»¿'}�jÏ�vpsry�Nj��vkn}�kÂtNj�t'tv{:{Tpsp�ryp	j�}Sp�{�j�}�kn �j�ps��{l�"ryp�uvmNjz�"{Tps��rymvj���rymè�lu|¿
£�pqj�mvt|{T� ¶

¾ }�wD}�kn{Tm�oq{Ò�v}~j�m0oq{Tj�uvml�|p�ry�v}n{T��j º u|{���{��vu|{Ttv{ã��ryp��lu|}~j�p�{Tm�oqàDp���k�mvry�·�vp�{DwTkn��ry�¿?{D}�knm|��ryps�»��oqkÂwTr'ÙNj�wT{�psk�£yuvpsry��r'{T}¡ý ©�ª�Cá�§Bªv®?±4§�C" þ8tv{T}¡�vpsry�v}�{D�»j�Ì�{T�so�uvtvk�j���ký µ²§B¨T§�CáEª?¨ þ ©<¥³�±BADC ÌNtvkn��{T¹vj�uvm�ý µ þ ³y§B´6±4®?±�§�Cá þ��Nj�p�j��vuv�sw�j�pÀtvknwòÙvj���ry}nuvwTknxymgÌ
´·§B®è¥§B¨DEµ²ª º u|{.�suñ��àDo�rBtvrzps{T�suv{T}Â¸y{.{T}S�vp�r��v}�{D�»j�¿'{D�soqu|tvk~jÏ}~j §>øS³�±4§�C³0±�ª tv{t|k�w�Ùvr���à�oqrBtvr ¶

��p�ry�|}�{T��jlp�{Tj�}��}�j�m0o�{�j���kn{Tm0o�rl��ryps�»j�}��p�{T�s{Tm�o�j���ry}nuvwTknxym
â }n£yrypskno���r º uv{�tNj:}~jl��ry}nuvwTknxym��{D��r��soqp�j�wTknxym
¾ �so�uvtvknr�tv{�}~jl{DÁNwDk�{DmvwTk�j

¾ mz{T}"o�{T��j�j�m0o�{Tp�knrypÒ��{�knm0o�p�rBtvu�½sr�{T}á}n{Tmv£yuvj�½s{Àtv{�}~j�}�x�£yk�wTj�wDry��r�{�½s{T���v}nr�tv{}nr º uv{ º uvkn{Tp�{»tv{DwTknp���{Dplp�kn£yuvpsry��r]¿ñ��ryp���j�}nkÂ �j�p�{T}ã{Tm0uvmvwDk~j�t|r�t|{Ïuvm?�vpsry�v}�{D��j ¶
¾ m8{D�soq{zo�{T��jèj�mvj�}�kn �j�ps{T��r��l}�j��l��kn£yuvk�{Dm0o�{T�:{�o�j��Nj��.tv{D}��vpsrBwT{T�srvÖzwTrym|�soqpsuvwTwDk�xymt|{ ªN©�b þ µ�±î²® þ ¨ Ì"tv{T��ry�so�pqj�wDk�xym�tv{l��uè�sry}n¸y{DmvwDk~j�¿�{T��oquvtvknrztv{l��u�{DÁNwDk�{DmvwTk�j|Ìgknm��o�p�rBtvuvwDk�{Dmvtvr?{T}�wDrymvwD{T�|o�rdtv{ ³ þ ® ý ©�§�X�±4´ªN´ ¿Ý��uG��ryp���j�}nkÂ �j�wDknxymÝ�»j�o�{T����oqkÂw�j ¶

��{DÁvmNj���ry��{T}2wTrym|wT{T��oqr�tv{	j�}�£yr�p�kÂo���r|Ì��"r�mvk�{Dmvtvr:{T}gj�wT{Dm0o�r.{Tm�}�ry��{T}n{T��{Tm�oqry�
º uv{�}�r.wDrym|��r�p���j�m ¶
8 §>ø1C±4³�±BADC�d)GBE�G§E ³gÈ	ÃBÈ���í2È ªv©Bb þ µ�±�²® þ?Æ�Ê�ÿ»Ê�ï�í.ä"ÇqÊEÆ�È�Ã�Äîÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê.Æ�Ê�í|Å�É<ÇòïNÆ�É<Äçå�Êä|å�Çså°æÂåRÇ�È�ÅEÊ�æ ïNÆ�Ä	��íIÃBÈ]ïBí?ä"ÇqÊm�Tæ�È�ÿ�å í ïNÈ�Æ�Ê�í�Å�É å?ÃBÈ]æ�ÊEÅzÅ�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈ�Å'È�æ�È�ÿ»È�íNÉÑÊEÅ?;ïBí2ÊEÅÏtNj�o�ry�ztv{�{Dm0oqp�j�tNj@ÃBÈ'í"å�É4ï�Çså�æ�Èò�Eå'ä"ÇqÈ�Æ�Ä�ÅTå�ÿ»È�íNÉÑÈ'ÃBÈ���íNÄ4Ã�å[��ïBí"åèw�j�m�oqkntNj�t
ÁvmvknoqjÀt|{�k�mv��oqpsuvwTwDk�rymv{D��Ê�Ç�ÃBÈ�í"å�Ã�å�Å í ïNÈ¢å�ä"æ ÄÍÆ�å�Ã�å�Å¡å�æ�ÊEÅ¢Ã�å�É�ÊEÅ¢ÃBÈ�È�íNÉ<Çså�Ã�å�Ê��òÇqÈòÆ�È�í|�É4Çså�Å�ï�í"å»Æ�å�íNÉ4Ä4Ã�å�Ã8��íNÄîÉÍå�ÃBÈ�Ê�äNÈ�Ç�åBÆ�ÄÍÊ�í2È�Åé�ïBí"å	��ry}nuvwTknxym�ä"Ç�È�Æ�Ä�ÅTå.ÃBÈ�æyä"ÇqÊm�Tæ�È�ÿ�å.ÃBÈ
ä|å�ÇòÉ4Ä4Ã�å�ê

��ry�¢wTry��{Tm�o�j�psk�ry�¡��r��vp�{�{T}go�àTps��knmvr.j�}�£�ryp�kÂo���r|Ö
kîé"�vp�rE¸Bk�{Tm|{�tv{T}ymvry�l�vps{¼tv{T}y��j�oq{D�»��oqknwDr���pqj��"{�tv{D}y��k�£�}�r¡�)ëevÀæ÷ægq£îNÊ[äÒå�ÇòÄ��Tÿ:ÄîÌ
knkîé�o�k�{Dmv{»uvm?��k�£�mvknÁNwTj�tvr�������j����v}�knr º uv{Ï{T}ã��{Dpqj���{Tm�oq{»j��v}nk�wTj�tvr�j�}�j����j�o�{T����oqknwTj��TÌ2wTry��r��|p�rBwT{Dtvk���k�{Dm0o�rztv{�ÁNmvkntvr]�vj���r]j��vj���rz¿�{Dmvw�j���knmNj�tvr�jzuvm

wDk�{Dpsoqr:ÁNm ¶



Â|jlkmj_}~y=r���pM������vxp�yRzÙï_ywî[yR�Jru�ãv�z �yê

ü {T�qj�}no�j���r�� º uv{�Ökîé�}�j�mNj�oquvp�j�}�{D �j�tv{�}nry��tNj�o�ry�¡tv{�{Dm0o�pqj�tNjlt|{T�"{	�s{Tp¡{�Î|j�wDoqj���{Tm�oq{�tv{T�swTp�kÂo�j
ç4uvmNj:}�k���o�jlt|{�m0Ôv��{Tp�r��¢{Tm�oq{Tpsry�TÌNuvm]mBuv��{Tpsr�p�j�wTknrymNj�} ¶Â¶n¶ é�ök�k~é�}�j���ry�"{Tp�j�wDk�rymv{D� º u|{.{T}�j�}n£yryp�kÕoq�.rÏps{�j�}nk� Tj»��rymè��k�{D���vp�{luvmNjzwTj�m0o�k�tNj�tÁNmvknoqj|Ì|�Nj�p�j:uvmvry�¢tvj�oqr��¢tv{	{Tm0o�pqj�tvj.tv{	}�ry� º uv{�j�tv��kÂoq{�{T}�j�}�£�ryp�kÂo���r|Ì�{T��oqr�{T�DÌN{T}j�}�£�ryp�kÂo���rl��kn{T���vp�{�o�{Tp���k�mvj|Ìvj��"r�pso�j�m|tvr.uvm�¸�j�}nryp�t|{���j�}�kntNj|ö

k�knk~é¢�s{:tv{T�swTp�kn�"{:uvmNjÏtv{D��ry��oqp�j�wTknxym'r�j�}S��{Dmvry��uvmNjÏ{D¸Bkntv{Tm|wTk~jÏtv{ º uv{:{T}j�}�£�ryp�kÂo���rlp�{D��uv{D}n¸y{�{D}��vp�ry�|}�{D�»j|ö
kn¸|é��s{Ï{D�soqu|tvk~j�{Tm?�vp�r���u|mvtvk�tvj�tR¿R{Tm°o�àTp���k�m|ry���|p�{TwDk��sry��}~j]wTry���v}n{Ñ½sk�tvj�t

tv{T}áj�}n£yryp�kÂo���r|Ì�{T��t|{TwDk�pTÌBtv{�j�}�£�uvmNj���j�mv{Dpqj»ç º uv{À�vp�{DwTkn�qj�p�{D��ry��éòÌ�{D}Voqk�{D���"r»ç4r�{T}{T���vj�wTknr0é º uv{	¸�j�j.mv{DwT{D��kÂo�j�p¢�Nj�p�j.r��|oq{Dmv{Tp¢}~jl��ry}nuvwTknxym�t|{�{D�so�{��vp�ry�|}�{D�»j ¶¸|éÀ}�j�p�{D���vuv{D�soqj�{D�	�|p�{TwDk���j|Ì2}�r º uv{l��k�£�mvknÁNwTj º u|{:�s{:r��|oqkn{Tmv{�{D}Sp�{D��uv}Âo�j�t|r{T���"{Dpqj�t|r ¶:¾ �so�r]mvr º u|k�{Dp�{:tv{TwDk�p º uv{.}~j»p�{D���vuv{D�soqj]��{Tj�mv{DwT{D�qj�psk~j���{Tm�oq{:{�Î|j�wDo�j�Ì��k�m|r º uv{�wTuv���v}n{�}~j���wDrymvtvknwTknrymv{D� º uv{��s{�}~jñ{�Î�kn£y{Tm ¶ â �qj��"{DpTÌ���{��vu|{Ttv{��ár�p
{Ñ½s{T���v}nr:tvkn��{T¹vj�p�uvm�j�}�£yr�p�kÂoq�.rl�vj�pqj:r��|oq{Dmv{Tp�{T}2¸�j�}nryp¡mBu|��àDp�k�wDr.j��vpsrEÎ�k���j�tvrltv{
uvmNjzwDk�{Tp�o�jÏknm0oq{D£ypqj�}�ç�r�u|mñ}nÐ���kÕoq{�Ì2rzuvmNjzry�"{Dpqj�wDk�xym ¶n¶Â¶ éñwDrymèuvmè{Tpsp�ryp�tv{T}¼rypstv{Tmtv{�}~j�����k�}nàD��kn��j�� ¶ ó k¢{T}�j�}n£yryp�kÂo���r�{T�soq�R�vk�{DmÝwTrymv��oqp�u|k�tvr|Ì¡{D}�p�{D��uv}Âo�j�t|rRmvr°{D�mv{TwD{T�qj�p�k�j���{Dm0o�{]{D}�¸�j�}�rypl{�Î|j�wDo�rRtv{]t|k�w�ÙNjèknm0oq{D£ypqj�}�ç4rè}�Ð��.kÂo�{�Ì�u8ry�"{Tp�j�wTknxym ¶Â¶n¶ é�Ì�"{Tp�rè¸y{Tp�kÂÁNw�jè}~j��:wTr�mvtvk�wDk�r�mv{T�.�"{TtvkntNj��DÌ�{T��oqrR{D�TÌ¡j��vp�r�Î�k���j�}�j���ry}nuvwTknxymd{�Î|j�wDoqj
wTrym]uvm]{Tpsp�ryp���{Tmvryp º uv{.÷���k�}nàD��k���j ¶

��{	}�j���ry�v��{Dps¸�j�wTknrymv{T��kîé�¿»knkîé�t|{T}g�v��p�p�j���r:j�m0o�{Tp�knryp��s{	tv{Tt|uvwT{ º uv{	wTuvj�mvtvr.�s{tvk��s{T¹Njzuvmñj�}�£�ryp�kÂo���r»��{.t|{T�"{.�qj��"{Dp�wTr�m º uvà:oqkn�"rztv{:tNj�oqr����s{.�vuv{Dtv{:oqpqj��Nj�½�j�p¿IwTuN��}�{T�]�srym }�j���ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�]�N����knw�j�� º uv{R�s{R�vuv{Dtv{Tm wTrymv�sk�tv{Dpqj�pTö�{T�so�ry��tvry�{T}�{D��{Tm0o�ry�ãwTrym|�soqkÂoqu|¿y{Dmz}nr º u|{���{���u|{T}n{�tv{Tmvr���knmNj�p ® þ ´·§B© þ ³ þ ® ý ¥�EªN³�± þ C·ªN©Ñ¶
ÜÀm���rBtv{T}nr�wDry���vu|o�j�wTk�r�mNj�}�ÙNj��vkÂoquNj�}�{T��{T}wDrymvrBwTkntvr»wDry��r�® � « ç�Çså�í"ÃBÊ�ÿ

åBÆ�ÆòÈ�ÅqÅ.ÿ�åBÆéîBÄîí2È�éÀtvrymvt|{�}�ry�	tNj�oqry��{T��o���mñ��ryps�»j�tvry�	�"r�p�mBÔv��{Tpsry��{Tm0o�{Tpsry��¿è}�j��
ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�¢�N����knw�j�����rym]}~j�����kn£yuvk�{Dm0o�{T�TÖ

kîé8� ¨�±�bDCªN³�±�ADC j.uvm]tNj�oqr.tv{�uvmNj.tvknp�{TwDwTknxym�tv{���{D��r�p�k�j ¶k�k~éi·j��¼ry�"{Dpqj�wDk�rymv{D��t|{ ¨�¥®°ª£êáµ²§�¨�Eª£ê2®è¥6©î²± ý ©4±�³yªN³�±çALCJÐè´6±��·±4¨�±�ADC ç4wT��}�wDuv}�rtv{�wTrBwTkn{Tm�oq{	¿zps{T�so�r0é¡tv{�mBÔ|��{Dp�ry�¢{Dm0o�{Tp�r�� ¶k�knk~é�i·j ³ þ ® ý ªvµ²ªN³�±�ADC tv{�tvr��SmBÔv��{Tpsry�S{Dm0o�{Tp�r�� a, b Ì��vu|tvk�{Dmvtvr�tv{DwTknpS�sk a < b
Ì

a = b
r
a > b ¶

¾ �so�{�{T�¢{T}���rBtv{T}nr:wTry���vu|oqj�wTknrymNj�}2wDrym º uv{�mvry�sr�oqpsry��¸�j���r���jloqpqj��Nj²½�j�p ¶
¢��v��{Dps¸�j�p º u|{èuvm ��rBtv{T}nrßwDry���vu|o�j�wTk�r�mNj�}À{T��uvmI{Tm�oq{ñj��|�soqp�j�wDo�r ¶ i·jdj�pÑ�

º u|knoq{DwDo�uvpqj?tv{�}�ry�»ryp�t|{TmNj�tvryp�{D���"r�pzu|mI}~j�tvr°¿ �"rypÏr�oqpsrß}~jRo�{TwDmvry}�r�£yÐ~jRtv{�}�j
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�|p�ry£yp�j���j�wTknxym:ÙNj�wT{Dm»tv{�uvm���rBtv{T}nr�wTry���vu|oqj�wTknrymNj�}vuvmvj��»� º u|k�mNj	wTrym|wTp�{�o�j º u|{j�tv��kÂoq{�{T��r��	tNj�oqry�:ç<j�t|{TwTuvj�tNj���{Tm�oq{lps{T�vps{T��{Dm0oqj�tvry�qé�wDry��rÏtNj�oqry��tv{l{Dm0oqp�j�tNj�¿
ps{�j�}nk� TjÀwDrym:{D}�}nry�6{D�qj��¼ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T�S�N����knw�j��6¿�oqrBtvj��¼j º uv{T}n}~j��Sr�oqpqj�� º uv{¡��{¡�vuv{Dtv{Tmps{�j�}nk� Tj�p¡wDry��r:wTry�l�vknmNj�wDk�xymÏtv{�}~j���r��"{Tpqj�wTk�r�mv{T�¢�v����knw�j�� ¶

¾ m�{D�so�{8��{Dm0o�k�tvrI�"rBtv{T��ry���"rymv{Dpèr�o�p�ry��{�½s{T���v}�ry�'tv{d��rBtv{T}nry�'wTr����vu�o�j��
wDk�rymvj�}�{D� ¶
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ø ÙNj�¿'uvmNjz�|p�k���{Tp�j»k�m�oq{Tps{T��j�m0o�{.wDuv{T��oqknxymètv{:�qj��"{Dp ¤g¥·¦R²± ý�þ ´§ ý µ þ �6©4§�p

®RªN¨�¨T§ ý ¥·§B´§�Cßµ²§B¨ þ ©��"§0µ tv{Dm0o�p�r�tv{Àu|m»��rBtv{T}nr�wDry���vu|o�j�wTknrymNj�} ¶S¾ �ãwDrymvrBwDk�tvrç4j�uvm º uv{¢o�j�pstvx�¸�j�psk�ry���sk�£y}nry��{Tm�tv{D��wDuv�vp�knp��s{Eé º uv{À}nry���vpsry�v}n{T��j���t|{�}~j�oqp�kn��{DwTwDk�xymt|{luvm���m|£yuv}nr�ç4t|kn¸Bk�tvknp¢uvm���mv£yuv}nr»{Dm'o�p�{D���s{TwDo�ryp�{D�	kn£yuNj�}n{T�qé�Ì"}�j�tvu|�v}�knw�j�wDk�xym�t|{T}
wDuv�"r�ç4tNj�tvr�uvm�wTu|�"r»wTrymv��oqpsuvk�p�r�o�p�r º uv{�oq{Dmv£�j�{�Î|j�w�o�j���{Tm�oq{�{T}·tvry�v}n{�tv{�¸�ry}�u����{Tm º uv{¢{D}v�vp�kn��{Dp�r0é·¿l}�j�wTuvj�tvpqj�oquvp�j	tv{T}vwTÐnp�wTu|}�r�ç�tNj�tvr	uvm�wDÐ�pswTuv}nr	wTr�mv�so�p�uvknp�uvmwDuNj�tvp�j�tvr�wDrym]{�Î|j�w�o�j���{Tm�oq{�{T}���k��s��r:��ps{�j�é�mvr.��{��vuv{Dtv{Tm�p�{D��ry}Â¸y{Tp¢wDrym]p�{T£�}~j�¿
wDry���N���TÌ0{T�so�r�{T�DÌ�mvr�ÙNjE¿.uvmÏj�}n£yrypskÂoq�.r�wTu�¿�j���knmv�so�p�uvwDwTk�r�mv{T�Ò{T�so�àTm»��r�p���j�tNj����"ryp
wDry�l�vk�mvj�wTknrymv{D�Òtv{�}�j��Òry�"{Tp�j�wTknrymv{D���N����k�wTj��ãtv{D}á��rBtv{T}nr�wDry���|u|o�j�wDk�r�mNj�}Ntv{Tmvr���kÕ�
mvj�tvr)sÀÈ�Ê�ÿ»È�É4Çòð4å�Æ�Ê�ízÇqÈÍô�æÂå©ì.ÆòÊ�ÿ�ä|è�Å º uv{��"{Tp���knoqj	p�{Tj�}�kn �j�p¼{T��j��ãwDrymv��oqp�u|wTwTknrymv{D� ¶

ÜÀmNj]�s{T£yu|mvtNj�wTu|{T�so�k�xymRkn���"ryp�o�j�m�oq{:{D��}�j�tv{�wTr�mvrBwT{Dp�}�r���ý µ þ �S©�§B®°ªN¨�¤g¥·§
µ²§0ªN©4®°§�CáE§+¨D§ ý ¥§B´·§UC#µ²§�¨ þ ©��"§0µ {DmÝuvm8��rBtv{D}�r�wTr����vu�o�j�wDk�rymvj�} ¶?¾ ��t|{TwDk�pTÌj º u|{T}�}nry�.�vpsry�v}�{D�»j��.�Nj�p�jñ}�r�� º u|{�}�jè��u|wT{D��k�x�mGt|{�ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T� º u|{�{D��{Tw�oqÔNjR{D}j�}�£yrypskÂoq�.r º uv{Ï}nry��ps{T�suv{T}Â¸y{Ï�vp�{DwTkn�qj�tv{»u|m°oqk�{D���"r�p�j� DrymNj��v}n{'ç4m|r'tv{»��kn}n{T��tv{j�¹vry�¼�ár�p¼{Ñ½s{D���v}nr0é�Nj�pqj	j��"ryp�o�j�pS}�j���ry}nuvwTknxymltv{T}|�vp�ry�|}�{T��j ¶6ì j�ps{T��ry�¼r�o�pqj��¼wDrym���sk�tv{Dpqj�wDk�rym|{T�ãj�wT{Dp�wTj�t|{À{T��o�j���{D£yuvmvtNj��vp�{D£yuvm�o�j������ãj�tv{T}�j�m0o�{�wTuvj�mvtvr�ÙNj��v}�{D��r��
t|{�}�j:wDry���v}�{�½sk�tNj�t ¶
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¾ oqj��Nj�÷yÖ-��}�j�m0o�{�j���kn{Tm�oqr¢{Tm�oqàDp���k�mvry�g��ryp���j�}n{D�TÖ��s{Òoqkn{Tmv{Dm�t|ry�}�k���o�j���tv{ÒmBÔv��{Tpsry�{Tm0o�{Tpsry��tv{'oqj���j�¹vry�

n
¿
m
wTrypsp�{T�s�"rymvtvkn{Tm�oq{T�]j?}�ry�»k�m|£yp�{D��ry�»¿+j?}�ry�»£�j���oqry�

p�{T�s�"{Tw�oqkn¸�j���{Tm0o�{ ¶ i·jÏ��uv��jÏtv{:}nry��{T}n{T��{Tm0o�ry��tv{l}~j»�vpsk���{Tpqj�}�kn�so�j��vpsry�"ryp�wDk�r�mNj}�ry�Àk�m|£yp�{D��ry� ¶ Ó rym�{D}S��k��s��r��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr»�vj�pqj»}�j���{D£yuvmvtvjz}nk��soqj���{lry�|o�k�{Dmv{Tm}�ry��£yj��so�ry� ¶�¾ }��vj�}~j�m|wT{	{T�¢}~jltvkn��{Dp�{Tm|wTk~jl{Tm�oqp�{�k�mv£�p�{T�sry��¿Ï£�j��so�ry� ¶
¾ oqj��Nj X Ö"��p�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr��Nj�pqj�ps{T��r�}n¸y{Dp¼{T}��vpsry�v}�{D�»j ¶6¾ �¼{�¸Bk�tv{Dm0oq{ º uv{¡{T}��vp�r��v}�{ò��»j�o�k�{Dmv{À�sry}�u|wTk�x�m�¿ º uv{��s{��"rBtvp�Ð�j�ps{T��r�}n¸y{Tpã��j�m0uNj�}��.{Tm�oq{ ¶ ó {Ào�pqj�oqj�tv{�{D��wDp�kn�vk�p{T��{��|p�rBwT{Dtvk���kn{Tm0o�r:�»j�mBuNj�}2�Nj�p�j º uv{��s{��|uv{TtNj.ÙNj�wD{Tp�j�u|oqr��»��o�knw�j��.{Tm0o�{ ¶
��j�oqr���tv{À{Tm�oqp�j�tNj|Ö

a1, a2, ..., an

¿
b1, b2, ..., bm

ÌBtvry�ã}�kn�so�j��Òtv{ÀmBÔv��{Dp�ry�ã{Tm�oq{Dp�ry� ¶
��psrBwT{Dtvk���k�{Dm0o�rvÖ£y{Dmv{Tp�j�p�uvm.�vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr º u|{�¸�jE¿�j	p�{DwTrypsp�k�{Dmvtvr�}nry�S¸�j�}nryp�{D��tv{}~jÏ}�kn�soqjÏtv{:k�mv£yps{T�sry��t|{T��t|{�{T}��|p�k���{Dp�rzÙNj��so�jz{T}¼{TmvàD��kn��rz¿'tv{.}nry�	£yj��so�ry��t|{T��t|{
{T}á�vpsk���{Tp�r�ÙNj���o�j�{D}2{D��àD��kn��r�¿�tvry�ã¸�j�p�k~j��v}�{D�TÌBuvmNj�tvrym|tv{��s{�¸�j�mzj�¹Nj�t|k�{Dmvtvrl}nry�
¸�j�}nryp�{D��tv{	}nry�¡k�m|£yp�{D��ry��¿Ïr�o�pqjl�Nj�p�jl}�ry�¡£yj��so�ry� ¶ �Sk�mvj�}n��{Tm�oq{�ÙNj�wT{Tp�}�jltvkÂ��{Tps{TmvwDk~j�Nj�pqj:ry�|o�{Tmv{Dp�{D}��Nj�}�j�mvwD{ ¶
ÜÀmNj�¸�{T  º uv{���j��"{T��ry�ãwDxy��r�p�{T�sry}n¸y{Dpã{T}"�|p�ry�v}n{T��j º uv{Tps{T��ry��{D��wDp�k��|k�pÒ{D}áj�}n£yryp�kÂo����rltv{	��j�mv{Tp�j º uv{��s{�j:wT}�j�p�rl{Tm���u�{T�swTpsknoqu|pqjl¿��4��wTkn}átv{�oqpqj�tvuvwDk�p�jluvm�}n{Tmv£yuvj�½s{wTrymvwDp�{�oqr»tv{��vpsry£yp�j��»j�wTknxym ¶�¾ }}n{Tmv£yuvj�½s{�tv{�}�r��Àj�}n£yrypskÂoq�.ry��{Tm�mBu|{T�so�p�r»wTr�m0oq{òÎ0�oqrvÌ�{D�soqrè{T�TÌÒ{Tmd{T}¡��rBtv{T}nr }wv2t �s{���uv{D}�{zwTr�mvrBwT{Dp.wTry��r�äNÅEÈ�ï|ÃBÊEÆº�TÃ�ÄÂôBÊ.¿?{D�soq�
��ryp���j�tvr:�"ryp�}�r�����kn£yuvk�{Dm0o�{T��{T}�{D��{Dm0o�ry�TÖ
i·r�� ´·ª| þ ¨:´§]§UC"Eµ²ªN´ª �srymz¸�j�psk~j��v}�{D� º u|{��s{	�vuv{Ttvj�m���uv�so�kno�uvk�p��"ryp¡wDrymv��o�j�m�oq{T��Nj�pqj º uv{Ï{D}�j�}n£yryp�kÂo���r�j�wDoqÔ|{Ï�sry�vp�{»{D}�}�j�� ¶�Ë ryp���j�}n��{Tm�oq{�ps{T�vps{T��{Dm0oqj�p�{D��ry�l}�j��¸�j�psk~j��v}n{T�¡�"ryp¢}n{Do�pqj�� ¶
�Sj�pqj ªN¨�±�bLC·ªvµ j.uvmvj:¸�j�p�k�j��v}n{ x uvm�¸�j�}�ryp a {D��wDp�k��|k�p�{D��ry�TÖ

x := a.

�Sj�pqj ¨�¥6®Rªvµ�ê6µ²§B¨DEªvµ þ ®è¥©�²± ý ©�±4³�ªvµ mBÔv��{Tpsry�¡{Dm0oq{Dp�ry�¡u|oqkn}�kn Tj�p�{D��ry�ã}nry���sk�£ymvr��ÙNj��vkÂoquNj�}n{T�DÖ
a+ b, a− b, a · b.�Sj�pqj:{T}�wDrBwTk�{Dm0o�{	¿z{T}�ps{T�so�r�t|{�}�j ´±��·±<¨�±�ADC8§�CáE§0µ²ª Ö
a/b, a mod b.
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�Àrymvtv{�Ì�"ryp	{�½s{T���v}�r|Ì

5/2
{T� X ¿

5 mod 2
{D�.÷ ¶lâ oq{DmvwTknxymñjz}~jÏtvkÂ��{Tps{TmvwDk~jÏwTr�m}�j�mvr�oqj�wTknxym°��j�oq{D�»��oqknwTj]ÙNj��vkÂoquNj�} ¶�¾ mß{T}ãwDrym0o�{�ÎBoqr�tv{»mBu|{T�so�p�r��v�s{Tuvt|rBwTxBtvkn£yr

5/2
mvr:{T��uvmvjl��pqj�wTwDk�xymÏ��k�m|r:uvm�m0Ôv��{Dp�r:{Dm0oq{Dp�rvÌ�½suv��o�j���{Dm0oq{�}~j��Nj�psoq{�{Tm�oq{Dpqj:tv{

t|k�w�Ùvr�m0Ôv��{Tpsr ¶
i·j��:wDry���Nj�pqj�wTk�r�mv{T����{zp�{D�vp�{D��{Tm�o�j�m8wTr�md}�ry����kn£ymvry� ≤ ç4��{Tmvryp�rèkn£yuNj�}îéòÌ ≥ç��»j�¿yrypgr�kn£yuNj�}~é�Ì

<
ç�{T�so�p�knwDo�j���{Dm0oq{���{Tm|ryp�éòÌ

>
ç4{T��oqpsk�wDoqj���{Tm0o�{��»j�¿yryp�éòÌ

=
ç�k�£yuvj�}îé

¿ 6= ç4tvkn�soqknm0o�r0é ¶
¾ ��oqr�wTrym]p�{D���"{DwDoqr»j.}�j���ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T�¢�N����k�wTj�� ¶
×6j��l�vknàTm�knm0oqpsrBtvuvwDk���ry�¡wDk�{Dpso�j��¢knmv�so�p�uvwDwTk�r�mv{T� ¶

• �6rBtv{T��ry�¢{D��wDp�k��|k�p¡��pqj���{T� ³ þ C6´±<³�± þ CªN©�§B¨ tv{D}�o�k��"rvÖ
u ª wDrymvt|k�wTknxym £I§�C r��á{Dpqj�wTk�x�mñ÷ §B©<¨T§ ry�"{Tp�j�wTknxym X ¶

ó k�rBwDuvp�ps{Ï}�j�wTrym|tvk�wDk�xym°{Dm0oqr�mvwT{D�:��{Ï{���{Tw�oqÔNj'}~j]ry�"{Tp�j�wTknxymG÷»¿R�sk�mvr'rBwDuvp�ps{Ï��{
{���{Tw�oqÔNj�}~j�ry�"{Dpqj�wDk�xym X ¶ ó k�mvr���{�{T�swTp�kn�"{�}~j���{D£yuvmvtNj��Nj�p�oq{�tv{�}~j�wDrymvtvknwTk�r�mNj�}ç�}~j º uv{»{T���vkn{T Tj�wDrym°{T}n��{�é���{»knm0o�{Tps�vp�{�o�j º u|{»��kÒ}�j]wDrymvtvknwTk�x�mRmvr�rBwDuvp�ps{�mvr���{Ùvj�wT{�mNj�tvj ¶ Ó j��"{��s{T¹Nj�}~j�p º uv{	o�j��l�vknàTmz�"rBtv{D��ry�¡oq{Dmv{Tp�¸�j�p�k~j���wTrym|tvk�wDk�rym|{T� º u|{�s{T�Nj�pqj�ps{T��ry�¢wTr�m�wDry��j�� ¶
È1XT§B® ý © þ d)GBE�G g ±�Ê�ÇlÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�;

¾ m�oqp�j�tNj|Ö a, b� �
a > b

oqÙ|{Tm
c := a

{T}n��{
c := b ¶ó j�}nk�tNj|Ö

c
ç4{D}��»���¢£�pqj�mvt|{�{Tm�oqp�{�}�r���tvry�¢m0Ôv��{Dp�ry�qé ¶

• ü {D�"{DoqknwTknxym�tv{�ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T�¢tv{Dmvry��k�mNj�tNj�tNj�� �S¥³�©4§B¨�¶
÷ ¶=v þ µ i = a  þ b ry�"{Dpqj�wDk�x�m ¶�Àrymvtv{.}~jÏr��á{Dpqj�wTk�x�mè��{.ps{T�vkÂoq{:tv{D��tv{�{D}¼¸�j�}�ryp

a
tv{T}¼wTrym�o�j�tvr�p

i
ÙNj��so�j º uv{.àT�so�{o�ry��jÏ{T}¼¸�j�}�ryp

b
Ì�k�mvwDp�{D��àDm0o�j�mvtvry�s{.{T}¼¸�j�}�r�p	t|{T}�wDrym0oqj�tvryp	{Tmñuvmvj�uvmvkntNj�tèw�j�tNj

¸y{D  º uv{���{�p�{Tj�}�kn �jl}�j:ry�"{Dpqj�wDk�xym ¶
È1XT§B® ý © þ d)GBE�Gl� ±�Ê�ÇlÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê�;
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¾ m0o�pqj�tNj�Ö a, b ç�mBuv��{Dp�ry�¢{Dm0o�{Tp�r����"ry��kÂoqkÂ¸yry��é
c := 0�Nryp

i = 1
oqr

b
c := c+ aó j�}nk�tNj�Ö

c
ç4{D}��vpsrBtvuvwDo�r

ab
é ¶

¢��v��{Dps¸�j�p º uv{	}~j���ry�"{Tp�j�wTknrymv{T� º uv{���{	p�{Tj�}nk� �j�mÏtv{Tm�oqp�r.t|{T}g�vu|wT}�{���{	{T�swTp�kn�"{Tmuvm]�"rBwTr�������{Tm]{T}�knm0oq{Dp�knryp¡t|{T}��N��pspqj���r.�vj�pqj:tvk���oqknmv£yuvknp�}nj�� ¶
X ¶+w I6±4©�§ wDrymvtvknwTknxymgÌ|ry�"{Tp�j�wTknxym ¶

��k�{Dm0oqp�j��¢}�j:wDrymvtvknwTknxym��s{�wTu|���|}�{	��{�p�{T�|knoq{	}�j:ry�"{Dpqj�wDk�xym ¶
È
XT§B® ý © þ d)G§E�Gl� ±¢Ê�ÇlÈ�õ�È�ÿ�ä"æ�ÊÏÈ�æ-�TïNÆ�æ�È�å�íNÉ�È�Ç�ÄÍÊ�Ç�ÅEÈ�ä"ïNÈ�ÃBÈlÈ�ÅEÆ�ÇòÄB�TÄîÇlÆ�Ê�ÿ»Ê�;

i := 1xIÙvkn}�{
i ≤ b

c := c+ a
i := i+ 1

ø tv{�mBu|{D¸yrz��{D¹Nj�}�j�pÀ}~j��"ry��kn�vk�}nkntvj�t�tv{ º uv{l�s{�o�{Tmv£yj�m�¸�j�psk~j��ÀwDrymvtvknwTknrymv{T�À��{D�Nj��pqj�tNj��¢�"ryp�wTry��j�� ¶
¾ �soqj���mvryps�»j���t|{�{T�swTpsknoqu|pqj]mvry���"{Tps��kÂoq{DmR{D��wDp�k��|k�p�{T}Òj�}n£yrypskÂoq�.r�t|{�}~jzwTrymB�o�j��vkn}�kÂtNj�t°tv{zuvmNj���j�mv{Dpqj'wT}�j�p�j�¿°�4��wTk�}n��{Dm0oq{�o�pqj�mv�swTpsk��vkn�v}�{»j�uvmd}n{Tmv£yuvj�½s{Ïtv{

�vp�ry£�pqj���j�wDk�x�mzwTr�m�}�j:�sk�m�o�j�Î�k��¢j�tv{TwDuNj�tNj.tv{T}�}n{Tmv£�uNj²½s{�{D��wDry£yk�t|r ¶
��j�o�ry�¢tv{�{Tm�oqpqj�tNj|Ö

a1, ..., an; b1, ..., bm

I := a1
Ì
i := 1O¢Ùvkn}�{

i ≤ n− 1
i := i+ 1
I := I + ai

Ingresos := I
G := b1 j := 1O¢Ùvkn}�{

j ≤ m− 1
j := j + 1
G := G+ bj

Gastos := Gó j�}nk�tNj�Ö
Balance := Ingresos−Gastos
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¾ oqj��Nj ê Ö ¾ �soqu|tvk�r�tv{�}~j��sry}n¸y{DmvwTk�j]tv{D}ãj�}n£yrypskÂoq�.rvÖ�wDry���|p�ry�"{D��ry� º uv{�{T}Òj�}n£yr��pskno���rÏoq{Tps��knmNj ¶�¾ m°{D��{DwDo�rvÌSj�}�knm0o�p�rBtvuvwDk�p	}�r���tNj�oqr���tv{�{Dm0o�pqj�tNj�Ì6��{�{T�soqj��v}n{TwD{Tm}nry��¸�j�}nryp�{D��tv{
n
¿
m º u|{��srym�tvry��mBÔv��{Tpsry��{Tm�oq{Dp�ry�À�"ry�skno�kn¸yry� ¶ãâ ��Ð·��{�{Tm0o�pqj�{Tm{D}¡�vpsk���{Tp��vu|wT}�{ º uv{��s{�ps{T�vkÂoq{Ï{�Î|j�w�o�j���{Tm�oq{ n − 1

¸y{DwT{T��ç4tv{D��tv{
i = 1

ÙNj���o�j
n − 1

é�ÌáwDuNj�mvt|r
i
oqry��j�{T}¸�j�}�ryp

n
{D��{l�vpsrBwT{D��rÏo�{Tp���k�mvj ¶ i�r»��kn����r��Nj��qj�{Tm'{T}�s{T£yu|mvtvr��vuvwD}�{»w�j��l�vk~j�m|tvr�{D}ã�Nj��"{D}�tv{

n
�"ryp�{D}ãtv{

m ¶ �Sk�mvj�}n��{Tm�oq{�ÙNjE¿ñuvmNjj���k�£�mNj�wTknxym.tv{T}N¸�j�}�ryp�wTrypsp�{T�s�"rymvtvkn{Tm�oq{�j�}N�Nj�}�j�mvwD{�wDrym»}nr º uv{À{D}V�vp�rBwD{T��r�ÁvmNj�}nk� �j ¶
¾ }"j�}n£yrypskÂoq�.r�tvj�}~j	��ry}nuvwTknxym�j�}V�vpsry�v}n{T��j	�"ryp º uv{ÀwDry�vk�j�{�Î|j�w�o�j���{Tm�oq{�{T}V�vp�rBwD{T�sr��j�m0uNj�} º uv{�p�{�j�}�kn �j�psÐ�jlu|m�wDrym�o�j��v}n{ ¶
¾ oqj��Nj ë Ö ¾ ��oquvtvknrÏtv{l}~j�{�ÁNwTkn{TmvwDk~j»tv{D}¼j�}n£yrypskÂoq�.r ¶ �Sj�p�j»p�{�j�}�kn �j�p�tvknwòÙ|rÏ{T�so�uvtvknrm|{TwT{D��kÂo�j���ry��j�}�£�uvmNj���tv{�ÁNmvk�wDk�r�mv{T�¢�vp�{DwTk���j��TÌ º uv{��s{�{D�soqj��v}�{DwT{Dpq��m�������j�t|{T}�j�m0o�{�Ì�vj�pqj���j��"{Tp�{Tm º uvà»oqàDp���k�mvr�����{»¸�j�j���{Tt|k�p�{D�qj'{�ÁNwTkn{TmvwDk~j ¶ �6ry�s�"rymv{D��ry��{T�so�{{D�so�uvtvk�r.�Nj�pqj:tv{D���vuvàD�Àtv{�}�jltv{DÁNm|k�wTknxym�tv{T}�wDrymvwD{T�|o�r�tv{ÏÆ�Ê�ÿ�ä"æ�È�õ�Ä4Ã0å�Ã ¶

È1XT§0µ�³�±4³�± þ dS� v�ä"æ ÄÍÆ�å�Ç¢È�æ�åEôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»Ê�å�íNÉ�È�ÇòÄÍÊ�Ç¡å�ÃBÊEÅãæ Ä�Å�ÉÍå�Å�Æ�Ê�í2Æ�ÇqÈ�ÉÍå�Å¡ÃBÈãí���ÿ»È�ÇqÊEÅ�ê
B§´�Å�ï�í"å»ÿ�å�í2È�Çså»å�ÃBÈ�Æ�ïvå�Ã�å»ÃBÈ:Êm��ÅEÈ�Çºå�å�Ç�È�æm�òï�í2Æ�ÄÍÊ�í"å�ÿ:ÄÍÈ�íNÉ�Ê�ÃBÈ�ï�íñå�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Êmê =
È1XT§B® ý © þ d)GBE�G � ´�í2Æ�Ê�íNÉ4Çså�Ç�È�æZå�å�æ�Ê�Ç�ÿcè�õyÄîÿ»Ê�È�íÏïBí"å�æ Ä�Å�É ålÃBÈ�í���ÿ»È�ÇqÊEÅ�È�íNÉÑÈ�ÇqÊEÅ�ê
��j�oqry�¢tv{�{Dm0oqp�j�tNj|Ö�uvmNj.}nk��soqjltv{�{Tm�oq{Dp�ry�

a1, a2, ..., an
¶

��psr�wD{Tt|k���k�{Tm�oqr|Ö¼tv{�ÁNmvknp�u|mNjl¸�j�p�k~j��v}�{
a º uv{�oqr��»j�knmvk�wDk~j�}n�.{Tm�oq{�{T}á¸�j�}nryp�tv{ a1 ¿º uv{ã¸�jÀwTry���Nj�p���mvtvr���{ãwTrym�}�ry�tvkn�soqknm0oqr��·¸�j�}nryp�{D� a2 Ì a3 ¶Â¶n¶ ÙNj��soqj an

w�j��l�vk~j�m|tvrÀ��u
¸�j�}�r�p�ç4�"r�p¢{D}�tv{�}�j:wDryp�ps{T�s�"rymvtvkn{Tm�oq{

ai
é¡�sk�{Tm]}~j:wDry���Nj�pqj�wTknxymz{T��{D�so�p�k�w�o�j���{Dm0oq{

��{Tm|ryp ¶
��j�oqr��¢tv{�{Dm0o�pqj�tvj|Ö

a1, ..., an

a := a1
Ì
i := 1O¢Ùvk�}n{

i ≤ n− 1
i := i+ 1� �
a < ai

o�Ùv{Tm
a := aió j�}nk�tNj|Ö

a

¢�{ º uvkn¸�j�}�{Dm0oq{D��{Dm0o�{�uv�qj�m|tvr�{D}��vuvwD}�{	��rypDÖ
��j�oqr��¢tv{�{Dm0o�pqj�tvj|Ö

a1, ..., an

a := a1
Ì
i := 1
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��ryp

i = 2
o�r

n� �
a < ai

oqÙv{Dm
a := aió j�}nk�tNj�Ö

a

È
XT§0µ�³�±<³�± þ f�� v¡ä"æ ÄÍÆ�å�ÇlÈ�æå�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿÏÊ�å»ïBí"å»æ Ä�Å�É å]Æ�Ê�í2Æ�ÇqÈ�É åÏÃBÈ�í��Bÿ»È�ÇqÊEÅ:È�íNÉ�È�Ç�ÊEÅ�ê
tRÊEÅ�É4ÇsåyÇ í ïNÈ:È�æ·å�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê.É�È�Ç�ÿ:Äîí"å>ê
È
XT§B® ý © þ d)G§E�Gl� ´ãæ�Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉÑÈÏä"ÇqÊEÆ�È�Ã�Äîÿ.ÄÍÈ�ívÉÑÊ?í2Ê+È�ÅèïBí�å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»Ê�äNÊ�Ç í ïNÈèí2ÊÉÑÈ�Çòÿ:Äîí"å>êx´�Å�É�Ê í ïBÄÍÈ�Ç�È	ÃBÈ�Æ�ÄîÇ í ïNÈ�Ç�È�å�æ Ä��EålïBí"åÏÆ�å�íNÉ4Ä4Ã�å�Ã:íáÊã��íNÄîÉ å�ÃBÈ�Ê�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�ê³VÄgæ�Ê:Æ�Ê�í|Å�Ä4ÃBÈ�Çså�ÿ»ÊEÅ¡Äîÿ�ä"æ�È�ÿ»È�íNÉÍå�ÃBÊãäVÊ�Ç�ïBí"å�ÿcè í ïBÄîí"å[�6Ã�ÄÍÆéîvå�ÿcè í ïBÄîí"å.Æ�Ê�ÿ:ÄÍÈ�í��Eåå]È�õ�È�Æ�ïBÉ å�ÇlÊ�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�äNÈ�ÇqÊ.í2Ê.ÉÑÈ�Çòÿ:Äîí"å�íNï�í2Æ�å>ê

k := 0��ryp
a = 1

oqr
10

b := aO¢Ùvkn}�{
b ≤ 10

k := k + 1ó j�}nk�tNj
:= k

¢��v��{Dps¸�j���r�� º uv{¢{D}|¸�j�}nrypSk�mvknwTk�j�}Btv{�}~j a {D�¢÷yÌy�"ryp¼oqj�m0o�r b oqry��j�k�mvknwTk�j�}Â��{Dm0o�{{T}2¸�j�}nryp�÷yÌ º uv{�{T�¢��{Tmvr�p�r.kn£yuNj�} º u|{�÷EÛ ¶ ó {�ps{�j�}nk� Tjl{Dm0oqr�mvwT{D��{T}g�vuvwD}�{	k�m0o�{Tpsk�rypDÌtvrymvtv{
k
wTj��l�vk�j�tv{�¸�j�}nrypã�"{Tp�r

b
mvr:wTj��l�vk�j�tv{�¸�j�}nryp ¶Sâ �sÐÍÌ|}�j�wTrymvt|k�wDk�xym b ≤ 10��{�¸�{Tp�kÂÁNw�j.�sk�{D���vps{�¿z{T}��vpsrBwT{Dtvk���k�{Dm0o�r:mBuvmvwTj���j�}�{	tv{�{T�s{��vuvwD}�{ ¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ f�E À Ê�í|Å�Ä4ÃBÈ�ÇqÈ�ÿÏÊ�Å�È�æáÅ�ÄÂô�ï�ÄÍÈ�íNÉ�È�å�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê�;
´ãíNÉ<Çså�Ã�å';

n ∈ NÆ?;�$z�
bÊ�Ç	ÄÁ$ @ ÉÑÊ�í

bÊ�Ç¼õi$ @ ÉÑÊ�Ä
Æ?;�$	Æ^!gõ³áå�æ Ä4Ã�å';	Æ

´1õDä"æ ÄÍÆ�å�Ç í ï�Áwî|åBÆ�ÈlÈ�æ·å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»ÊVì»Ã�å�Ç�ïBí"åM����Çòÿ:ï�æÂå�ä|å�Çså�æÂå�ÅTå�æ Ä4Ã�å>ê
×{Tps��knmNj���ry�¡{D�soqj.��{TwDwTknxym]wTr�m]}~jlwDrymv�so�p�uvwDwTknxym]tv{�j�}n£yuvmvr��¢j�}n£yrypskÂoq�.ry������� ¶ù�{�j���ry��wTxy��r°ÙNj�wD{TpÏj�}�£�uvmNj���ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T�»�N���sk�wTj��»{TmG}�k���o�j�� ¶ Ü��qj�p�{D��ry�»uvmNj��uvmvwTknxym

longitud(L) º uv{�knmvtvk�wTjl{T}�m0Ôv��{Dp�r.tv{�{T}n{T��{Tm0o�ry��tv{�uvmNj.}�kn�soqj ¶
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  µ þ �S©�§�®Rª)G ��j�tNj'u|mNj'}nk��soqj L = a1, . . . , an

¿°u|mßmBÔv��{Tpsr�mvj�oquvp�j�}
1 ≤ i ≤

n
Ì¼wTr�mv�so�p�uvknp�u|mNj�}nk��soqj]wDrym?uvm?{T}n{T��{Tm�oqr���{Tm|ry�TÌSp�{T�suv}noqj�tvr�tv{»�"rypspqj�p�tv{

L
{T}

{D}�{D��{Dm0oqr º uv{�rBwTuv�Nj.{D}�}�uv£yj�p i ��àD��k���r ¶ i·r.tv{Dmvr�o�j�p�{T��ry� Borrar(L, i) ¶È1XT§B® ý © þ G ó {Tj L = 3, 4, 2, 8
{Dm0o�rymvwT{D�

Borrar(L, 2) = 3, 2, 8 ¶
� ©�b þ µ�±~²® þ Borrar(L, i)ÈwCáEµ²ªN´·ª Q L = a1, . . . an

Ì
i�Nryp

j = i
oqr

n− 1
aj := aj+1

an := null
ç4tv{D��ÙNj�wD{�}�j.j���k�£�mNj�wTknxymztv{

an

é@ ªv©<±4´ª Q L
  µ þ �S©�§�®Rª)G ó {Tj m u|mñmBÔ|��{Dp�r�{Dm0oq{Dp�r ¶ ��j�tNj�u|mNj�}nk���o�j L = a1, . . . , an

¿'uvm
m0Ôv��{Tp�rèmNj�o�uvpqj�}

1 ≤ i ≤ n + 1
ÌãwDrymv�so�p�uvknp.uvmvjè}�kn�so�j'wDrym8uvm8{T}n{T��{Tm�oqrè�����TÌ

ps{T�suv}noqj�tvr�t|{»j�¹vj�tvk�p�j
L
{Dm°{T}�}nuv£�j�p

i
� àT��kn��r�{D}�{T}�{D��{Dm0o�r

m
Ìtv{T�s�v}~j� Tj�mvtvr�{Dm

u|mNj.uvmvkntNj�t�}�ry�¡o�àTps��knmvry��j.�Nj�psoqknp¡tv{�àD} ¶ i�r.tv{Tm|r�o�j�ps{T��ry��vzÑ"å�Ã�ÄîÇ (L,m, i) ¶È1XT§B® ý © þ G ó {Tj L = 3, 4, 2, 8
{Dm0o�rymvwT{D�uvzÑ"å�Ã�ÄîÇ

(L, 7, 3) = 3, 4, 7, 2, 8 ¶
� ©�b þ µ�±îE® þ vzÑ"å�Ã�ÄîÇ (L,m, i)ÈwCáEµ²ªN´·ª Q L = a1, . . . an

Ì
i
Ì
m

j := n+ 1O¢Ùvk�}n{
j > i
aj := aj−1

j := j − 1
ai := m@ ªv©<±4´ª Q L

  µ þ �S©�§�®Rª)G ��j�tNj���tvry��}�kn�so�j�� L = a1, . . . , an

¿
L′ = b1, . . . , bm

wTr�mv�soqpsuvk�p�}~j
}nk���o�j�tv{�}nrymv£ykÂoqu|t

n+m
p�{D��uv}Âo�j�t|r�tv{¢�ár�mv{Tp�}�r���{D}�{D��{Dm0oqr���tv{

L′
j	wTrym�oqk�m0uNj�wDk�xym

t|{�}�r��.{T}�{D��{Dm0o�ry��tv{
L
Ì�{D�soqrR{T�DÌ�{D}¢p�{T�suv}noqj�tvrñ��{Tp��

a1, . . . , an, b1, . . . , bm
¶ i·rt|{Tmvr�oqj�p�{D��r��

Concatenar(L,L′) ¶È1XT§B® ý © þ G ó {Tj L = 3, 4, 2, 8
¿
L′ = 4, 8

{Tm�oqrymvwD{T�
Concatenar(L,L′) = 3, 4, 2, 8, 4, 8.
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� ©�b þ µ�±îE® þ Concatenar(L,L′)ÈwC"Eµ²ªN´ª Q L = a1, . . . an

Ì
L′ = b1, . . . , bm�Nryp

i = 1
oqr

m
L :=

v�Ñ"å�Ã�ÄîÇ
(L, bi, n+ i)@ ªN©<±4´·ª Q L

  µ þ �S©�§B®°ª)G ó {�j m uvmñm0Ôv��{Dp�rz{Tm0o�{Tpsr ¶ ��j�tNjzuvmNjz}�kn�so�j L = a1, . . . , an

¿'uvm
mBÔv��{Tpsr�mNj�oqu|pqj�}

1 ≤ i ≤ n+ 1
ÌNwTrymv��oqpsuvk�p¢uvmvj�}�kn�so�jlwTr�m�}�ry����kn����ry�¡{T}�{D��{Tm0o�ry�

p�{T�suv}noqj�tvr.tv{���uv��oqkÂoquvknp
Li

�"r�p
m ¶ i�r.tv{Tmvr�o�j�ps{T��ry� Sustituir(L, i,m) ¶È
XT§B® ý © þ G ó {Tj L = 3, 4, 2, 8
Ì
m = 3

Ì
i = 4

{Dm0o�rymvwT{D�
Sustituir(L, 3, 4) =

3, 4, 2, 3 ¶
� ©Bb þ µ�±î²® þ Sustituir(L, i,m)ÈwC"Eµ²ªN´ª Q L = a1, . . . an

Ì
i
Ì
m

Li := m@ ªN©<±4´·ª Q L
  µ þ �S©�§B®°ª)G ó {�j�m�tvr��·}nk���o�j��2tv{�m0Ôv��{Dp�ry�gp�{�j�}�{T� L = a1, . . . , an

¿
L′ = b1, . . . , bmryp�tv{DmNj�tNj��	tv{:��{Tmvryp�jz��jE¿yr�pTÖÀwTr�mv�so�p�uvknp	u|mñj�}�£�ryp�kÂo���r»�vj�pqj ®°§�Ô0³�©�ªvµ j��l�Nj��}�k���o�j��DÌ�{T�so�r�{D�TÌvwTrymv��oqpsuvk�p¡uvmNj:}nk���o�j

M
tv{	}�rymv£�kno�uvt

n+m
wDrym�}�ry�¡{D}�{D��{Dm0o�ry��t|{

L
¿
L′
ryp�tv{DmNj�t|ry��tv{���{DmvrypÀj���jE¿yryp ¶�¾ }·��uvmvwDk�rymvj���kn{Tm�oqr�tv{D}Sj�}�£yr�p�kÂo���r.tv{T�"{��{Tp¢{T}��sk�£yu|k�{Dm0oq{�Ö

È
XT§B® ý © þ G ó {Tj�m L = 1, 5, 89
Ì
L′ = 3, 6, 8

{Dm0o�rymvwT{D�
M := mezclar(L1, L2) =

1, 3, 5, 6, 8, 89 ¶u ´·§0ª)G Ó ry���Nj�p�j�p�}�ry���vp�kn��{Dp�ry��{D}�{D��{Dm0o�ry��tv{ L ¿
L′
¿è{T}n{T£yknp�{D}Ò��{Tmvr�p�wTry��r

�vp�kn��{Dp¡{T}�{D��{Dm0o�r.tv{�}~jl}�k���o�jl��j�}�kntNj ¶
Ó rym�}�j�kntv{�j	��{T¹vj�}~j�tvj�¿:{T��oqry�ãj�}�£�ryp�kÂo���r�����{��vuv{Dtv{À{D��wTpsk��vknp�uvmvj���ry}nuvwTknxym.tv{T}

�vp�ry�|}�{T��jltv{�}~jl��kn£yuvkn{Tm0o�{	��j�mv{Tp�j ¶
� ©�b þ µ�±îE® þ mezclar(L,L′)ÈwC"Eµ²ªN´ª Ö L,L′ tvry�¢}nk���o�j��¡ryp�t|{TmNj�tNj��TÖ
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xIÙvk�}n{

elementos(L)elementos(L′) = 1kn�
min{L1, L′1} = L1

oqÙv{Dm
j = 0

{D}���{
j = 1

Mi := min{L1, L′1}kn�
j = 0

o�Ùv{Tm
L = Borrar(L, 1)

{T}n��{
L′ = Borrar(L′, 1)kn�

longitud(L) > 0
oqÙv{Dm

M := concatenar(M,L)
{T}n��{

M = concatenar(M,L′)@ ªv©<±4´ª Q M
¾ �À��k�{D���|p�{�tv{�u|o�k�}nkntNj�tz¸y{Dp�kÂÁNw�j�p�{D}·��u|mvwTknrymNj���kn{Tm�oqr.tv{�u|m'j�}n£yrypskÂoq�.r.�sry�vp�{u|mNj.}�kn�so�j��Nj�pso�k�wDuv}~j�p ¶ i�}�j���j�p�{D��ry�¡j.{D�soqr��Àj�}�£�ryp�kÂo���r��¡{Tm]��{DwTwDk�rym|{T���"ry�soq{Dp�knryp�{D�wDuNj�mvt|r�}nry��mv{DwT{T�skno�{T��ry� ¶

¶V��¶ å 24Ûa!0 �34(*. !#'¼+&%zyP{�';|c$&%�+�� ó +&%Ü!a �+�%����a78349#�
�Àry���vpsry�v}�{D�»j���oqÐn�vk�wDry� º u|{l��k�p�¸y{Tm'�Nj�pqj�k�}nuv�so�pqj�p�t|k��so�k�m�o�j��À��j�mv{Dpqj��Àtv{�tvk��s{T¹Nj�pj�}�£yrypskÂoq�.ry�¢��rym'}�r��À�vp�r��v}�{D�»j��Àtv{��vÔ|� º uv{Ttvjñç4tv{�oq{Tps��knmNj�p���k6u|m�tvj�oqr»{T��o��»rÏm|r{DmRuvmNj�}nk��soqjÏtv{�tvj�oqry�qé�¿�tv{�r�p�tv{DmNj�wDk�xymÝç4tNj�tvj�uvmR}nk���o�j|Ìgryp�t|{TmNj�ps}~jzt|{�j�}n£yuvmNj
��j�mv{DpqjÀ�vp�{D{T�soqj��v}n{TwTkntNj�é ¶ ó ryml�vp�r��v}�{D�»j��6kn���"r�pso�j�m0oq{D�6tNj�tvr º uv{¡{T}|��j�m|{Ñ½sr	j�tv{��wDuNj�tvr¢tv{�}~j�k�m|��r�p���j�wTkÂxym�{D����uvmvtNj���{Dm0oqj�}��Nj�pqj¡}~jãoq{TwDmvry}nry£yÐ�j¡j�w�oquNj�} ¶¾ ��oquvt|k�ry��tv{��{Tpsw�j�t|rvÌg{D}S£y{Tm|ry�»j»Ù0uv��j�mvrvÌ2tv{�oq{Dp���k�mNj�wTk�x�m't|{:�Nj�o�p�rym|{T��tv{:wDry���"rypsoqj���kÂ{Tm��
o�r ¶Â¶n¶ ��r�mzj�}n£yuvmNj��Òtv{�}�j��Ò��kÂoquNj�wTk�r�mv{T�Ò{Tm»}~j��ÒwDuNj�}�{D�ãuvmzj�tv{TwDuNj�tvr�oqpqj�o�j���kn{Tm0o�r�tv{}nry�¼tvj�oqry�¼{T��wTpsuvwTk�j�}|�Nj�pqj��"rBtv{Tp¼{�ÎBoqpqj�{Tp¼oqrBtvj���}�j��¼wDrymv��{DwTu|{TmvwTk~j���tv{�}�ry�S��kn����ry� ¶
(6ûÁ(6ûú } ��uþ +%	)�[,¾þuÿ�/����6~�ÿ��w02��/�-
ó {�o�pqj�oqj:tv{�p�{T�sry}n¸y{Dp¢}~jl��kn£yuvk�{Dm0o�{	wTuv{D�so�k�xymgÖ
  µ þ �S©�§�®Rª Ö6tNj�tNj�uvmvj�}nk��soqj�t|{�mBÔ|��{Dp�ry�ã{Tm�oq{Dp�ry��tv{�oq{Tps��knmNj�pÒ�skáuvm»mBÔv��{Tpsr º u|{�s{�tNj:{T�soq��r.mvr�{Dm�}�j:}nk��soqj ¶
��j�oqry��tv{l{Dm0oqp�j�tNj|Ö

a1, a2, ...an

ö
a ¶ ÜÀmvjÏ}nk��soqj�tv{lmBÔ|��{Dp�ry��{Tm�oq{Dp�ry��¿�uvm�{Dm0oq{Dp�r

a ¶
� ©�b þ µ�±îE® þ E�G ß Ç ¨�¤g¥§B´·ª @ §B³�¥§�C³�±4ªN©�G ùÒj�wTr����Nj�pqj�mvt|r»{T}6{D}�{D��{Dm0o�r a wDrymo�rBtvry�:}�ry�ltv{�}�j'}�k���o�j ¶ ó k¡{TmvwDuv{Dm0oqp�jñuvmvrèk�£yuNj�} º uv{ a }�j'�qj�}nk�tNj�{T�ÏÅ�ðÒ{Tm8wTj���rwDrym0o�pqj�psk�r:}~jl�qj�}nk�tvjl{T��í2Ê ¶

¾ m�oqp�j�tNj|Ö a1, ..., an

ö
a
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i := 1O¢Ùvkn}�{
i ≤ n

Ì
a 6= ai

i := i+ 1kn�
i ≤ n

oqÙv{Dm
r :=

³Vð"{T}n��{
r := � Êó j�}nk�tNj�Ö

r� ©Bb þ µ�±î²® þ d)G ß Ç ¨�¤2¥§B´·ª��6±§C·ªvµ�±4ª�Gã¾ m.{D�so�{¢wTj���r	}~j�}�kn�soqj�tv{¡m��v��{Tpsry�¼{Tm�oq{Tpsry�tv{À}~j�{Tm�oqp�j�tNj�t|{T�"{�{D�so�j�pãryp�t|{TmNj�tvj�tv{À��{TmvrypÒj���jE¿yr�p ¶¼¾ mÏ{D�so�{��vpsrBwT{Tt|k���k�{Tm�oqr��{ÏwTry���Nj�p�j�{T}ã{T}�{D��{Dm0o�r
a
wDrymß{T} º uv{ÏrBwTuv�Nj'{D}�}�u|£�j�p�wT{Dm0o�pqj�}�{Dmd}�j�}nk��soqj ¶ ó k{T��k�£yuvj�}ÍÌ�{T}·�|p�rBwT{D��r�oq{Dp���k�mNj|ö|��k·{D���»j�¿yrypTÌv{T}��vp�rBwD{T�sr»�s{�p�{T�|knoq{�wDrym�}�j.�s{T£yu|mvtNj

��kÂo�j�t�tv{�}~jÀ}nk���o�j|ö��sk|{D�¼��{DmvrypDÌ�wTryml}~jÀ�vpsk���{Tp�jÀ��knoqj�t�tv{¡}�jÀ}�kn�soqj ¶6¾ m:{D}|�sk�£yu|k�{Tm�oq{j�}�£�ryp�kÂo���r
i
¿
j
p�{T�|p�{T�s{Tm�o�j�mÏ{Tm»w�j�tNj���r���{Dm0o�r�}�ry����uv�vÐnmvtvknwT{T�ãtv{À}nry�Ò{D}�{D��{Dm0oqr��

k�mvknwTk�j�}¿'ÁNmNj�}�tv{�}�jz}nk��soqj º uv{���{.o�pqj�oqj|Ì m {D��{T}���u|�vÐ�mvt|k�wD{ º u|{�rBwTuv�Nj�{D}�}nuv£�j�pwT{Tm�oqp�j�} ¶
¾ m0o�pqj�tNj�Ö a1, ..., an

ö
a
ç4wDrym

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an

é
i := 1 j := nO¢Ùvkn}�{

i < j
Ì
a 6= a(i+j)/2

m := (i+ j)/2kn�
am < a

oqÙv{Dm
i := m+ 1

{D}��s{
j := m− 1kn�

i < j
o�Ùv{Tm

r :=
³Vð

{T}n��{�kÂ�
ai+j/2 6= a

oqÙv{Dm
r := � Êó j�}nk�tNj�Ö

r
i·j'���v� º uv{DtNjñ�vknmNj�psk~j�{T�:uvmd{Ñ½s{D���v}nr�t|{zuvmNj'��ryps�»j�tv{�j��"ryp�tvj�pl{T}¡t|k���{D¹vrtv{�j�}�£yr�p�kÂoq�.ry��wDrymvrBwDk�tvr�wTry��r ´±��·±4´§�Ðe�"§�C³y§Bµ²¯N¨�¶¢¾ ��oq{��Nj�p�j�tvkn£y�»jl�vpsry�"rymv{tvkn¸Bk�t|k�p.{D}À�|p�ry�v}n{T��jñ{DmG�vp�r��v}�{D�»j���tv{�oqj��»j�¹vrR�������á{ º uv{T¹|r ç4{Tm {T}�{Ñ½s{T���v}nr�vp�ry�|}�{T��j��Àt|{�o�j��»j�¹vr»}~j���kÂo�j�t�tv{D}St|{l�Nj�p�oqkntNj�é�¿�j��|}�knw�j�p��suvwT{D��kn¸�j���{Tm�oq{:{D�soqj

oqàTwDmvk�wTjÏtv{:tvkÂ¸Bk���knxym�ÙNj���o�jÏ}�}�{D£�j�p�j»�vp�ry�|}�{T��j��Ào�p�kn¸Bk�j�}n{D�:ç4{DmèmBu|{T�so�p�r�w�j���r�wDry�:�
�Nj�pqj�p�tvry�¢m��|��{Dp�ry�DÌ º uv{�{T�¢uvmNj.tv{�m0uv{T��oqpqj���ry�"{Tp�j�wTknrymv{D���v����knw�j��qé ¶
r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCed)Gld�GBE À Ê�ÿ»Ê å�È�ÇqÈ�ÿ»ÊEÅ�ÿcè�Å.å�ÃBÈ�æÂå�íNÉ�Èlí2ÊÏÇqÈ�Å�ï�æ ÉÍå]Äîÿ�ä"Ç�È�Å�Æ�Äîí"Ã�ÄB�Tæ�È
ÅEÈ�Ç�Æ�Ê�ÿ�ä"æ�È�ÉÍå�ÿ»È�íNÉÑÈ�ä"ÇqÈòÆ�Ä�ÅEÊ:å�æ·Æ�Ê�íNÉÍå�Ç�È�æáí��Bÿ»È�ÇqÊ.ÃBÈ�Ê�äNÈ�Ç�åBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å í ïNÈ	ÇqÈ�å�æ Ä��Eå:ï�íå�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê£�gä"ïNÈ�Åaå�å�ÿ»ÊEÅ�å�ÆòÈ�ívÉ<Çså�Çòí2ÊEÅlÈ�í°È�æ6È�Å�É<ï|Ã�ÄÍÊ»ÃBÈ	Å�ï�Æ�Ê�ÿ�ä"æ�È�õòÄ4Ã�å�Ã>êa`vå�ÿ»ÊEÅ
å'È�íNÉ�È�í"ÃBÈ�Ç í ïNÈlíNÄÒæÂå�Å:å�Å�ÄÂô�í"åBÆ�ÄÍÊ�í2È�ÅlÃBÈ�æÂå'È�ívÉ<Çså�Ã�å[�¡íNÄ�È�æ�Æé��ÿ�ä"ïBÉÑÊzÃBÈ�æÉ å�ÿ�å�Ñ2ÊÃBÈ�ïBí"å»æ Ä�Å�ÉÍå:ô�ï|å�Ç�Ã�å�Ã�å�í2È�Æ�È�Å�ÄîÉ å�íñÆ�Ê�í|Å�ï�ÿ:ÄîÇ	íNÄÂô�ïBí"å�Ê�äNÈ�Ç�åBÆ�Ä	��íDê
È
XT§0µ�³�±<³�± þ fSd v¡ä"æ ÄÍÆ�å:æ�ÊEÅ�ÃBÊEÅ�å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»ÊEÅÒä|å�Ç�åc�Tï0ÅEÆ�å�Ç�È�æ·È�æ�È�ÿ»È�íNÉ�Ê�ÝÏÈ�í�æÂå.æ Ä�Å�ÉÍå
1
�
3
�
5
�
7
�
9
ìñÆ�Ê�ÿ�ä|å�Ç�å�æÂå�Å�Ê�äVÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å í ïNÈ�ÅEÈ�ÇqÈ�å�æ Ä��Eå�íGÈ�íGÆ�å�Ã�å�ï�í2Ê'ÃBÈ�æ�ÊEÅÆ�å�ÅEÊEÅé��É�È�íNÄÍÈ�í"ÃBÊÏÈ�íRÆ�ïVÈ�íNÉÍå»æÂå�Êm��ÅEÈ�Ç�å�åBÆ�Ä	��í'å�íNÉÑÈ�ÇòÄÍÊ�Ç4ê



÷�Û ë ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
(6ûÁ(6û)( } ��uþ +%	)�[,¾þuÿ�/��Fþ +%/����2-��{	����
ó {�o�pqj�oqj:tv{�p�{T�sry}n¸y{Dp¢}~jl��kn£yuvk�{Dm0o�{	wTuv{D�so�k�xymgÖ
  µ þ �S©�§�®Rª ÖtNj�tNj�u|mNj�}�kn�so�j�tv{�m��v��{Tpsry�Ò{Dm0oq{Dp�ry�Òtvk���oqknm0oqr��TÌ a1, ..., an

Ì0rypstv{TmNj�p�}~j
t|{���{Tm|ryp¢j.��jE¿yr�p ¶ çB�6ryp¢{�½s{T���v}nrvÖ ¾ m�oqpqj�tNj X Ìg÷yÌ��|Ì ë ¶ ó j�}nk�tNj�Ö¡÷yÌ X Ì ë Ì�� ¶ é
��j�oqry�¢tv{�{Dm0oqp�j�tNj|Ö

a1, a2
Ì ¶Â¶n¶ Ì an

¶ ÜÀmNj:}�k���o�jltv{�m��v��{Tp�r��¢{Tm�oq{Tpsry��tvkn�so�k�m0o�ry� ¶
� ©�b þ µ�±îE® þ E�G r µ�´§�C·ªN³�±BADC¤�6¥µ��6¥UXDª)G ijzk�tv{Tj�{DmR{T��oq{�j�}�£�ryp�kÂo���rÏ{T��wTr��.��vj�pqj�p�tvry��{T}n{T��{Tm�oqry����uvwD{T��kÂ¸yry��tv{l}~j»}nk���o�j�¿�{TmèwTj���rztv{ º u|{.m|rz{T�so�àTmèryp�tv{DmNj��t|ry�:j�t|{TwTuvj�tNj���{Tm�oq{Ïknm0oq{Dp�wTj��l�vk~j�p���u|�l¸�j�}�ryps{T� ¶ Ó ry��{Tmv Tj���ry��wTr����vj�pqj�m|tvr'{D}�|p�k���{Tp�{T}n{T��{Tm0o�r.t|{�}~jl}nk��soqj�wTrym�{T}��s{T£�uvmvtvr�{�knm0oq{Dp�wTj��l�vk~j�mvtvrl}�r��¡¸�j�}�ryps{T���sk�{T�
m|{TwT{D�qj�psk�rvÌB}�uv{D£yr�{D}á�s{T£�uvmvtvrlwDrym»{T}Voq{Dp�wD{Tp�r�¿�j��sÐ"ÙNj���o�j�j�wTj��Nj�pÒ}~j�}�kn�soqj ¶ Ó uNj�mvtvrj�w�j��Nj���r��ã}�j�}nk���o�j|Ì�{T}V¸�j�}�ryp��»���ã£�pqj�mvt|{À��{�Ùvj�wTry}nrBw�j�t|r�{Tm»{T}4�v}Âoqkn��r�}nuv£�j�pÀç º u|{{D��{T} º uv{�tv{D�"{�rBwTuv�vj�pã{TmÏ}�j���j�}�kntNj�é¼�"r�pã}�r º u|{�tv{T�"{D��ry�ãp�{D�"{Doqknpã{D}"�vp�rBwD{T��rlwDrym}�j:m0uv{D¸�j�}�kn�so�jlps{T�suv}noqj�tvr.tv{�}�ry��knm0o�{Tp�wTj��l�vknry�¡�vps{T�swTk�m|tvk�{Dmvtvr�tv{T}N�v}Âoqkn��r�¸�j�}nryp ¶
ù�{Tj���ry��uvm]{Ñ½s{T���v}nrvÖ

×6r��»j���ry�¡}�j:}nk��soqj
a1 = 2

Ì
a2 = 1

Ì
a3 = 6

Ì
a4 = 4 ¶Ó ry��r.{T}��vp�kn��{Dp�¸�j�}nryp

a1 = 2
{D����jE¿yryp º uv{�{T}���{D£yuvmvt|r a2 = 1

{Dm0o�rymvwT{D�À�s{
knm0o�{Tp�wTj��l�vk�j�mz}nry�¡¸�j�}nryp�{D�TÖ

a1 = 1 a2 = 2Ó ry��r�{T}"�s{T£yu|mvtvr�¸�j�}�r�pÒ{D�¡j�Ù|rypqj
a2 = 2

��{Dmvryp º uv{À{T}Vo�{TpswT{TpsrvÌ�{T}"j�}�£�ryp�kÂo���rm|r�ÙNj�wD{�mNj�tNj|Ö
a2 = 2 a3 = 6Ó ry��rÏ{D}6o�{TpswT{Dp�¸�j�}nryp

a3 = 6
{T����jE¿yr�p º u|{:{D}6wTuNj�p�oqrÏ{Dm0oqr�mvwT{D�	��{l�|p�rBtvuvwD{u|m�knm0o�{Tp�wTj��l�vknr:tv{	¸�j�}�ryps{T�TÖ

a3 = 4 a4 = 6

ó {�j�w�j��Nj.}�j:}nk��soqj�¿z}~jlm0uv{D¸�j�}nk���o�jl{D�TÖ

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 4, a4 = 6.

¾ m'{T�so�{lwTj��srÏ}~j�}nk���o�j:¿�j»{D�so���ryp�tv{DmNj�tNj�Ìá�"{TpsrÏ�"rBtvpsÐ~j�mvr»��{Dp�j���ÐwDrym'}nr º u|{Ùvj��vp�Ð�j º uv{�ps{T�"{�oqk�p�{T}��|p�rBwT{D��r�wTrym]}~jl}�kn�soqj a1, a2, a3 ¶ù�kn�soqr.{D}�{Ñ½s{D���v}nr.{D��wDp�k��vj���r��¢{D}·j�}n£yryp�kÂo���r|Ö
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¾ m0o�pqj�tNj�Ö a1, ..., an

¶�Nryp
j = 1

o�r
n− 1�Nryp

i = 1
oqr

n− jkÂ�
ai > ai+1

o�Ùv{Tm8k�m�oq{Dp�w�j��l�vk~j�p��suv�.¸�j�}�ryps{T�]ç�¸y{Dp�r��v��{Dps¸�j�wDk�xym
��k�£�uvk�{Dm0o�{Eé

ó j�}nk�tNj�Ö
a1, ..., an

¶

r �S¨D§Bµs�|ªN³�±�ALCed)Gld�Gld ²���ÅEÈ�Çºå�å�ÿ»ÊEÅ í ïNÈ�ä|å�ÇsåèÄîíNÉ�È�ÇqÆqå�ÿc�TÄ4å�Ç�È�æãå�å�æ�Ê�ÇzÃBÈÏæÂå�Å å�åmæÇ�Ä4å>�Tæ�È�Å
ai

ì
ai+1

í2È�Æ�È�Å�ÄîÉ å�ÿ»ÊEÅ�î|åBÆ�È�Ç	É4Ç�È�Å:Ê�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å?;
c := ai

ai := ai+1

ai+1 := c

�6ryp º uv{��sk���{DmvwTkn}�}~j���{Tm0o�{�Ùvk�wDk�àD��{T��ry�DÖ
ai := ai+1

ai+1 := ai

¾ mR}~j��|p�k���{Dpqjz}�Ð�m|{�jz}~jÏ¸�j�p�k�j��v}n{ ai

oqr��»jz{T}�¸�j�}nryp�t|{
ai+1

¿è{Dm°}~jz��{D£yuvmvtNj�j�}
j���kn£ymNj�p¢j

ai+i
{T}�¸�j�}nryp¢tv{

ai
Ì"wDry��r�àT�soqj�¿�j.oqkn{Tmv{�{D}�¸�j�}nryp¢tv{

ai+1
ÌV{Dm�p�{Tj�}�kntNj�t

mvr�Ùv{D��r��¢Ùv{DwòÙvr�mvj�tNj ¶ �6ryp¢{D�so�r��s{�mv{DwT{D��knoqj�}�jl¸�j�p�k�j��v}�{	j�u�Î�k�}nk~j�p c ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ fSf v¡ä"æ ÄÍÆ�å�Ç�È�æ�å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»Ê��TïBÇ4�Tï�õDå�ÃBÈ�Ê�ÇsÃBÈ�í"åBÆ�Ä	��í°å]æÂå]æ Ä�Å�ÉÍå @ � E �#�m�
Ý[� F �W&Dê
� ©Bb þ µ�±î²® þ d)G � ©Bb þ µ�±î²® þ ´·§@¨T§B©4§B³�³�±BADCuG i·jñkntv{�jñt|{�{T��oq{�j�}�£yr�p�kÂo���rètv{ryp�tv{DmNj�wDk�xymd{D� º uv{]{DmÝ{D}��Nj��sr j

� àT�sk���r���knpqj�}~j'}�kn�so�j
aj

Ì
aj+1

Ì ¶Â¶n¶ Ì an

wTj�}�wDuv}~j
{T}���Ð�mvkn�.r»¿���k�mvr�{T�

aj

ç�wTry��r�tv{D�vk�{Dpqj��s{Tp���k�}�jz}nk��soqjÏ{T��oqu|¸Bk�{Dpqj�ryp�t|{TmNj�tNj�é�}nr
k�m0o�{Tpsw�j��l�vk�jlwDrym

aj
¶

È
XT§0µ�³�±<³�± þ fZg � Ä�ÅEÈ>Ñ"å�Ç�ïBí?å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»Ê í ïNÈlÉÑÊ�ÿ»È�ïBí"å�æ Ä�Å�É å]ÃBÈlí��Bÿ»È�Ç�ÊEÅ�È�íNÉ�È�ÇqÊEÅ
a1, a2, ..., an

È�Äîí"Ã�Ä í ïNÈlÆ�ïZè�æ·ÃBÈ:È�æîæ�ÊEÅlÈ�ÅlÈ�æ�ÿ:ðîíNÄîÿ»Êmê
¾ ��wDp�k��vj���r���{T}�j�}�£yrypskÂoq�.r»uv�qj�mvtvr�{T}¼{�½s{TpswTk�wDk�rzj�m0o�{Tp�knryp ¶�¾ �soqr�{D�TÌ·t|{Tm0o�p�r�tv{mBuv{D�soqpsr�j�}�£yr�p�kÂo���r�¸�j���ry��j	}�}�j���j�p¼j	r�o�p�r�j�}�£yr�p�kÂo���r|Ì�tvk�£�j���r��¡ÿ:ÄîíNÌ º u|{�wTj�}�wDuv}~j{T}���Ð�mvkn�.rltv{�u|mNj.}�kn�soqj ¶

¾ m0o�pqj�tNj�Ö a1, ..., an
¶



÷�ÛW� ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
�Nryp

j = 1
oqr

n− 1kn�
min(aj, aj+1, ..., an) 6= aj

oqÙv{Dm�knm0o�{Tp�wTj��l�vk�j�p���uv�¢¸�j�}�ryps{T�
ó j�}nk�tNj|Ö

a1, ..., an
¶

ù�{Tj���ry��uvm]{Ñ½s{T���v}nrvÖ
×6r��»j���ry�¡}�j:}nk��soqj

a1 = 2
Ì
a2 = 1

Ì
a3 = 6

Ì
a4 = 4 ¶Ó ry��r'{T}���Ð�mvkn�.r�tv{z}�j�}nk���o�j�{D�

a2
¿
a2 6= a1

{Dm0o�rymvwD{T�.knm0o�{Tp�wTj��l�vk�j�m°�suv�
¸�j�}�r�p�{T�DÌNr��|oq{Dmvk�àDmvtvry�s{��"ryp¡o�j�m�oqrvÖ

a1 = 1 a2 = 2.

¾ mz}~j�}�kn�soqj a2 = 2
Ì
a3 = 6

Ì
a4 = 4

{D}2��Ð�m|k��.r�{D�
a2
�"ryp�}nr º u|{	mvrl�s{�p�{�j�}�k� Tjm|k�mv£yu|mNj:ry�"{Tp�j�wTknxym ¶�Sk�mvj�}��.{Tm�oq{Ï{TmÝ}�j�}�kn�soqj

a3 = 6
Ì
a4 = 4

{D}¢��Ðnmvkn��r'{T�
a4
¿ß�"ryp:oqj�m0o�rñ��{

knm0o�{Tp�wTj��l�vk�j�m }�r���¸�j�}nryp�{D�Ïtv{'}�r��»tvry�Ï{T}n{T��{Tm�oqry�DÌ�rypstv{Tmv��mvtvry�s{�tv{'{T�so�{���rBt|r
o�rBtNj:}~j:}nk���o�j ¶
È1XT§0µ�³�±4³�± þ fS� v�ä"æ ÄÍÆ�å�Ç�È�æ·å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Ê�ÃBÈ�ÅEÈ�æ�È�Æ�Æ�Ä	��í.ä|å�Ç�åzÊ�ÇsÃBÈ�í"å�Ç	æÂå�æ Ä�Å�É å @ � E � �m�
Ý[� F ��&Dê
¾ �soq{�{D�¡uvmÏ{Ñ½s{D���v}�r�tv{T}á�Nj�p�j�tvkn£y��j�t|{�wDrymv��oqp�u|wTwTknxymzt|{	j�}�£yrypskÂoq�.ry��tv{Tmvr���kÕ�mvj�tvr ªN©�b þ µ�±î²® þ � þ µ²ª%Ô �"ryp º u|{�¸�jlwDrymv�so�p�u|¿y{Dmvtvr�uvmvjl��uv�v}nk���o�j�rypstv{Tmvj�tNjlw�j�tNj¸y{D ��»����£�pqj�mvt|{ º uv{'j�}¢wTrym|wT}nuvk�p.wTrym�oqkn{Tmv{�jèoqrBtvry��}�ry��{D}�{D��{Dm0o�ry��t|{�}�jñ}nk��soqjknmvk�wDk~j�} ¶

¶V�ù ·s!:. ��2�%{ð)34+��#+

Ó r���r¢Ùv{D��r��·��{D¹Nj�}�j�tvr¢{Tm�}�j����s{TwTwDk�r�mv{T�6j�m0o�{Tpsk�ryps{T��tv{T�"{D��ry�·ÙNj�wD{Tp·uvm�{T��oquvtvknr�tv{
}�j:{DÁNwDk�{DmvwTk�j.tv{�uvm�j�}�£yrypskÂoq�.r ¶�¾ ��oqr�p�{D��uv}Âo�j.{D���"{DwTk~j�}���{Tm�oq{�k�m�oq{Tps{T��j�m0o�{�wTuvj�mvtvrwDrymvrBwD{T��ry��t|k��so�k�m�oqry��j�}�£yr�p�kÂo���ry���vj�pqjÏj��"ryp�tNj�p�uvm'��k�����r��|p�ry�v}n{T��j'ç�wTry��r»{Tm
}�j��Q�v� º uv{DtNj	¿�}�j�r�p�tv{DmNj�wDk�xymVé·¿�tv{T�"{D��r���t|{TwTkntvk�p6wTuv��}|tv{¡{D}�}�r��Su|�qj�pDÌ��s{T£��vm:uvmvry�wDp�kÂoq{Tpsk�ry�¡pqj� Trymvj��v}�{D��¿zt|{D��{Dmvtvk��|}�{T� ¶

¾ ¸�kntv{Tm�oq{D��{Dm0o�{]ÙNj�¿?tvry�.�vj�pq����{Do�p�ry� º uv{���{TpsÐ~j�knm0o�{Tp�{D�qj�m0oq{z��knmvkn��kÂ �j�pDÖ»{D}o�k�{D���"r�¿�{T}�{D���Nj�wDk�r ¶ Ó ryml{T}Boqkn{T���"rÀmvry�Sp�{D��{Dp�kn��r��Sj�}�jÀwTj�m0o�k�tNj�t�tv{�ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T��v����knw�j�� º uv{�}�jz��� º uvk�mvjztv{D�"{�p�{�j�}�k� Tj�p�{DmRuvmRj�}�£�ryp�kÂo���r»¿�wTr�mR{D}�{T���vj�wTknr�j�}~jwTj�m0o�k�tNj�t]t|{���{T��rypsk~j º uv{�{D}·j�}n£yryp�kÕoq��rlu|o�k�}nkn �j�{Tm]��u]��u|mvwTknrymNj���kn{Tm�oqr ¶
Ë ry��wT{Dm0oqp�j�p�{D��r���{Tm�{D}NwTr�m0oqpsry}vtv{D}Nm��v��{Tpsr�tv{¢ry�"{Dpqj�wDk�rymv{D� º uv{¢{T}Nj�}�£yr�p�kÂo���r{���{Tw�oW�Nj|ÌN{T��oqr�{T�DÌV{Tm]{T}�wDrym�oqp�r�}�tv{D}goqk�{D���"r ¶
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8 §>ø�C6±4³�±BADC¯d�Glf)GBE ³gÈ�å'ï�íÝå�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê�Æ�ïUì�ÊEÅzÃ�å�É�ÊEÅÏÃBÈ�È�íNÉ<Çså�Ã�å'É4ÄÍÈ�í2È�ídÉ å�ÿ�å�Ñ2Ê
n
ê � È���íNÄîÿ»ÊEÅ�æÂå©�òï�í2Æ�ÄÍÊ�í T (n)

� C Ç ®°§0µ þ ´·§ þVý §Bµ²ªN³�± þ C§B¨è¤g¥§ µ²§0ªN©4±�Ô�ª+§B©
ªN©Bb þ µ�±�E® þ §�CG§B© ý § þ µz´·§�© þ ¨.³yªN¨ þ ¨ ��Æ�Ê�ÿ»ÊÏÈ�æ)å�åyænÊ�Ç	ÿcè�õyÄîÿ»Ê�ÃBÈ�ægí���ÿ»È�ÇqÊ�ÃBÈÊ�äNÈ�Ç�åBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å í ïVÈ�Ç�È�å�æ Ä��Eå»È�æ�å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Ê�È�íNÉ4Ç�È�ÉÑÊTÃ�å�Å�æÂå�Å�å�ä"æ ÄÍÆ�åBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�ÃBÈ�æ2ÿ:Ä�Å�ÿ»Ê:åæÂå�Å�äNÊEÅ�ÄB�Tæ�È�Å�È�íNÉ4Ç�å�Ã�å�Å�ÃBÈ�ÉÍå�ÿ�å�Ñ2Ê

n
ê

¾ }�o�j��»j�¹|r�t|{�}~j:{Tm�oqpqj�tNj�{Tm�{T}���rBtv{D}�r.wDry���vu|o�j�wTk�r�mNj�}�ç ü â �'é º uv{�Ù|{T��ry�{T}�{D£ykntvr.{T��o�j�p���ps{T}~j�wTknrymNj�tNjlwTr�m�}~j:wTj�m�oqk�tvj�t]tv{�m��v��{Tpsry��{Dm0o�{Tpsry� º uv{�knm0¸yry}nuvwTp�jtvk�w�ÙNj�{Tm�oqpqj�tNj ¶ i·j���ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�.j º uv{z��{Ïp�{�ÁN{Tps{z}~j�tv{DÁvmvk�wDk�xym?tv{Ï}�j���uvm|wTk�x�mtv{Tmvr���knmNj�tNj
T (n)

�srym]}~j��¡ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�¢�N����knw�j���tv{�mBuv{D�soqpsr���rBtv{T}nr ¶
` ª�ª�¥"C³�±�ALC T (n)

ý ªvµ²ªR§B©�§�XT§B® ý © þ ´·§B©¡³y¯N©4³�¥6© þ ´§B©�®°¯|Ñ·±4® þ
ü {D�vp�rBtvu|wTk���ry��{D}Àj�}�£�ryp�kÂo���r º uv{�o�{TmvÐ�j���r����Nj�pqjñw�j�}nwTuv}�j�p.{T}�����Î�k���rètv{�uvmNj}�k���o�j|Ö

��j�o�ry�¢tv{�{Tm�oqpqj�tNj|Ö
a1, ..., an

a := a1 i := 1O¢Ùvkn}�{
i ≤ n− 1

i := i+ 1� �
a < ai

oqÙv{Dm
a := aió j�}nk�tNj�Ö

a

��{DÁNm|k���ry��{T}6o�j��»j�¹|rÏt|{:}�j»{Dm0o�pqj�tNj»wTry��rÏ}~j�}�r�mv£ykÂoquvt�tv{l}�j»}nk��soqj ¶�¾ ��tv{TwDk�p�{T}¸�j�}nryp�tv{
n ¶ãâ mNj�}nk�wT{D��r���{T}�m��v��{Tpsr�tv{�ry�"{Dpqj�wDk�rymv{D���Nj�pqj.uvmNj.}�k���o�jltv{�}�rym|£ykno�uvt

n ¶Ò¾ m]{T}��vpsry�vk�r.j�mN��}�kn��kn�¡k�ps{T��ry��¸Bk�{Tm|tvr�wTuv��}�{T�¢{T}��"{Dryp¢tv{�}�ry�¡w�j��sry� ¶
¾ }6j�}�£yr�p�kÂo���r�wTr���kn{Tmv Tj�wTr�m�t|ry��j���kn£ymNj�wDk�rym|{T�lç a { i é�¿�tv{�oq{Dp���k�mNj�mvtvr»{T}·¸�j�}nryptv{

n − 1
�"ryp»��{Ttvknr°tv{�uvmNj°tvkn��{Dp�{DmvwTk�j+ç�p�{DwTrypstNj���ry� º uv{'{Dm+}~jRr��v��{Dps¸�j�wTk�x�mX ¶ X ¶ ÷�tv{TwDÐ~j���ry� º uv{»{T}ãwDxy���vu|o�r�tv{ n mvr��vps{TwTkn�qj�tv{»mvknmv£yu|mNj�ry�"{Dpqj�wDk�xymR�Nj�p�j��{Tp¢{D��{DwDo�uNj�tvr0é ¶��{T�s�vuvàT��{Dm0oqp�j�{Tm�uvm��|uvwT}n{ º uv{���{�p�{T�|knoq{ n− 1

¸y{TwD{T��¿�{Tm�w�j�tNj�ps{T�"{Do�k�wDk�xym]��{
ÙNj�wT{�Ö

uvmNj:wTry���Nj�p�j�wTknxym º uv{�tv{�oq{Tps��knmNj:�sk�{Tm�oqpqj�p�r�mvr.{Tm]{T}��vu|wT}�{�ç i wDrym n− 1
éòÌ

uvmNj.j���kn£ymNj�wDk�xym�j:}~j
i
¿zuvmNj.�suv��j

i+ 1
Ì

uvmNj:wTry���Nj�p�j�wTknxymztv{
a
wDrym

ai

¿
ÁNmNj�}���{Tm�oq{:u|mNj]j���k�£�mNj�wTknxym º uv{�jÏ¸y{TwD{T���s{�Ùvj�wT{:¿�jz¸�{TwT{D��mvr ¶.¾ mñ{T}¼�á{Dryptv{�}�ry��wTj���r�����{�ÙNj�p�� ¶�6ryp¡o�j�m�oqr.{Tm]{T}��vu|wT}�{	��{�Ùvj�wT{Dm

5(n− 1)
ry�"{Dpqj�wDk�rym|{T� ¶
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�À{T���|uvàT�ãÙNjE¿:u|mNj�wTry���Nj�pqj�wDk�xym]ç

i
¸�j�}nk�{Tm|tvr

n
wDrym

n−1
é º uv{�mvr����qj�wTj�tv{D}N�vuvwT}n{¿Ï}~j.j���kn£ymNj�wDk�xym�j:}~jl�qj�}nk�tNj ¶

ü {T�suv}noqj�tvr:oqr�oqj�}g{Dm�{D}��"{Tryp¢wTj���r|Ö

T (n) = 3 + 5(n− 1) + 2 = 5n.

È1XT§0µ�³�±4³�± þ fS� � È�ÅEÆ�Ç�ÄB�TÄîÇ¡Æé��ÿ»Ê	È�ÅãæÂå�æ Ä�Å�É å í ïNÈ¡Ã�å�È�æ�äNÈ�Ê�Ç�Æ�å�ÅEÊ	È�íÏÈ�Å�ÉÑÈ¡å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Êmê
r �S¨T§0µs�|ªN³�±BADCed�Glf)Gld ³gÈ¢äNÊTÃ�Çòð4å�íñÃBÈ���íNÄîÇlÊ�É4ÇqÊ�É<Ä äNÊ»ÃBÈR�òïBí2Æ�ÄÍÊ�í2È�Å�ä|å�Çså»ÿ»È�Ã�ÄîÇ�æÕå
Æ�å�íNÉ4Ä4Ã�å�ÃñÃBÈ�Ê�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�ÅÏÃBÈÏïBíGå�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê£��äNÊ�Ç]È�õ�È�ÿ�ä"æ�Ê#�òïBí2Æ�ÄÍÊ�í2È�ÅzÃBÈ»É<ÄÍÈ�ÿ�äNÊ
ÿ»È�Ã�ÄÍÊ£�

M(n)
� í ïNÈ.í2ÊEÅ�Ã�å�íÝÈ�æ¼í���ÿ»È�ÇqÊ�ÃBÈÏÊ�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�ä"ÇqÊ�ÿ»È�Ã�ÄÍÊ í ïNÈzÈ�æ�å�æ ôBÊ[æÇòÄîÉ4ÿ»Ê.ÇqÈ�å�æ Ä��EåzÆ�ï|å�í"ÃBÊ:ÇqÈ�Æ�ÄB��È	ïBí"å�È�íNÉ4Çså�Ã�å»ÃBÈ	É å�ÿ�å�Ñ2Ê

n
êHB	³gÈÀÅ�ïVÈ�æ�È�íñÊm�TÉ�È�í2È�Ç�ÃBÈ��Ê�Çòÿ�å�ÈõDäNÈ�ÇòÄîÿ»È�íNÉ å�æ�ê =

ó ry�vps{�}~j���uvmvwTknxym
T (n)

wDrym0¸Bkn{Tmv{�ÙNj�wT{Dp¢tvry�¢�vp�{DwTkn��knrymv{T�DÖ
kîéã��uv{D}�{���{Dp�tvkÂ��Ð�wDkn}2wTj�}�wDuv}�j�p�}�j�{�Î|j�w�o�j���{Tm�oq{�ö
k�k~é2��k0w�j�tNj�ry�"{Tp�j�wTknxym�mv{DwT{D��kÂo�jÀuvmNj¢��pqj�wDwTknxym��lu|¿��"{ º uv{T¹Nj�tv{Òo�k�{D���"r��vj�pqjps{�j�}nk� Tj�p��s{�Ì�m|r�{T�S�vps{TwDk��qjÀuvmvjÀ{�Î|j�wDo�kno�uvt�oqr�o�j�}0{Tml{D}Bw���}nwTuv}nrÀt|{

T (n)
Ì��"ryp{Ñ½s{T���v}nr

u|m�{Dp�p�r�p¢tv{�uvmvj.ry�"{Tp�j�wTknxym�{Tm]{T}�wT��}�wDuv}�r:tv{
T (n)

{T�¢o�r�o�j�}n��{Tm�oq{�k�psp�{T}n{D¸�j�m0o�{ ¶
¾ �so�j���tvry�À�vp�{DwTk��sk�r�mv{T��m|ry��k�m�¸Bkno�j�m�j»}�j�tv{DÁvmvk�wDk�xym�t|{�}~j ³ þ ® ý ©�§�X�±4´ªN´I´·§B©

ªv©Bb þ µ�±î²® þ'wDry��r»uvm�wDrymvwD{T�|o�r º u|{lp�{DwTr�½�j»}~j�mNj�o�uvpqj�}n{T Tj»j���knm0oqx�oqk�wTj�tv{�}~j.��uvm��wDk�xym
T (n)

¿ñmvr��su°¸�j�}�ryp�{òÎ|j�wDo�r ¶ ��k�w�ÙNj�mvj�oquvp�j�}n{T �j º uv{»��{D¹Nj�}�j���ry��tv{D�á{»tNj�pknm|��ryps�»j�wTknx�m»tv{�wTxy��rlwDp�{TwD{	}~j���uvm|wTknxymÏwTuNj�mvtvr.j�uv��{Tm�o�j�{D}áoqj��»j�¹vr
n
t|{�}~j�{TmB�

o�pqj�tvj|Ìá{D���"{DwTk�j�}���{Tm�oq{��Nj�p�j�¸�j�}nryp�{D�À�lu|¿]£yp�j�mvtv{D��tv{T}oqj���j�¹vr
n
tv{�}~j�{Dm0o�pqj�tNj ¶�Sj�pqj�tNj�p{T��o�jÀtv{�ÁNmvknwTknxym��|p�{TwDk���j���r��wDk�{Tp�oqry�·wTrymvwD{T��oqry�6tv{T}Bj�mN��}nk��skn���»j�o�{T����oqkÂwTr ¶

8 §>ø1C±4³�±BADC�d)Glf)Gëf ³gÈ�å�í
T, S : N → R+ ÃBÊEÅ]Å�ïNÆ�È�Å�ÄÍÊ�í2È�Å�ÇqÈ�å�æ�È�ÅèÆ�Ê�í�å�å�æ�Ê�ÇqÈ�Å

äNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�ÊEÅ�êx³gÈ	Ã�ÄÍÆ�È í ïNÈ T (n) ´ þ ®°±§C·ª�ª S(n) Å�Ä�ÈõyÄ�Å�ÉÑÈ�í�ÃBÊEÅ�í��Bÿ»È�ÇqÊEÅ�ÇqÈ�å�æ�È�Å n0ì
k > 0

ÃBÈ�ÿ»ÊTÃBÊ í ïNÈ�ä|å�Çså]Æ�å�Ã�å n ≥ n0
ÅEÈ0å�È�Ç�Ä � í ïNÈ?;

S(n) ≤ kT (n).

³gÈ�å
O(T (n))

È�æ¼Æ�Ê�í�õòï�íNÉ�ÊzÃBÈ�æÂå�Å�Å�ïVÆ�È�Å�ÄÍÊ�í2È�Å�ÃBÊ�ÿ:Äîí"å�Ã�å�Å�äNÊ�Ç
T (n)

��È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å�Å�Ä
T (n)

ÃBÊ�ÿ:Äîí"å»å
S(n)

È�ÅEÆ�Ç�ÄB�TÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ
S(n) ∈ O(T (n))

ê³VÄ
S(n) ∈ O(T (n))

ì
T (n) ∈ O(S(n))

Ã�ÄîÇqÈ�ÿ»ÊEÅ í ïVÈ S(n) ì T (n) ÅEÊ�í ´§B©®°±<¨�® þñþ µ�´·§�C ê
8 §>ø1C±4³�±BADC�d)Glf)G�g ³gÈ�æîæÂå�ÿ�å ³ þ ® ý ©4§�X�±4´·ªN´�´§�¥"C]ªv©Bb þ µ�±�²® þzå�æ|Ê�ÇsÃBÈ�í|� O(T (n))

�
ÃBÈ�Å�ï0�òï�í2Æ�Ä	��í

T (n)
í��Bÿ»È�Ç�Ê�ÃBÈlÊ�äNÈ�Ç�åBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�È�í°È�æ�äNÈ�Ê�Ç�ÃBÈ�æ�ÊEÅlÆ�å�ÅEÊEÅ�ê



Â|j÷ö�jÄ�xv���rR�-ywî���}�q�} ÷EÛ �
i·jzwTry���v}n{Ñ½skntNj�t'tv{.uvmRj�}n£yrypskÂoq�.rÏ{T��{Tm�oqrym|wT{T��uvmvj���{TtvkntNjÏtv{T}�m��v��{Tp�r�tv{

ry�"{Tp�j�wTknrymv{D� º uv{�àD�so�{¡ps{�j�}nk� Tj¢{Tml{D}B�"{Tryp6tv{ã}�r��w�j��sry�S�Nj�p�j�oqj��»j�¹vry��lu|¿�£yp�j�mvtv{D�tv{�}�jz{Tm�oqp�j�tNj
n
¿è{D�soqj��v}�{DwT{�u|mNjl½s{Dpqj�p º uvÐ~j º uv{��"{Tps��kÂoq{:tv{�oq{Dp���k�mNj�p���k�uvm°j�}Â�£yryp�kÂoq��r]{T����{�½sryp º uv{Ïr�o�p�r ¶ ó kã{D}�j�}�£�ryp�kÂo���r A1 oqk�{Dmv{»wDry��r���uvmvwTknxym°m��v��{Tpsrtv{�ry�"{Tp�j�wTknrymv{D�.{Tm8{T}¡�"{Tryp.t|{�}�ry�:wTj��sry�

T1
¿yÌãps{T���"{DwDo�kn¸�j���{Dm0oq{�Ì�{D}¢j�}n£yryp�kÂo���r

A2
o�k�{Dmv{lwDry��r»��uvmvwTknxym

T2
¿
T2
tvry��k�mNj»j

T1
Ìg{Dm0oqr�mvwT{D��ç4�s{T£��|mè{T�soqjÏ��ryps�»j�tv{

wTry���Nj�p�j�p�é¡{T}6j�}�£�ryp�kÂo���r
A1

{T����{�½sryp�ç4rÏj�}·��{Dmvry�Àk�£�uNj�}~é º uv{�{T}6j�}�£�ryp�kÂo���r A2 ¶¾ }|j�mN��}nk��skn�6��j�oq{D�»��o�knwTrlç4{D�soqu|tvk~j�tvr	{Dm:}~j�j���kn£ymNj�o�uvpqjÀtv{�ú¡j���{T�¼tv{¢��j�o�{T����oqknw�j��qé{T��{D}�k�m|�soqpsuv��{Dm0o�r º uv{��"{Tps��kÂoq{�{T�soqj��v}n{TwD{Tp�{D�soqj�½s{Dpqj�p º u|Ð~j ¶� �soqj�mvr'{T�:}�j)�vm|k�w�j���ryps�»j�tv{Ï��{Ttvknp�}�j�{�ÁNwTkn{Tm|wTk~j�tv{Ï}�ry�lj�}�£yrypskÂoq�.ry� ¶�¾ m�:u|wòÙvj��ãrBw�j���knrymv{T�Ò}�ry�Òj�}�£�ryp�kÂo���r���mvr���{�¸�j�mÏj�uv��j�pã�Nj�p�j�{Tm0o�pqj�tvj��ã�lu|¿.£yp�j�mvtv{D�
mvk��"ry�sk��v}n{T��{Tm�oq{�¸�j�j:k�m�oq{Dp�{T��j�p¢}nr º uv{�rBwTuvpsp�{�{Tm]{T}��"{Dryp¢tv{�}�ry�¡w�j��sry� ¶
È
XT§B® ý © þ d)Gëf)Gl� ³gÈ�å�í

T (n) = n2
ì
S(n) = 2n2

ÅEÈ¦å�È�ÇòÄ �¡Æ�å í ïVÈ T (n) ì S(n)ÅEÊ�í�ÃBÈ�æ2ÿ:Ä�Å�ÿ»Ê»Ê�ÇsÃBÈ�íJì�å í ïNÈ¡ä|å�ÇsåzÆ�å�Ã�å n í"å�É4ïBÇ�å�æ"ÅEÈ�É4ÄÍÈ�í2È í ïVÈ T (n) ≤ S(n)
ì

í ïVÈ S(n) ≤ (1/2)T (n)
ê

È
XT§0µ�³�±<³�± þ fL� À Ê�ÿ�ä"Ç�Êm��å�Ç í ïNÈ:É�ÊTÃBÊEÅlæ�ÊEÅ�äNÊ�æ Äîí2Ê�ÿ:ÄÍÊEÅlÃBÈ�ô�Çså�ÃBÊ s È�íRæÂå�Å�Æ�Ê�í"Ã�ÄçæÆ�ÄÍÊ�í2È�Å�ÃBÈ�æÂåzÃBÈ���íNÄÍÆ�Ä	��í�ÃBÈ�ÃBÊ�ÿ:Äîí"å�í2Æ�Ä4å[��Ã�ÄÂô�å�ÿ»ÊEÅé�
a0 + a1x+ ...+ asx

s as 6= 0

ÅEÊ�íèÃ�È�ægÿ:Ä�Å�ÿ»Ê»Ê�Ç�ÃBÈ�íDê
È
XT§0µ�³�±<³�± þ fS� ³gÈ�å�í

a
ì
b
í��Bÿ»È�ÇqÊEÅ¢ÇqÈ�å�æ�È�Å¼äNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�ÊEÅ�ÿ�åmì0Ê�ÇqÈ�Å í ïVÈ @ ê � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Çí ïVÈ loga(n)

ì
logb(n)

ÅEÊ�íèÃBÈ�æ�ÿ:Ä�Å�ÿ»Ê»Ê�ÇsÃBÈ�íDê
È
XT§0µ�³�±<³�± þ fS� ³gÈ�å

l(n)
È�æ2æ�Ê�ô�å�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê:íáÈ�äVÈ�ÇòÄ4å�í2Êmê � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Ç�æÂå.Å�ÄÂô�ïBÄÍÈ�íNÉ�ÈlÆ�å�ÃBÈ�æí"åzÃBÈ�Äîí2Æ�æ ï�Å�ÄÍÊ�í2È�Å?;

O(1) ⊂ O(l(n)) ⊂ O(n) ⊂ O(nl(n)) ⊂ O(n2) ⊂ O(en)

È
XT§0µ�³�±<³�± þ gD� ³gÈ�å�í
T
ì
S
Å�ïNÆ�È�Å�ÄÍÊ�í2È�Å�ÇqÈ�å�æ�È�Å	Æ�Ê�í�å�å�æ�Ê�ÇqÈ�Å�äNÊEÅ�ÄîÉ4Äçå�ÊEÅ�ê � È�ÿ»ÊEÅ�É<Çså�Çí ïVÈ	ÅòÄ T ÃBÊ�ÿ:Äîí"å»å

S
È�íNÉÑÊ�í2Æ�È�Å

T
ÃBÊ�ÿ:Äîí"å»å

T + S
ê

� È�ÿ»ÊEÅ�É4Ç�å�Ç��lï0ÅDåyíVÃ�ÊßÈ�æÀå�ä|å�Ç�ÉÍå�ÃBÊ°å�íNÉÑÈ�ÇòÄÍÊ�Ç�� í ïVÈ�Å�Ä�ï�í@å�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê A1 É4ÄÍÈ�í2ÈÆ�Ê�ÿ»Ê:�òï�í2Æ�Ä	��íÝí��Bÿ»È�ÇqÊñÃBÈ�Ê�äNÈ�Çså�Æ�ÄÍÊ�í2È�Å�È�í È�æ·äNÈ�Ê�Ç�ÃBÈÏæ�ÊEÅ�Æ�å�ÅEÊEÅ
T
ìèÇqÈ�Å�äNÈ�Æ�É<Äçæå�å�ÿ»È�íNÉÑÈ:ï�ídåyæ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Ê

A2
É4ÄÍÈ�í2È.æÂå#�òïBí2Æ�Ä	��í

S
�Mì

T
ÃBÊ�ÿ:Äîí"å�å

S
��È�íNÉ�Ê�í2Æ�È�Å.æÂå

Æ�Ê�ÿ�äáænÈ�õòÄ4Ã0å�ÃßÃBÈ�æ�å�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ<ÿ»Ê°ÇqÈ�Å�ï�æ ÉÍå�ÃBÊdÃBÈ'ÇqÈ�å�æ Ä��Eå�Ç]Å�ïNÆ�È�Å�Äçå�å�ÿ»È�íNÉÑÈ
A1

ì
A2

È�Å
O(T + S) = O(T )

ê



÷�÷EÛ ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
i·j:oq{Dp���k�m|ry}nry£�Ð�j�������uv�qj�tvj�{D��}�j:�sk�£yuvkn{Tm�oq{�Ö
• ��k T (n) {T�:tv{T}¡��k��s��r�rypstv{Tm º uv{�}�j���uvm|wTknxym S(n) = n

�s{�ÙNj��v}~j�tv{
³ þ ® ý ©4§�X�±4´·ªN´ ©<±BC·§Bªv©�¶

• ��k T (n) {T��tv{D}Ò��k�����r�rypstv{Tm º uv{ S(n) = n2
tv{DwTk���ry� ³ þ ® ý ©�§4XT±<´·ªN´

³�¥·ªN´·µ�¯�²±<³yª ö
• j���Ðá�suvwT{D��kÂ¸�j���{Tm�oq{�wDry���v}�{�½sk�tNj�t�w&�|�vk�wTj|Ì�wTuv��pso�k�w�j ¶n¶Â¶ ¿�{DmÏ£y{Tmv{Dpqj�} ³ þ ®¼pý ©4§�XT±<´·ªN´ ý�þ ©4±BC þ ®?±îªN© �sk�{T}�rypstv{Tm]tv{ T (n) {T��{D}�tv{�uvm]�"ry}�knmvry�.knr|ö
• ��k T (n) {T�	tv{D}¼��k�����r»r�p�tv{Dm º uv{ l(n) ��{:ÙNj��v}~j»tv{ ³ þ ® ý ©�§4XT±<´·ªN´@© þ pbVªvµ^�î²®?±4³�ª ö
• ��k T (n) {T��t|{T}g��k��s��r�ryp�tv{Dm º uv{ en ��{	ÙNj��|}~j�tv{ ³ þ ® ý ©�§4XT±<´·ªN´d§�Ñ ý�þ pC·§�C6³�±�ªN©Ñ¶

ù�ry}Â¸y{T��ry��j	wDry��{Tm�o�j�p�j º uvÐv}�j�wDuv{T��oqknxym.tv{�}�ry�¼�|p�ry�v}n{T��j�� º uv{¢��r�m�ps{�j�}n��{Dm0o�{ps{T�sry}�uv�|}�{T�¢{Dm�uvm���rBtv{D}�r:wTry���vu|oqj�wTknrymNj�} ¶�¾ �soqj���ry�¢{Tm�oqrymvwD{T�À�|p�{TrBwDuv�Nj�t|ry�À�"ryp�|p�ry�v}n{T��j�� º uv{¢�vp�{DwTk���j�m�tv{¢u|m.oqkn{T���"r	pqj� DrymNj��v}�{¡�Nj�pqj	�s{Tp�p�{D��uv{D}no�ry� ¶ �6r�p�{�½s{T�:��|}�r]�suv�"rymv£�j���ry� º uv{�uvm°j�}�£�ryp�kÂo���r A1 oqkn{Tmv{.wTry���v}n{Ñ½skntNj�t O(T1) = O(n)
Ì6u|m

j�}�£yrypskÂoq�.r
A2

oqkn{Tmv{¢wDry���v}�{�½sk�tNj�t
O(T2) = O(n2)

¿:uvm»j�}n£yrypskÂoq�.r
A3

o�k�{Dmv{¢wTr��.�
�|}�{Ñ½skntNj�t

O(T3) = O(n6) ¶ ó uv�"r�mv£�j���ry� º u|{.}�j»ry�"{Dpqj�wDk�xym'�N����knw�j»��{:p�{Tj�}�kn �j�{Tmu|mNj�t|àTwTkn�»jÏt|{.��{D£yuvmvt|r ¶ ó kSoqr��»j���ry��uvmvj�{Dm0o�pqj�tNjztv{lo�j���j�¹vr 103
Ì�{Tm�oqrym|wT{T�

ps{T�s�á{DwDo�kn¸�j���{Dm0o�{�Ö
T1(10

3) = 103, T2(10
3) = 106 T3(10

3) = 1018.�]k�{Tm�oqp�j���{D}á�vpsk���{Tpãj�}n£yrypskÂoq�.r�{T���v}�{Tj�j��"{TmNj���tvr�����knmBu|o�ry�TÌ0{T}"��{T£�uvmvtvrl{T���v}�{Tj
j�}�£yr��»���tv{�uvmltvÐ�j�¿�{T}Bo�{TpswT{Dp�r�{T���v}�{TjÀ�����6t|{���kn}0��k�}n}Ârym|{T�tv{¡j�¹vr��S{Tm:j��ár�pso�j�p
}�j:��j�}�kntNj ¶
â mNj�}nk�wT{D��ry�¡}~jlwTry���v}n{Ñ½skntNj�tzt|{�}nry��tvry��j�}�£yrypskÂoq�.ry��tv{����v� º uv{DtNj ¶
¥�þ ® ý ©4§�X�±4´ªv´�´·§.©4ªc� Ç ¨�¤g¥·§B´ªz¨T§B³�¥§�C³�±4ªv©YGÒ¾ }��"{Tryp6tv{�}�ry�w�j��sry�S{T�¼� º uv{T}�{Tm
º uv{ a mvr�{T��o���{Tm�}�j:}�kn�so�j º uv{��s{�mvry��Ùvj��vpsry�"rypswTk�r�mNj�tvr ¶ Ó ry��r.mvry�¢k�m0o�{Tps{T�qj.}~jwDry���v}�{�½sk�tNj�t�mvr�mvry�6�vps{TrBwTu|�Nj���ry�6tv{�}�j��6j���kn£ymNj�wTk�r�mv{T� º uv{���{ãÙNj�wT{Dm:j�}0�vp�knmvwTkn�vk�r¿.j�}|ÁNmNj�}N�sk�mvr�tv{�wDuN��m�o�j���¸y{TwD{T�ã��{�p�{D�vkno�{¢{D}V�vu|wT}�{ ¶�¾ �so�r���{¼½suv��oqkÂÁNw�j	{Tm�{D}VÙv{Dw�Ùvrt|{ º uv{ O(1 + T ) = O(T )

�sk
T
tvry��k�mNj�j

1 ¶ Ó ry��r a m|r�{T�soq��{Dm?}�j]}nk��soqj|Ì·{T}�|uvwT}n{:�s{:p�{D�vkno�{
n
¸y{DwT{D�TÌ�¿'{Dmèw�j�tNjÏuvmNjÏtv{:{D}�}~j���ÙNj�¿'t|ry�	wDry���Nj�pqj�wTknrymv{T�DÌgu|mNj

j���k�£�mNj�wTknxymè¿èuvmNj]��uv��j|Ì6{D��t|{TwTknpTÌ6ÙNj�¿
4(n − 1)

r��"{Tpqj�wTk�r�mv{T� ¶ �6ryp�o�j�m�oqr�{T��oq{j�}�£yrypskÂoq�.rl{T��t|{ ³ þ ® ý ©�§4XT±<´·ªN´ ©4±§C·§0ªN©�¶
¥�þ ® ý ©4§�X�±4´ªv´ ´·§R©�ª�� Ç ¨�¤g¥·§B´ªÙ�6±§C·ªvµ�±�ª)G�¾ }6�"{Dryp�tv{�}nry��w�j��sry��{D��t|{�mBuv{�¸yr{D}ÀwTj���r?{Dm º uv{ a m|r?{D�so��°{DmG}~jñ}nk��soqj º uv{���{�mvr��»ÙNjR�vp�r��ár�p�wDk�rymNj�tvr ¶ Ó ry��r



Â|j÷ö�jÄ�xv���rR�-ywî���}�q�} ÷y÷y÷
��{T¹vj�}~j���ry��{Tmñ{T}¼{Ñ½s{T���v}nr]j�m0oq{Dp�knrypTÌg�Nj�p�j�wTj�}�wDuv}~j�p�}~jÏwTr����|}�{Ñ½skntNj�t'mvry��knm0o�{Tp�{D�qj
wTuN��m�o�j��À¸y{DwT{D����{�p�{D�vkno�{�{D}�vu|wT}�{ ¶ ù�{�j���ry��uvmvj�k�t|{�j�j�wD{Tpsw�j�tv{�{T��oq{�m��v��{Tp�r�tv{p�{T�"{�oqknwTk�r�mv{T� ¶ Ó j�tNj�¸y{T  º u|{z��{Ïp�{Tj�}�kn �j�{D}��vuvwD}�{Ï{D}ão�j��»j�¹|r�tv{Ï}~j�}�k���o�j º u|{TtNjp�{Tt|uvwTkntvrßj°}~jñ��kÂo�j�t ¶ ×pqj��Ï{T}À�vpsk���{Tp��Nj��srß�"r�p»{T}À�vuvwD}�{�o�{Tmv{D��r��Ïuvmvj?}nk���o�jtv{�o�j��»j�¹|r

n/2
Ì¡o�pqj���{T}���{D£yuvmvtvr?�Nj��sr?��{Dpq�°uvmvj°}�kn�soqjñt|{�o�j���j�¹vr

n/4
¿Ýj���Ð

��uvwD{T��kÂ¸�j���{Tm�oq{l{Dm
s
�Nj���ry���"ryp�{D}6�vuvwD}�{�o�{Tmvt|p�{T��ry��uvmvj»}�kn�so�j�t|{�oqj���j�¹vr

n/2s ¶�6rypSo�j�m0oqr|ÌywTr���r�{D}|�vp�rBwD{T��r	o�{Tps��knmNjÀwTuNj�m|tvr�}�j�}nk��soqjÀ{T��o�����r�p���j�tNjÀ�"ryp¼u|m��|mvk�wDr
{T}�{D��{Tm0o�rvÌv�s{�oqkn{Tmv{�Ö

1 = n/2s,{T��t|{TwDk�pTÌ
s = log2(n).��{�{T��o�jR��j�mv{Dpqj|Ìã{T}�j�}n£yrypskÂoq�.rètv{]���v� º uv{DtNj°�vk�mvj�p�k�j��vp�{D��{Dm0o�j ³ þ ® ý ©�§�X�±4´ªN´

© þ bVªvµ^��E®°±4³yª2¶
��p�ry�|k~j���{Tm�oq{z}�r��.tvr���j�}n£yrypskÂoq�.ry�lmvrñ�vuv{Tt|{Tm ��{Dp�wTry���Nj�pqj�tvr��TÌÒ¿�j º uv{�}nry�tNj�oqr��tv{ã{Dm0o�pqj�tNj�t|{ãuvmvr�¿�r�oqp�r�mvrÀ�srym�{òÎ|j�wDoqj���{Tm0o�{ãk�£�uNj�}n{T�TÌ²{Tm�{T}0��{D£yuvmvt|r�wTj���r

tv{T�"{Dm»{D�so�j�pÒrypstv{Tmvj�tvry� ¶�â ��ÐN�vuv{D�TÌ�j�uvm º uv{Àj��sk����v}n{�¸�kn�soqj�{T}N�s{T£yu|mvtvr�j�}n£yryp�kÂo���rp�{T�suv}noqj:��{�½sryp�ç�p�{TwDryp�t|{T��ry� º uv{ O(l(n)) ⊂ O(n)
é�Ì|}�r º uv{��|p�ry�vk�j���{Tm0o�{��s{�t|{T�"{wTry���Nj�p�j�pã{T�¡{T}gj�}n£yrypskÂoq�.r�tv{����v� º u|{TtNj.�s{TwDuv{TmvwDk~j�}2wTrymzu|m]j�}�£yr�p�kÂo���r�p�{D��uv}Âo�j�t|rtv{�p�{Tj�}�kn �j�pã�suvwT{D��kn¸�j���{Tm�oq{	uvmzj�}�£yr�p�kÂo���r�t|{�ryp�tv{DmNj�wDk�xym»¿�}�j��Q�v� º uv{DtNj.�|k�mNj�psk~j ¶i·r º u|{À��ÐV��{À�vu|{Ttv{ÀwTrym|wT}�u|k�p�t|{T}áj�mN��}nk���kn��j�m�oq{Dp�k�r�p�{T� º u|{�wDuNj�m|tvr�}nry��tNj�oqr��Òtv{À}�j}�k���o�j�{D�so���m]ryp�t|{TmNj�t|ry�¢{Dm0oqr�mvwT{D�Àj��l�"ry��j�}n£yrypskÂoq�.ry����{	�vuv{Tt|{Tm�j��|}�knw�j�pã¿Ïps{T�suv}noqj

�»����{�ÁNwTkn{Tm�oq{�}~j:�Q�v� º uv{DtNj��vknmNj�p�k�j ¶
È
XT§0µ�³�±<³�± þ g*E ´�Å�É<ï|Ã�Ä4å�Ç:æÂå�Æ�Ê�ÿ�ä"æ�È�õòÄ4Ã�å�Ã�ÃBÈ:æ�ÊEÅ.åyæ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»ÊEÅ.ÃBÈ»Ê�ÇsÃBÈ�í"åBÆ�Ä	��ízä"ÇqÈ�æÅEÈ�íNÉ å�ÃBÊEÅ�ê
È
XT§0µ�³�±<³�± þ gLd ´�Å�É<ï|Ã�Ä4å�Ç¡æÕålÆ�Ê�ÿ�ä"æ�È�õòÄ4Ã�å�Ã	ÃBÈ�ævå�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Ê	ÃBÈ�����Å í ïNÈ�Ã�å�ÇqÈ�Å�ïBæ É å�ÃBÊ	ÃBÈÆ�Ê�í2Æ�åyÉ�È�í"å�Ç�È�æå�æ ôBÊ�ÇòÄîÉ4ÿ»Ê�ÃBÈ:Ê�ÇsÃBÈ�í"åBÆ�Ä	��í/�TïBÇ��TïòõDå]Æ�Ê�í°È�æ·å�æ ôBÊ�Ç�ÄîÉ4ÿ»Ê�ÃBÈ:����Å í ïNÈ�Ã�å�TÄîí"å�Ç�Ä4å>ê À Ê�ÿ�ä|å�Ç�å�Ç�Æ�Ê�í'æÂå]Æ�Ê�ÿ�ä"æ�È�õòÄ4Ã�å�Ã�ÃBÈ�æÂå&����Å í ïVÈ�Ã�å.ÅEÈ�Æ�ïNÈ�í2Æ�Ä4å�æ�ê

×{Tps��knmNj���ry��{D}gw�j��|Ðnoqu|}�rlwDrym�{T}2k�m�oq{Tps{T�qj�m0o�{	wTrymvwD{T�|o�r�tv{ ³ þ ® ý ©4§�X�±4´·ªN´Ý±BC�pI§0µ²§�CáE§ ª*¥"C ý µ þ �6©4§B®°ªg¶ ó {�oqpqj�o�jètv{�{Tm|wTrym�oqpqj�p�{T}¢��{Ñ½sryp�j�}n£yrypskÂoq�.r º uv{p�{T�suv{T}Â¸y{�uvm��vp�r��v}�{D�»jzç���k�{D���|p�{�tv{T�stv{�{T}g�vuvm�oqr.tv{�¸Bk���o�jltv{T}gwTr�mvwT{D�|oqr�t|{�wDry�:�
�v}�{�½sk�tNj�t��|p�{T�s{Tm�o�j�tvr�é ¶

â �sÐ�tvk�ps{T��ry� º uv{�uvm]ý µ þ �S©�§B®°ªè§B¨�´§'³ þ ® ý ©�§�X�±4´ªv´ O(T )
wTuvj�mvtvrvÖ



÷�÷ X ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
kîé�ÙvjE¿�uvmzj�}�£yr�p�kÂo���r º u|{	ps{T�suv{T}Â¸y{	t|k�w�Ùvrl�vpsry�v}n{T��j�wDu|¿�j���uvmvwDk�xym»m��v��{Tpsrltv{r��"{Tpqj�wTk�r�mv{T�¢{Dm�{D}��"{Tryp¢t|{�}nry��w�j���ry�¢{T�¢tv{T}���k�����rlryp�tv{Dm º u|{ T ök�k~éÀw�j�tNj�j�}�£yr�p�kÂo���r º uv{�ps{T��u|{T}n¸�{�{D}��vpsry�v}n{T��j|Ì�wDu|¿�j���uvmvwDk�xymèm��v��{Tpsr]tv{�r���"{Dpqj�wDk�rym|{T��{Tm?{D}Ò�"{Tr�p�t|{»}nry��w�j���ry��}~j]t|{Tmvr�oqj���ry�

S
Ì6¸y{TpsknÁNwTj º u|{ T ∈ O(S) ¶¾ ��oqr:{D�TÌ|wDuNj�} º uvkn{Tpãr�o�p�rlj�}n£yrypskÂoq�.r º uv{�p�{T�suv{T}Â¸y{�{T}á�vpsry�v}n{T��j�o�k�{Dmv{�wDry���v}�{�½sk�tNj�tkn£yuNj�}2r.�»j�¿yryp º uv{�{T}�tv{	��uvmvwDk�xym T ¶

��{T��ry��oqpqj�p�{T��ry��wDry��rG{�½s{T���v}�r ������j�tv{D}~j�m�oq{+ç�wTuNj�mvtvr+ÙNj��v}�{D��r���t|{ß��pÑ�
�"r�}�{T��tv{�tv{TwDk���knxymVé º uv{	{T}2�|p�ry�v}n{T��j�tv{	r�p�tv{DmNj�wTknxymÏtv{	}nk���o�j��ã{T�¡tv{	wDry���v}�{�½sk�tNj�t
O(nl(n)) ¶
¶V��� å 24Ûa!0 �34(*. !#'¼+&%zyP{�';|c$&%�+�� 78!#� � �a��2�%
  µ þ �S©�§�®Rª QÒtNj�tNj�uvmNj�}�kn�so�j�tv{�m��|��{Dp�ry��å:¿�uvmÏm��|��{Dp�r&��tv{�oq{Tps��knmNj�pÒ�skátvk�w�Ùvrm��v��{Tp�r.{T�¢uvmvr�tv{�}nry��{T}n{T��{Tm�oqry��tv{�}~jl}�kn�so�j ¶
(6û���ûú �[~�ÿ��w02��/�- ÿ5���{0����2�7	�-�
¾ }��|p�k���{TpÏj�}�£yrypskÂoq�.r º uv{è�vps{T��{Dm0oqj���ry�Ïoqry��j°uvmNjß}nk��soqj°tv{�m��|��{Dp�ry�èåÝ¿Guvmm��v��{Tp�rJ��¿�tv{�¸Buv{T}Â¸y{�uvm]¸y{Tw�oqryp�tvr�mvtv{�w�j�tNj�{Dm0oqp�j�tNj.{T�TÖÒuvm�uvmvr���k·}�j:{Tm�oqpqj�tNj
t|{�}�j:}nk��soqjlwTr�p�p�{D���"rym|tvk�{Dm0o�{�{T��kn£yuNj�}�j���¿zuvm]wD{Tp�r�{Tm]w�j���r�wTrym�oqp�j�p�knr ¶

> �[öQ�^ø��«õ2*#,��
õ�����þUù@*�*Uÿ
ü�÷lø2�-�.�
> ÿ�����ù
ÿ�� �S7+�¢ü1*
> �/*#,2]U÷�ö	�gþW�Q��7+�S7	,!:;����4�L�7÷WþÓù����L_>*
> ^��«õ4ü`^�õ��M%a:Lø��`��F��÷WþUù������
> üL^�ù=]ÓüL_�,��
> ø'ý%ö�B�/]ÓüL_2*�,4:`^Cü1*
> ���2*
> ��ú�ö���2*
> �[öQ�^ø��«õ þQ]E:H�S8+�S�+��A=�SC�_@��A4�Wú

[0, 0, 0, 1, 0]

È
XT§B® ý © þ]tv{�uvmNj�j��v}nk�wTj�wTknx�m�j.}�jlo�{TrypsÐ~jltv{�m��v��{Tpsry�TÖ��{Do�{Tps��knmNj�p��sk ê Øm�:{T�¢{T}�wDuNj�tvp�j�tvr�tv{�uvm]m��|��{Dp�r.{Tm�oq{Tpsr ¶Ó ry��rz÷EÛ!� X Ìl÷EÛyÛ�¿ X Û!� X Ì ë ÛyÛ�{Dm0o�rymvwD{T�¢��k ê ØÞ����uv{Tp�j:uvm�wDuNj�tvp�j�tvr.}nrl��{TpsÐ~jt|{�uvm�m��v��{Dp�r�{Tm�oqp�{�÷y÷�¿è÷ � övoqry��j�mvt|r�}�j.}�kn�soqj:tv{�tvk�w�Ùvry�¢wTuNj�t|pqj�tvr��À�"rBtv{D��r��¸y{Dp��sk ê Øm�:{T�¢uvm]wTuNj�tvpqj�t|r ¶
> �[öQ�^ø��«õ þQ]Ó÷�ö��gþ<����8+����,!:�: ���E:L���L_@��?�C����Wú



Â|j¡ �j<q~�RÏ#vxt���{��hv�z�}~y�����z.�cn*yu}�qô�xvxps��q~ru�-y ÷y÷ ê

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

Ó ry��r'mvr�{D�so��'{Tmß}~j�}nk���o�j?ç4�|uv{T�:}~j��qj�}nk�tNj�t|{T}��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr�`"È�Æ�É�Ê�Ç�{D�soq�
��ryp���j�tNj��vm|k�wTj���{Dm0o�{��"r�p¢wT{Dp�ry�qé�mvr.�vuv{Dtv{���{Tp¢uvm]wTuvj�tvpqj�tvr ¶��j�t|r�{T��oq{�j�}�£yrypskÂoq�.r:��{��vuv{Dtv{�p�{D���"rym|tv{Tp�j.tvk���oqknm0o�j��¢�|p�{T£�uvm0oqj��TÌVwTr���r.�ár�p
{Ñ½s{T���v}nrvÖ

j�é2{T}�{T}n{T��{Tm�oqr#�ã{T��o���{Dm�}�j�}�kn�so�j�å��sk0{D}0ps{T��u|}no�j�tvr�tv{Òj��v}nk�wTj�pg{T}��vpsrBwT{Tt|k���k�{Tm�oqr
`"È�Æ�É�Ê�Ç.j]å�wDrym0o�k�{Dmv{�j�}n£��vm�u|mvrvö
�VéÒ{D}ám��|��{Dp�rlt|{�u|mvry��tv{�`"È�Æ�É�Ê�Ç«BÑå>=	tvknwT{ÀwTuN��m�o�j���¸y{TwD{T��{D�so��&��{TmÏ}~j�}�kn�so�j»åVö
wEé��skV¿�j���{��qj��"{ º u|{À��{�oqkn{Tm|{�uvm�{T}�{D��{Dm0o�r�t|{À}�j�}�kn�so�j�Ì���{��vuv{Tt|{�wDrymv�so�p�uvknpÒuvm��{Tm|wTk�}n}�r.j�}�£yr�p�kÂoq�.r º uv{�ry�|o�{Tmv£yj:oqrBtvr��¢}�r���}�uv£�j�p�{D�¢t|rymvtv{�{T��o��.{T}�{T}n{T��{Tm�oqr��£ê
�Sj�p�j.p�{D���"rym|tv{TpÀj:}~j����|p�{T£�uvm0oqj��Àjyé�¿z�Né ¶
> �
õ
ö��	��5ø[ù[÷�ù	D���*#,��[õ�����þUù@*�*Uÿ
ü�÷lø2�-�.�
> ÿ�����ù[ÿ�ü;�Óÿ1�K�/*
> ÿ+*#,5ù	��� þ��[ö��^ø���õ þUù(�#�!�/]ÓüF_=�>üF,!:;����4�L�7÷Wþ��[ö��lø��«õ�þUù(�-�.�����1*
> üL^ ÿ�,��~ø�ý%ö�
> �/*#,@]g��1�<��_Aö
ÿ5÷�ö��+*#,@]U÷5ü �Óÿ�_�^�ü1*
> ��ú ö�Q�2*i�r�j��v}�knw�j���r���j:uvm]{Ñ½s{T���v}nr.wDrymvwTps{Do�rvÖ
> �
õ
ö��	��5ø[ù[÷�ù	D��OþQ]K:N�S8+�&:H�<?(�S�+�&:H�S��_@��:	�Wú

[si , 3]

�Sj�p�j.p�{D���"rym|tv{TpÀj:}~j:�|p�{T£�uvm0oqj.wEé
> �
õ
ö��	��5ø[ùQ�+*�,��[õ�����þÓù=*�*äÿ[ü'÷^ø@�#�!�
> ÿ�����ù[ÿ�� �<7+�>ü1*
> �/*#,@]Ó÷�ö	�gþS����7+�S7	,4: �����[õ
ö	����5ø%ù[÷�ù�D	��þÓù+�#�!�/]�8	_��F_2* 7=*#,!:;*
> ^��«õ4ü`^�õ��M%a:Lø��
> ��L��÷�þUù������
> üL^0�[ö��lø��«õ þÓù+�#�!�1]YüF_�,!:�ø'ý%ö�
> �/]�7�_>*#,"ü1* 7=*#,�7��4:;* ^�ü1* ���2*
> ��ú ö�Q�2*i�r�j��v}�knw�j���r���j:uvm]{Ñ½s{T���v}nr.wDrymvwTps{Do�rvÖ
> �
õ
ö��	��5ø[ùQ��þ�]K:N�<8+�&:N��?=�<�(��:N�<�	_=�&:���ú

[1, 3, 6]



÷�÷ ë ��q�r Î {�n"�Rv¤Â|j<q~�RÏav�t���{��hv�z
¾ mßwTuNj�} º uvk�{Dp�wTj���r'{T�so�ry�:j�}�£�ryp�kÂo���r���oqk�{Dmv{Tm ³ þ ® ý ©4§�X�±4´ªv´�©<±BC§0ªN© ¿�j º uv{�ÌwDuNj�mvt|r���{Òoqk�{Dmv{ãu|mNjÀ}�k���o�j¢tv{Òo�j���j�¹|r�í�Ì�p�{Tj�}�kn �j�m�{T�s{TmvwDk~j�}���{Tm0o�{�q�íÏry�"{Dpqj�wDk�rym|{T�

wDrym5qzwDrymv�soqj�m0o�{ ¶ Ó ry���|p�ry�Nj���ry�¡{D�so�j��v}Âoqk���j:j�ÁNp���j�wTknxym ¶
¾ }��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqrl¸y{Tw�oqrypDÖù�{Tw�oqrypDÖÍÌ��vpsrBw�ç4j|ÖnÖ }�kn�soTÌ �Vé
}�rBwTj�}gw�Ì ½DÌ k<Ö
w�Ö¾Ì�� �s{ º ç<Û��s½DÌ ½ÓÌl÷ ¶Â¶ m|ry�v�Eç4j�é�é#�ÍÖÀç4��{�ÙNj�wD{TmRíRj��sk�£ymNj�wTknrymv{T�qé��ryp�kg��psry��÷	oqr�m|ry�v�Eç4j�é¡tvr�ç4uvm]�vu|wT}�{ º u|{���{�p�{T�|knoq{:í'¸y{DwT{D��ékn�6j�� k��ÀÌ��ÏoqÙv{Dm]w�� k��<ÖÍÌl÷�Á�Ö�rBtgÖ�ç4��{	ÙNj�wT{	uvmNj:wTry���Nj�pqj�wDk�xym»¿ÏuvmNj.j���kn£ymNj�wDk�xymNé
w�öN{DmvtgÖ
^ þ Eªv© Q E íRÊòäNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å
¾ }��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqr:�vp�{D£yuvm�o�j���jE¿B�gÖ�vp�{D£yuvm�o�j���jE¿B�gÖ¾Ì	�|p�rBw�ç4j|ÖÂÖ }nk���o�Ì �Né
}�rBwTj�}gk<Ì }<Ì w�Ö
}ÍÖ¾Ì	j�tvt·çîù�{Tw�oqryp�ç<j|Ì �Vé�� k��<Ì k�Ìl÷ ¶n¶ mvry�v��ç�ù�{DwDo�rypEç4j|Ì �Né�é�éòÖ»ç���{�ÙNj�wD{�{D}��vp�rBwD{Ttvkn��kn{Tm�oqrù�{DwDo�ryp¢�"ryp�oqj�m�oqr E íRr��"{Tpqj�wTk�r�mv{T�DÌN}�uv{D£yr.�s{�ÙNj�wD{Tm�wDry��r.�»�²Î|kn��rzí'��uv��j��qé
kn�6}ÀÌ	Ûlo�Ùv{Tm]w�Ö¾Ì�� m|rvÌ ÛF�ãç4uvmNj:wTry���Nj�p�j�wTknxymÏ¿zuvmvj�j���kn£ymNj�wDk�xymNé
{T}n��{�w�Ö¾Ì�� �skÍÌ }��2Á�Ö�w�ö
{Tmvt2Ö
^ þ Eªv© ÚÙ&Ní�!#��Ê�äNÈ�ÇsåBÆ�ÄÍÊ�í2È�Å
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Ó&Í!Ö�Õ�Í�Ñ�Ð>×ÚØQ��Ø�×�ñSÑ�Ó�Ø Ó&Í.Ý&Ñ�ÐSÐSÓ�ÛSÎ4Ñ�ØQÙ�×ÚÓ�Ø�ñWÓÏñ7�&ÐSÔ´×ÚØQÑ�Ù�ÓÏÍóÕôÍ�×ÚÛ<ñWÕ Ù�Ó Ô´Ñ�Ù�Ñ�å�ç�Ó�õ�Ý&Ñ�Ô´Ñ
×ÚØ!��ØQ×�ñWÑ¯Ó�ÛÏÔèÕIð�Ñ�Ð å�ç�Ó�Ý&ç�Õ�Í�å�ç�×ÚÓ�Ð6Ø���Ô´Ó&ÐSÑQõ.Û<ÓôñWÓ&ØQÙ�Ð.�èå�ç�Ó�ÕèÍóÕ 
 Ñ�ÐWÕèÙ�ÓôÝIÕ�Í�Ý&çQÍóÕ�Ð
Ô¯µ�Ø�×�Ô´Ñ�ÛXÓ&Û�ñWÓòñ7�&ÐSÔ´×ÚØQÑ�ØQÑ�Ö�Õ´Õ�×ÚØ	ñWÓ&Ð�Ö�Ó&Ø�×�Ð�Ø�ç�ØQÝIÕQã

> v�8Qe/89a-a�V/X�0�Z=\�^!_9X�acb.,9d
> e-X�a�,!e��og|acghVigB5�Z
> �@Z]\�,�Z
> a�Z]\�,�Z
> 39X:_pV43-_9X�5�lDsuX40uX�^Yvcb7,9dxw9X
> 5�Z]\:5�VW0MV�5YX�b=�Md�Z
> V�36�@k|V�n�¢��:��k�59n~szy98:0
> �@Z]\�ø�0�s!8/_`a/,:5��SV:,/_Tb=�oghVig15Sd�Z
> a�Z]\�ø�0�s!8/_`a/,:5��SV:,/_TbhacghVig15Sd�Z
> 3uV�Z
> �@k.V�n�Z]\`VW0Q3YV�0MV�s��oZ
> X:woZ a��
> 8:0QwoZ
> v�8Qe/89a-a�V/X�0ob9k=q�g�l�g2�Tg<��g2�znudc�

[1, 2, 3, 5, 6]

> v�8Qe/89a-a�V/X�0ob9k=q�g2�[g���g��Tg�lHg<�znudc�
[0, 1, 2, 3, 4, 5]

����� �¡ S¢@£[¤o¥�¤�¥h¦¨§
Ì=Ø¯ñWÑ�Ù�Ñ�Û2Í�Ñ�Û@Ó=�<Ó�ÐSÝ�×ÚÝ&×�Ñ�Û@Ó&ÛSÝ�ÐS×�Ò�×ÚÐ@Ó&Í!Õ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�Ñªå�ç�Ó6ÛSÓ6ÎQ×ÚÙ�Ó�õQÕ�Î�ÍÚ×�ÝIÕ�Ð<Í�Ñ ÕªÙ�Ñ�Û2Ó=�<Ó&Ô��
Î�ÍÚÑ�ÛXðêÓ&Û<ñSç�Ù�×ÚÕ�Ð�Û<çbÝ�Ñ�Ô¯ÎQÍÚÓ=�<×�Ù�Õ�Ù.ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªt¬M ã¯®ÏÕ�Ù�Õ)ç�Ø�Õ)ÍÚ×�Û<ñWÕPÙ�ÓêØ-°�Ô¯Ó�ÐSÑ�ÛôÓ�Ø�ñWÓ�ÐSÑ�Û�õ=Ý�Ñ�Ø�Û�ñWÐSçQ×ÚÐôç�Ø Õ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ
å�çQÓªÝIÕ�Í�Ý&çQÍÚÓ Ó�ÍNÔ±��²Q×�Ô¯Ñ�ÙQÓªÛ<ç�Û�Ö�Õ�Í�Ñ�ÐSÓ�Û Õ�Ò�ÛSÑ�Í�çQñWÑ�Û&ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª¡¬Y¬ ã�³�ç�Î4Ñ�ØQÜ	Õ�Ô´Ñ�Û�å�ç�Óòå�ç�× ñïÕ�Ô´Ñ�ÛXÙQÓòØ�çQÓ&Û<ñSÐSÑ´Ô´Ñ�Ù�Ó&Í�Ñ�Ý�Ñ�Ô´Î�çQñïÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Õ�Í
ÍóÕ�Û+Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û=Ò`��ÛS×ÚÝ&Õ�Û(Ù�Ó�Î�Ð<Ñ�Ù�ç�Ý�ñSÑòð�Ù�×�Ö�×�ÛS×ÚÞ�Ø�Ù�Ó�Ø-°�Ô´Ó&Ð<Ñ�Û=Ó�Ø�ñSÓ&ÐSÑ�Û&ã�´2Ñ�Ø�Û<ñSÐSç�×�Ð
ç�ØbÕ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Î�Õ�ÐSÕQõ�Ù�Õ�Ù�Ñ�Û�Ù�Ñ�Û�Ø�°QÔ¯Ó�ÐSÑ�Û�Ó�Ø�ñSÓ&ÐSÑ�Û&õ�Ý&Õ�ÍÚÝ�ç�ÍÚÕ�ÐXÛSçPÎ�ÐSÑ�Ù�çQÝ�ñWÑQã



��µ�¶ �����������������! "�#��$%�'&'(���)*�'+
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ª�¬M· ã[´>Ñ�Ø�Û<ñSÐSç�×�Ð1çQØ�Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Î�Õ�ÐWÕQõ�Ù�Õ�Ù�Ñ�Û1Ù�Ñ�Û1Ó&Ø�ñSÓ&Ð<Ñ�Û

a
ð
n
Ý&Ñ�ØQÛ<ñWÐ<ç�×ÚÐ

ÍÚÕ�Î4Ñ�ñSÓ&Ø�Ý�×óÕ
an ã

© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ª¸¬S¹ ã(Ì(ÛSÝ�ÐS×�Ò�×ÚÐ=ç�ØèÕ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´ÑòÎ�Õ�ÐWÕòÝIÕ�Í�Ý&ç�ÍÚÕ�Ð(ÍóÕòÔ´Ó&Ù�×ÚÕªÕ�Ð<×�ñWÔ��EñW×�Ý&ÕòÙQÓ Í�Ñ�Û
Ó�ÍÚÓ�Ô¯Ó�Ø�ñWÑ�Û�ÙQÓªç�Ø�Õ�ÍÚ×ÚÛ�ñïÕ�ÙQÓªØ-°�Ô´Ó&ÐSÑ�Û�Ó&Ø	ñWÓ�ÐSÑ�Û&ã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ª�¬�º ã/Ì(ÛSÝ&Ð<×ÚÒ�×�Ð1ç�Ø�Õ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�Ñ å�çQÓXÙ�Õ�Ù�Õ ç�Ø�Õ6Í�×ÚÛ�ñïÕ Ù�Ó>Ø-°�Ô¯Ó�ÐSÑ�Û1Ø�Õ�ñWçQÐWÕ�Í�Ó&Û
ðPÑ�ñWÐ<ÑèØ-°�Ô¯Ó�ÐSÑèØ�Õ�ñSç�ÐWÕ�Í ×ÚØ�ÙQ×Úå�ç�Ó ÛS× 
 ÕMðbÕ�Í�Ü/°�ØbÔ�°QÍ�ñW×�ÎQÍ�Ñ´Ù�ÓôÙQ×ÚÝ 
 ÑèØ�°�Ô´Ó�ÐSÑèÓ&Ø	ñWÐSÓ
Í�Ñ�ÛèÓ&Í�Ó&Ô´Ó&Ø	ñWÑ�ÛêÙQÓ5ÍóÕcÍÚ×ÚÛ�ñïÕQõ�Û<Ó���Õ�ÍÚÓ\Ý&ç9��Ø�ñSÑ�ÛæÙ�Ó\Ó&Û<ñSÑ�ÛæÔ»°�Í�ñS×�Î�Í�Ñ�Û 
 ÕMð`ð"Ó&ØYå�ç!�
Î4Ñ�ÛS×ÚÝ�×ÚÑ�ØQÓ&Û�Ù�ÓòÍóÕ�ÍÚ×ÚÛ�ñïÕ�Ó�Û<ñ.��ØHã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ª�¬M¼ ã½®6×�Û<ñWÕ�Ø�Ý&×ÚÕ[Ù�Ó¯� Õ�Ô¯Ô´×�Ø�Ü�ãt®ÏÕ�Ù�Õ�ÛèÙ�Ñ�ÛèÎ�Õ�ÍóÕ�Ò�ÐWÕ�Û´Ù�ÓbÍóÕ[Ô´×ÚÛ<ÔèÕ
Í�Ñ�Ø�Ü�× ñWçQÙ´Ý&Ñ�ØQÛ<ñWÐ<ç�×ÚÙ�Õ�Û2Ý&Ñ�ØêÝ�Ó&Ð<Ñ�Û2ð�ç�Ø�Ñ�Û2ÍÚÕªÙ�×�Û<ñWÕ�Ø�Ý&×ÚÕòÙ�Ó��6Õ�Ô´Ô´×ÚØQÜªÓ�Ø�ñSÐSÓ Ó&Í�ÍóÕ�Û=ÛSÓ
ÙQÓ���Ø�Ó´Ý&Ñ�Ô´Ñ Ó&Í(Ø�°QÔ¯Ó�ÐSÑPÙ�Ó�ÍÚÓEñWÐWÕ�ÛòÙ�×�¾ Ó&Ð<Ó&Ø�ñSÓ&ÛªÓ�Ø�ñSÐSÓ´ç�Ø�Õ ð5Ñ�ñSÐWÕæÎ�Õ�ÍóÕ�Ò�ÐWÕÀ¿öÍÚÓEñWÐSÕ�Û
ÙQ×Á¾ Ó&Ð<Ó&Ø	ñWÓ&Û=ÛS× ñWç�Õ�Ù�Õ�Û=Ó�Ø¯Ó&Í�Ô´×ÚÛ<Ô¯ÑÏÍÚçQÜ	Õ�Ð|ÂK÷ Î4Ñ�Ð=Ó]�<Ó&Ô´Î�ÍÚÑ ÍóÕ ÙQ×ÚÛ<ñWÕ�Ø�Ý�×óÕÏÙ�ÓJ� Õ�Ô¯Ô´×�Ø�Ü
Ó�Ø�ñSÐSÓ´ÍÚÕæÎ�Õ�ÍÚÕ�Ò�ÐSÕ ¶!� ð5ÍóÕêÎ�Õ�ÍóÕ�Ò�ÐWÕ ¶/¶ Ó�Ûªç�Ø�ÑPÎ4Ñ�Ð<å�ç�Ó´ÍóÕêÎ�ÐS×�Ô¯Ó�ÐWÕêÍÚÓEñWÐWÕæÓ�Ûª×ÚÜ�ç�Õ�Í
ð ÍÚÕ[Û<Ó&Ü�ç�Ø�Ù�Õ Ù�×�Û<ñS×ÚØ�ñWÕQãtÃ;ÕcÙQ×ÚÛ<ñWÕ�Ø�Ý�×óÕtÙ�ÓÄ�6Õ�Ô´Ô¯×�ØQÜ[Ó�Ø�ñWÐ<Ó �/��� ð ¶!��¶ Ó�ÛèÙ�Ñ�Û&ã
´>Ñ�Ø�Û<ñSÐSç�×�Ð>çQØæÕ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñªå�ç�Ó6Ù�Õ�Ù�Õ�Û>Ù�Ñ�Û>Î�Õ�ÍóÕ�Ò�ÐWÕ�Û@Ù�Ó6Ý�Ó&ÐSÑ�Û>ð´ç�Ø�Ñ�Û>ØQÑ�Û>Ù�ÓEÖ�çQÓ&Í Ö�Õ
Û<çbÙ�×�Û<ñïÕ�Ø�Ý&×ÚÕ�ÙQÓÅ� Õ�Ô´Ô¯×�Ø�ÜQã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ª�¬MÆ ã�®ÏÕ�Ù�Õ�ç�Ø�Õ�ÍÚ×�Û<ñïÕXÑ�ÐSÙ�Ó�Ø�Õ�Ù�Õ�Ù�Ó@Ô´Ó&ØQÑ�Ð Õ�Ô¯ÕIð�Ñ�ÐNÙ�Ó@Ø-°�Ô´Ó&ÐSÑ�Û Ó�Ø�ñSÓ&ÐSÑ�Û
ðæÑ�ñWÐ<Ñ´Ø�°QÔ¯Ó�ÐSÑ´Ó&Ø	ñWÓ�ÐSÑ¯Ý&Ñ�ØQÛ<ñWÐ<ç�×ÚÐ�ç�Ø)Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñWÔ�Ñ�å�ç�Ó ×�Ø�ÛSÓ�Ð<ñSÓªÙ�×�Ý 
 Ñ´Ø-°�Ô´Ó&ÐSÑ´Ó�Ø)Ó�Í
Í�ç�Ü	Õ�ÐXÝ�Ñ�ÐSÐ<Ó&ÛSÎ4Ñ�Ø�Ù�×ÚÓ�Ø�ñSÓªÙ�ÓòÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñïÕô×ÚØ�×�Ý&×ÚÕ�Íöã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÇ·`È ãÉ®ÏÕ�Ù�Õ�ÛPÙ�Ñ�ÛPÍ�×ÚÛ�ñïÕ�Û

a1, .., an

ð
b1, ..., bm

Ù�Ó[Ø-°�Ô´Ó&ÐSÑ�ÛPÓ&Ø	ñWÓ�ÐSÑ�Û�õ
Ý�Ñ�Ø�Û�ñWÐSçQ×ÚÐ(çQØ¯Õ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�ÑÏÎ�Õ�ÐWÕÏÝ&Ñ�ØQÛ<ñWÐ<ç�×ÚÐ+Ó&Í�Î�Ð<Ñ�Ù�ç�ÝEñWÑòÝIÕ�Ð�ñWÓ&Û<×óÕ�ØQÑòÙ�Ó�ÍóÕ�Û+Ù�Ñ�Û(ÍÚ×�Û<ñïÕ�Û&õ
Ó�Û<ñSÑ¯Ó�Û&õ�Ó�ÍNÝ&Ñ�Ø�<ç�Ø�ñSÑ´Ý&Ñ�Ô´Î�Í�Ó�ñWÑ�Ù�ÓòÍÚÑ�Û�Î�Õ�Ð<Ó&Û�Ñ�ÐSÙ�Ó�Ø�Õ�ÙQÑ�Û ÙQÓªÍÚÕ»¾ Ñ�Ð<ÔèÕ

(ai, bj)
ã

�Ê�.Ë �¯ �¢@£�¤�¥�¤�¥h¦¨§É£�¢'§iÌÍ¢�ÎmÏi¦¨§
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÑÐuÆ ã�ÃN×�Û<ñïÕ�Ù�ÓÓÒ#Ø�Ü�ÐSÓ�ÛSÑ�Û�÷�Ô�õ9Õ�õ9Õ�ãTÃN×ÚÛ<ñWÕ�Ù�ÓÅÖªÕ�Û<ñWÑ�Û&÷�Õ�õ`×Qã

Ì(Ø�ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷�Ô�õ9Õ�õ9Õ9Ø9Õ�õ`×Qã
I := 5

õ
i := 1Ý&Ñ�Ô´Ñ

1 ≤ 2
Ó&Ø	ñWÑ�Ø�Ý�Ó&Û

i := 2
õ
I := 5 + 4Ý&Ñ�Ô´Ñ

2 ≤ 2
Ó&Ø	ñWÑ�Ø�Ý�Ó&Û

i := 3
õ
I := 13Ý&Ñ�Ô´Ñ

3 > 2
ÛWÕ�Í�Ó Ù�Ó&ÍNÒ�ç�Ý�ÍÚÓ�ã

Ingresos := 13

G := 4
õ
j := 1Ý&Ñ�Ô´Ñ

1 ≤ 1
Ó&Ø	ñWÑ�Ø�Ý�Ó&Û

j := 2
õ
G := 4 + 3



�! �ÙW 4����T&���(h��(h�'+Ú&J��+[�c�T�i���'+ ��µQ�
Ý&Ñ�Ô¯Ñ

2 > 1
ÛWÕ�ÍÚÓ Ù�Ó&ÍNÒ�çQÝ&Í�Ó�ã

Gastos := 7

Balance := 13− 7 = 6

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª�uÈ ã´Ì(Í@Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñWÔ�ÑèñWÓ&Ð<Ô¯×�Ø�ÕêÎ4Ñ�ÐSå�ç�Ó´Ó�Í(Ò�ç�Ý&Í�Ó�ÛSÓ´Ð<Ó&Î�× ñWÓ�Óm²QÕ�Ý�ñWÕ�Ô¯Ó�Ø�ñSÓ
n− 1

Ö�Ó�Ý&Ó�Û&ã
Ì(Ø�ñSÐWÕ�Ù�Õ�÷ � õ µ õ ¶ ã
a := 1

õ
i := 1Ý&Ñ�Ô¯Ñ

1 ≤ 2
Ó&Ø	ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û

i := 2
ð Õ�ÍHÛSÓ�Ð

1 < 2
Ó&Ø	ñWÑ�ØQÝ&Ó�Û

a := 2Ý&Ñ�Ô¯Ñ
2 ≤ 2

Ó&Ø	ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û
i := 3

ð Õ�ÍHÛSÓ�Ð
2 < 0

Ó&Ø	ñWÑ�ØQÝ&Ó�Û
a := 2Ý&Ñ�Ô¯Ñ

3 > 2
ÛWÕ�ÍÚÓ Ù�Ó&ÍNÒ�çQÝ&Í�Ó�ã

³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
a = 2

ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛHÜ ã=Ì(Í;Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�ÐSÓ&Õ�ÍÚ×Á�IÕ�ÍÚÕ�Û<×ÚÜ�çQ×ÚÓ&Ø	ñWÓ Û<ç�Ô¯ÕQ÷

Σn
i=1Σ

i
j=1j.

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛuÐ ãTÃN×ÚÛ<ñWÕQ÷ � õu×�õYÔ�õYÝ�õ � ã
Þ�°�Û<å�ç�Ó&Ù�Õ´ÛSÓ&Ý�ç�Ó&ØQÝ&×óÕ�Í�÷
i := 1

¿ � Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�ØuÂ
´>Ñ�Ô´Ñ

1 ≤ 5
ð
1 6= 9

Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
i := 2

ãß¿�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û|Â
´>Ñ�Ô´Ñ

2 ≤ 5
ð
3 6= 9

Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
i := 3

ãß¿�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û|Â
´>Ñ�Ô´Ñ

3 ≤ 5
ð
5 6= 9

Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
i := 4

ãß¿�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û|Â
´>Ñ�Ô´Ñ

4 ≤ 5
ð
7 6= 9

Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
i := 5

ãß¿�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û|Â
´>Ñ�Ô´Ñ

5 ≤ 5
Î4Ó&ÐSÑ

9 = 9
Ó&Ø	ñWÑ�ØQÝ&Ó&Û ÛWÕ�Í�Ó Ù�Ó&ÍNÒ�ç�Ý�ÍÚÓ�ãJ¿ µ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û|Â

´>Ñ�Ô´Ñ
5 ≤ 5

Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û ÍóÕ�ÛWÕ�Í�×ÚÙ�Õ�Ó�ÛÓàuá¨ãß¿ µ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û|Â
ä1Ñ�ñïÕ�ÍHÙ�ÓòÑ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û&÷ µQ� ã

Þ�°�Û<å�ç�Ó&Ù�Õ´Ò�×ÚØ�Õ�ÐS×óÕ�÷
i := 1

õ
j := 5

¿ µ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û|Â
´>Ñ�Ô´Ñ

1 < 5
ð
1 6= 9

Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý&Ó�Û
m := 3

ãJ¿«Õ´Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û.Â
´>Ñ�Ô´Ñ

5 < 9
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

i := 4
õ
j = 5

ãJ¿«Õ´Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û.Â
´>Ñ�Ô´Ñ

4 < 5
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

m := 4
ãJ¿�×�Ñ�Î4Ó&ÐWÕ�Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û.Â

´>Ñ�Ô´Ñ
7 < 9

Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
i := 5

õ
j = 5

ãJ¿«Õ´Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û.Â
´>Ñ�Ô´Ñ

5 = 5
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û ÛWÕ�Í�ÓòÙ�Ó�ÍNÒ�ç�Ý�ÍÚÓ�ãß¿ � Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�ØuÂ

´>Ñ�Ô´Ñ
a5 = 9

Ó�Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û ÍÚÕ�ÛSÕ�ÍÚ×�Ù�Õ�Ó&Û�àuá¨ãß¿ µ Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û|Â



��µ/µ �����������������! "�#��$%�'&'(���)*�'+
ä Ñ�ñWÕ�ÍNÙQÓªÑ�Î4Ó&ÐWÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó&Û�÷ µ�¶ ã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÑu ã�ÃN×�Û<ñïÕ�÷ � õ`×Qõ µ õ � õuÔ�õ9Õ�ã

´>Ñ�Ô´Ñ
a1 < a2

Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û Ø�Ñ´ÛSÓ 
 Õ�Ý�ÓªØ�×�Ø�Ü�çQØ�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�ØHã
´>Ñ�Ô´Ñ

a2 > a3
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

a2 = 2
ð
a3 = 3

ã
´>Ñ�Ô´Ñ

a3 < a4
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û Ø�Ñ´ÛSÓ 
 Õ�Ý�ÓªØ�×�Ø�Ü�çQØ�Õ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�ØHã

´>Ñ�Ô´Ñ
a4 > a5

Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
a4 = 5

ð
a5 = 9

ã
´>Ñ�Ô´Ñ

a5 > a6
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

a5 = 4
ð
a6 = 9

ã
®6ÓªÓ�Û<ñWÓòÔ¯Ñ�Ù�Ñ�ÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñïÕôÓ&Û Õ 
 Ñ�ÐWÕ�÷ � õ µ õ`×QõuÔ�õ9Õ�õ � ã
Ì(Í;Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�ÐSÓ�Ý&Ñ�Ô´×ÚÓ�Ø9�&Õ�Ý�Ñ�ØPÍóÕ�ÍÚ×ÚÛ�ñïÕQ÷ � õ µ õ`×QõuÔ�õ9Õ�ã
	 Í4Ð<Ó&Ý�Ñ�ÐSÐ<Ó&Ð2Ó&Û�ñïÕ Ø�ç�ÓEÖ�ÕôÍÚ×�Û<ñWÕQõ�Ó�Í4Ô±��²Q×�Ô´Ñ�õ	å�ç�Ó6Ó�Û>Ó�ÍSÔ�õ�ÛSÓ6Ý�Ñ�Í�Ñ�ÝIÕªÓ�ØêÓ&Íu°�Í�ñS×ÚÔ´Ñ

Í�ç�Ü	Õ�Ð>ðæÍÚÕ�Í�×ÚÛ�ñïÕ�å�ç�Ó�Ù�Õ´Ñ�ÐSÙQÓ&Ø�Õ�Ù�ÕQã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªâ9¬ ã#</Õ�ÐSÕêÕ�ÎQÐSÑLÖ�Ó�Ý 
 Õ�ÐÏÓ�Í/Õ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñWÔ´Ñ´ÙQÓ&Í1Ô±��²Q×�Ô´Ñ¯Ñ�Ò�ÛSÓ�Ð<Ö�Õ�Ô¯Ñ�Û6å�ç�Ó�Ó�Í
Ô´µÚØQ×ÚÔ�Ñ Ù�Ó2ç�Ø�Õ6Í�×ÚÛ�ñïÕ

a1
õQã ã�ã õ

an

Ó�Û+Ó�Í�Ô��²�×�Ô¯Ñ¨¿ ÝIÕ�Ô�ÒQ×óÕ�Ù�Ñ Ù�Ó2ÛS×ÚÜ�Ø�Ñ-ÂNÙ�Ó>Í�Ñ�Û ÖFÕ�ÍÚÑ�ÐSÓ&Û
ÙQÓ�ÍÚÕ¯Í�×ÚÛ<ñWÕ −a1 õ1ã�ã ã õ −an

ã#<1Ñ�Ð ñïÕ�Ø�ñWÑèÛS×1Í�ÍóÕ�Ô´Õ�Ô�Ñ�Û
M

Õ�Í1Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ´å�ç�Ó�ÝIÕ�ÍÚÝ&çQÍóÕ
Ó�ÍNÔ±��²Q×�Ô´Ñ�ñSÓ&Ø�Ó�Ô´Ñ�Û�å�çQÓ�÷

Ì(Ø�ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷
a1
õNã ã ã�õ

an
ã

ã�Ñ�Ð
i = 1

ñSÑ
n

bi := −ai

m := −M(b1, ...bn)³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
m
ã

© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÑu· ão³�ÓIÕ�ÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñïÕ
L
÷åä � õu×�õ µ õ � õYÔ�õ`ÕQã

´>Ñ�Ô´ÑcÓ�Í�Ô�æ�Ø�×�Ô´Ñ5Ù�ÓbÍÚÕtÍÚ×�Û<ñWÕ
L
Ó&Û

a1 = 1
Ó�Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�ÛèØ�ÑcÛSÓ 
 Õ�Ý&ÓPØ�×ÚØQÜ�ç�Ø�Õ

Ñ�Î4Ó&ÐWÕ�Ý&×ÚÞ�ØHã
L :=

×Qõ µ õ � õYÔ�õ`ÕQã
´>Ñ�Ô´Ñ�Ó&ÍNÔ�æÚØ�×�Ô�Ñ�ÙQÓªÍÚÕ�Í�×ÚÛ�ñïÕ

L
Ó&Û

a3
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

a2 = 2
ð
a3 = 3

ã
L :=

×Qõ � õYÔ�õ`ÕQã
´>Ñ�Ô´Ñ6Ó&Í�Ô�æ�Ø�×�Ô´Ñ Ù�Ó>ÍÚÕ Í�×ÚÛ�ñïÕ

L
Ó&Û
a3
Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý&Ó�Û(ØQÑÏÛSÓ 
 Õ�Ý&Ó>Ø�×ÚØQÜ�ç�Ø�Õ Ñ�Î!Ó�ÐWÕ�Ý&×ÚÞ�ØHã

L :=
� õYÔ�õ`ÕQã

´>Ñ�Ô´Ñ�Ó&ÍNÔ�æÚØ�×�Ô�Ñ�ÙQÓªÍÚÕ�Í�×ÚÛ�ñïÕ
L
Ó&Û

a6
Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

a6 = 9
ð
a4 = 4

ã
L :=

Ô�õ � ã
´>Ñ�Ô´Ñ Ó&Í�Ô�æ�Ø�×�Ô´Ñ6Ù�Ó�ÍóÕ6ÍÚ×�Û<ñïÕ

L
Ó&Û
a5
Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û@Ø�Ñ ÛSÓ 
 Õ�Ý&Ó�Ø�×ÚØ�Ü�ç�Ø�ÕÏÑ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�Ø

ðêÓ&Í;Õ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñWÔ�Ñ 
 Õ�ñWÓ�ÐSÔ´×ÚØ�Õ�ÙQÑ�ã
³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷

L :=
� õ µ õ`×Qõ9Õ�õuÔ�õ � ã



�! �ÙW 4����T&���(h��(h�'+Ú&J��+[�c�T�i���'+ ��µ ×
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªâu¹ ã Ì(Í1Î4Ó&Ñ�Ð6Ù�ÓôÍÚÑ�Û ÝIÕ�ÛSÑ�ÛÏÓ�Û���å�ç�Ó&Í/Ó�Ø5å�ç�Ó�ÍÚÕèÕ�Û<×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Þ�Ø

a := ai

Û<Ó

 Õ�Ý&ÓòÛS×�Ó&Ô´Î�ÐSÓ�õ�Ó&Û�ñWÑ´Ó&Û&õ�Ý&ç�Õ�Ø�Ù�Ñ´ÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñïÕôÓ&Û<ñ.�´Ñ�Ð<Ù�Ó&Ø�Õ�Ù�Õ�Ù�ÓòÔ´Ó&Ø�Ñ�Ð Õ�Ô¯ÕMð�Ñ�Ð�ã

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an.

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª*Mº ã�®6Ó&Ô´Ñ�Û�ñWÐWÕ�Ô¯Ñ�Û�å�çQÓ
P (x) = a0 + a1x + ... + asx

s Ó&Û Ù�Ó&Í Ô´×ÚÛ<Ô¯ÑÑ�ÐSÙ�Ó�Ø`å�ç�Ó
xs ã4Ã;Õ[Ñ�Ò�ÛSÓ�Ð<Ö�Õ�Ý&×ÚÞ�Ø"¾ ç�Ø�Ù�Õ�Ô¯Ó�Ø�ñWÕ�Í�Ó�Û¯å�ç�ÓPç�Ø`Î4Ñ�ÍÚ×ÚØQÑ�Ô´× Ñ5Ù�ÓPÜ�ÐSÕ�Ù�Ñ

s
ñW×�Ó&Ø�ÙQÓ�Õ

+∞ ¿öÝ&ç�Õ�Ø�Ù�Ñ
x
ñS×ÚÓ�Ø�Ù�Ó�Õ

+∞ Â Ý�ç�Õ�Ø�ÙQÑ ÛSçtÝ&Ñ�Óh��Ý�×ÚÓ&Ø	ñWÓ�Î�ÐS×�Ø�Ý�×ÚÎ�Õ�Í�¿öÓ�ÍÝ&Ñ�Ó���Ý&×�Ó&Ø�ñSÓ Ù�Ó&Í;Ô¯Ñ�ØQÑ�Ô´×�Ñ�Ù�ÓªÔèÕIð�Ñ�Ð�Ü�ÐWÕ�Ù�Ñ-ÂXÓ&Û Ù�ÓªÛS×�Ü�Ø�Ñ´Î4Ñ�ÛS× ñW×�Ö�ÑQã@<1Ñ�Ð ñWÕ�Ø	ñWÑ¯Ó�Ø
ñïÕ�Í�ÝIÕ�ÛSÑ Û<ç¯ÛS×�Ü�Ø�ÑòÓ&Û=Î!Ñ�ÛS× ñW×�Ö�Ñ Î�Õ�ÐSÕ ñWÑ�ÙQÑ

x
Ô¯ÕMð�Ñ�Ð(Ñª×ÚÜ�ç�Õ�Í�å�ç�Ó çQØ¯Ý�×ÚÓ&Ð�ñWÑ

n0
¿ Î�Õ�ÐWÕ

Ó&ÍNå�ç�ÓªØ�Ñ�ÛSÓªÕ�Î4Ñ�Ð<ñWÕ�ç�Ø�Õ�Óm²QÎQÐSÓ&Û<×ÚÞ�ØPÓh²�Î�Íçæ�Ý&× ñïÕzÂKã
Ì(Í(Î4Ñ�ÍÚ×�Ø�Ñ�Ô´× Ñ

xs Ù�Ñ�Ô´×ÚØ�ÕæÕ P (x)
ð	Õ å�ç�Ó´ÛS×+ñWÑ�ÔèÕ�Ô¯Ñ�Û

k > as

ÛSÓ�ñS×ÚÓ�Ø�Ó�å�ç�Ó
kxs − P (x) = (k − as)x

s + ... + (−a0)
õ!å�çQÓ�Û<Ó&Ü/°QØtÍÚÕ¯Ñ�Ò�Û<Ó&Ð�Ö�Õ�Ý�×ÚÞ�Ø5Õ�Ø�ñSÓ&Ð<×ÚÑ�Ð Ó&Û

Î4Ñ�ÛS× ñW×�Ö�Ñ�Î�Õ�ÐWÕ�ñWÑ�Ù�Ñ
x ≥ n0

ã
P (x)

Ù�Ñ�Ô¯×�Ø�Õ Õ
xs ð	ÕPå�ç�Ó¯ÛS×(ñSÑ�Ô¯Õ�Ô¯Ñ�Û k > 1/as

Ó&Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û
kP (x) − xs =

(kas − 1)xs + ...+ ka0
ã

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª¸u¼ ã+Ì(Û@çQØ�ÕòÝ�Ñ�Ø�ÛSÓ�Ý&ç�Ó�Ø�Ý&×óÕòÙ�×ÚÐ<Ó&Ý�ñWÕ Ù�Ó�ÍóÕ�¾ Þ�Ð<Ô�ç�ÍóÕ6Ù�Ó�Í�ÝIÕ�Ô�ÒQ×ÚÑ Ù�Ó�Ò�Õ�ÛSÓ�÷

loga(n) = loga(b)logb(n).

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªxYÆ ã 	 Ù�<ç�Ø	ñïÕ�Ô´Ñ�ÛòÍóÕ�ÛòÜ�Ð.�:��ÝIÕ�ÛªÐ<Ó&Î�Ð<Ó&ÛSÓ�Ø�ñWÕ�Ù�Õ�ÛôÝ�Ñ�Ø*è)Õ�Î�Í�Ó�õ Ù�Ñ�ØQÙ�Ó¯Û<Ó
Ñ�Ò�ÛSÓ�Ð<ÖFÕ�ØbÍóÕ�Û�ÙQ×ÚÛ<ñS×ÚØ	ñïÕ�ÛXÐSÓ�ÍóÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û�Ù�ÓòÙ�Ñ�Ô´×ÚØ�Õ�Ø�Ý&×ÚÕQã

Ã;ÕÊ¾ ç�Ø�Ý�×ÚÞ�Ø
l(n)

ÙQÑ�Ô¯×�Ø�Õ�Õ¯ÍÚÕ�¾ ç�Ø�Ý�×ÚÞ�Ø � Î4Ñ�Ð<å�çQÓ
l(n) > 1

Î�Õ�ÐSÕ´ÝIÕ�Ù�Õ
n ≥ 3

ã
Ì=Ø Óh¾ Ó&ÝEñWÑ�õ�ÍóÕÅ¾ ç�ØQÝ&×ÚÞ�Ø

g(n) = l(n)− 1
Ó�Û�Î4Ñ�Û<×�ñS×�Ö�ÕôÎ�Õ�ÐWÕ�ÝIÕ�Ù�Õ

n ≥ 3
Î�ç�Ó�Û<ñWÑ�å�ç�Ó

g(3) > 0
ðæÓ�Û Ý�ÐSÓ&Ý�×ÚÓ�Ø�ñWÓ�¿öÛSçPÙ�Ó�ÐS× Ö�Õ�Ù�Õ

g′(n) = 1/n > 0
ÂKã

³�ÓbÖ�Ó&ÐS×���ÝIÕcå�ç�Ó
n > l(n)

Î�Õ�ÐWÕcÝ&Õ�Ù�Õ
n ∈ N

ã�Ì(Ø�Ó�¾ Ó�Ý�ñSÑ�õ�Û<ÓIÕ ÍÚÕÀ¾ ç�Ø�Ý�×ÚÞ�Ø
h(n) = n − l(n)

õHÛ<Ó�Ö�Ó�ÐS×Á��ÝIÕêå�ç�Ó
h(1) > 0

ð)å�ç�Ó�Ó&ÛÏÛS×�Ó&Ô´Î�ÐSÓôÝ&Ð<Ó&Ý�×ÚÓ&Ø	ñWÓ�ð	Õêå�ç�Ó
h′(n) = 1− 1/n > 0

ã
Ã;Õ�Û�Ù�Ó�Ô±��Û�Ù�Ñ�Ô´×�Ø�Õ�Ø�Ý�×óÕ�ÛXÛSÑ�ØPÝ&Ñ�Ø�ÛSÓ�Ý&ç�Ó�Ø�Ý&×ÚÕ´Ù�Óòå�ç�Ó�÷

r(n) = nl(n)− n r(3) > 0 r′(n) = l(n) > 0

s(n) = n2 − nl(n) s(1) > 0 s′(n) = 2n− l(n)− 1 > 0
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�! �ÙW 4����T&���(h��(h�'+Ú&J��+[�c�T�i���'+ ��µ Ô

t(n) = en − n2 t(1) > 0 t′(n) = en − 2n > 0.

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªé¬MÈ ã@³�×
T
Ù�Ñ�Ô´×ÚØ�Õ�Õ

S
Ó�Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û6Óm²Q×�Û<ñSÓ&Ø

n0 ∈ N
ð
k ∈ R+ Ù�ÓªÔ´Ñ�Ù�Ñ

å�çQÓªÎ�Õ�ÐSÕ�Ý&Õ�Ù�Õ
n ≥ n0

ÛSÓòÖ�Ó&ÐS×���ÝIÕ
S(n) ≤ kT (n).

®6ÓòÓ&Û<ñSÓªÔ´Ñ�Ù�Ñ�Î�Õ�ÐWÕ�ÝIÕ�Ù�Õ
n ≥ n0

ÛSÓ Ö�Ó&Ð<×Á��Ý&Õ
S(n) + T (n) ≤ (k + 1)T (n).

ÃNÑ´å�ç�ÓòÔ�çQÓ&Û<ñSÐWÕ�å�çQÓ
T
Ù�Ñ�Ô´×ÚØ�Õ�Õ

S + T
ã

Ã;Õ�ÛSÓ�Ü�ç�ØQÙ�Õ Ý&ç�Ó�Û<ñW×�Þ�Ø Ó�Û ÛSÞ�ÍÚÑ�Ñ�Ò�Û<Ó&Ð<ÖFÕ�Ð å�ç�Ó@ÍóÕ@¾ çQØ�Ý&×�Þ�ØªØ-°�Ô´Ó&ÐSÑ�Ù�Ó@Ñ�Î!Ó�ÐWÕ�Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û
Ó&ØPÓ&ÍNÎ4Ó&Ñ�Ð�Ù�ÓòÍÚÑ�Û�Ý&Õ�ÛSÑ�Û Ù�Ó�Í;Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�å�ç�ÓªÝ�Ñ�Ø�ÝIÕFñWÓ&Ø�Õ

A1
ð
A2

Ó&Û
T + S

ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛ¬cÜ ãXÌ(Í Õ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�Ñ�ÙQÓ Ñ�Ð<Ù�Ó&Ø�Õ�Ý&×�Þ�ØbÒQç�ÐSÒ�ç��SÕ´Ó&Û ç�Ø)Õ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�Ñ�ÙQÓ Ý�Ñ�Ô��
Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�Ù´Ý&ç�Õ�Ù�Ð.�FñW×ÚÝ&Õ

O(n2)
ã(Ì(ØèÓ�¾ Ó�Ý�ñWÑQõ�Ý&Õ�Ù�ÕòÖ�Ó�� å�ç�Ó ÛSÓ Ó]�<Ó&Ý�çQñïÕ Ó�Í4ÒQç�Ý&Í�Ó Ó&Ø

j
Ó&Í

Ò�ç�Ý&Í�Ó2Ó&Ø
i

 Õ�Ý&Ó>ç�Ø�Õ6Ý&Õ�Ø�ñS×ÚÙ�Õ�ÙôÝ�Ñ�Ø�Û<ñWÕ�Ø�ñSÓ>Ù�Ó>Ñ�Î4Ó&ÐWÕ�Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û ðªÍóÕ�Û 
 Õ�Ý&Ó>Óm²QÕ�Ý�ñWÕ�Ô´Ó&Ø�ñSÓ

n− j
Ö�Ó&Ý&Ó�Û&õ4Ý�Ñ�Ô´Ñ

1 + 2 + 3 + ..+ n = n(n+ 1)/2,

ÛSÓòñS×ÚÓ�Ø�ÓòÓ�ÍNÐSÓ�ÛSç�Í ñïÕ�Ù�ÑQã
®6Ó´×�Ü�ç�Õ�Í/ÔèÕ�ØQÓ&ÐWÕæÓ&Í=Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´ÑêÙ�Ó´ÛSÓ�ÍÚÓ�Ý&Ý�×ÚÞ�Ø[Ó&ÛªÝ&ç�Õ�Ù�Ð.�FñW×ÚÝ�ÑPÎ�çQÓ&ÛªÓ&Í(Ò�ç�Ý&Í�Ó

jÛSÓ Ð<Ó&Î�× ñWÓ
n− 1

Ö�Ó�Ý&Ó&Û ð ÝIÕ�Ù�Õ´ç�Ø�Õ´Ù�ÓªÓ&Í�ÍóÕ�Û�ÍÚÍÚÕ�Ô¯Õ�Õ´ç�Ø)Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�ÍÚÍÚÕ�Ô´Õ�Ù�Ñ
minå�çQÓªÓ&Û�ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�ã

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÍ¬SÐ ã(Ì(Í4Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñWÔ�Ñ Ù�Ó Ñ�Ð<Ù�Ó&Ø�Õ�Ý&×�Þ�Ø´Ò�ç�ÐSÒ�ç��SÕªÓ&Û@Ý&ç�Õ�Ù�Ð.��ñS×ÚÝ�Ñòð�Ó�Í4Õ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñ��
Ô¯ÑªÙ�Ó Ò9°QÛSå�ç�Ó&Ù�Õ�Ò�×�Ø�Õ�ÐS×ÚÕ Ó&Û2ÍÚÑ�Ü	Õ�Ð7æ ñSÔ´× Ý&ÑQõ	Î4Ñ�Ð=ñïÕ�Ø	ñWÑ ÍÚÕòÝ&Ñ�Ø�Ý&Õ�ñWÓ�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�Ø¯Ù�Ó6Õ�Ô�Ò4Ñ�Û
Ó&Û Ý�ç�Õ�ÙQÐ.��ñW×�ÝIÕ�ã

èb×�Ó&Ø	ñWÐWÕ�Û�õ�ÍÚÕ�Ò9°QÛSå�ç�Ó&Ù�Õ¯ÛSÓ�Ý&ç�Ó�Ø�Ý&×óÕ�ÍNÓ&Û�ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�ã

Ì(Ø\ÍÚÑ�Û ÛS×�Ü�ç�×ÚÓ�Ø�ñSÓ&Û Ó=�<Ó�ÐSÝ�×ÚÝ&×�Ñ�Û&õ4Ù�Ó]�SÕ�Ô´Ñ�Û6Õ�Í Ó�Û<ñWçQÙ�×óÕ�Ø	ñWÓôÍÚÕ´Î�Õ�Ð<ñSÓôÙQÓ�Õ�Î�Í�×ÚÝIÕ�Ð Í�Ñ�Û
Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Û�Õ�Í�×ÚÛ�ñïÕ�ÛXÝ&Ñ�Ø�Ý&Ð<Ó�ñïÕ�Û&ã

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª¡¬M ãT®6Ó���Ø�×ÚÔ´Ñ�ÛXÎ�ÐS×�Ô´Ó&ÐSÑôç�ØPÕ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ å�çQÓòÝIÕ�ÍÚÝ�ç�ÍóÕôÓ�Í.Ö�Õ�Í�Ñ�ÐXÕ�Ò�Û<Ñ�ÍÚç�ñWÑ
Ù�Óòç�ØPÓ&Ø�ñSÓ&Ð<Ñ�ã
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Ì(Ø�ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷

aÒ1¾
a < 0

ñ 
 Ó&Ø |a| := −a Ó�ÍÚÛSÓ |a| := a
ã

³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷ |a|ë Ò�ÛSÓ�Ð<Ö�Õ�Ð�å�çQÓ −a = a ∗ (−1) ã
Ì(Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û�Õ�Î�ÍÚ×�ÝIÕ�Ô�Ñ�ÛÏÓ&Í@Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ

M
å�ç�Ó¯Ý&Õ�ÍÚÝ�ç�ÍÚÕæÓ&Í(Ô±�²�×�Ô¯ÑæÕPÍÚÕæÍÚ×�Û<ñïÕêÙ�Ó

Í�Ñ�ÛXÖ�Õ�ÍÚÑ�Ð<Ó&Û�Õ�Ò�ÛSÑ�ÍÚçQñSÑ�Û&ã
Ì(Ø�ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷

a1
õNã ã ã�õ

an

ã
ã�Ñ�Ð

i = 1
ñSÑ

n
ai := |ai|³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
M(a1, ..., an)Ì(Í Õ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ5Ù�Ó&Í Ô��²�×ÚÔ´ÑtÓ�ÛèÙ�ÓbÝ�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�Ù Í�×ÚØ�Ó&Õ�Í�õ@Ó&Í Ý���ÍÚÝ�ç�ÍÚÑ[ÙQÓ&Í�ÖFÕ�ÍÚÑ�Ð

Õ�Ò�ÛSÑ�Í�çQñWÑ Ó&ÛêÙ�Ó\Ý&Ñ�Ô¯ÎQÍÚÓ=�<×�Ù�Õ�Ù`Ý&Ñ�ØQÛ<ñïÕ�Ø�ñWÓâ¿
T (n) = 3

ÂEãìÃ;Õ ÐSÓ&Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�Ø"Ù�Ó\ÍÚÕ
Í�×ÚÛ�ñïÕ�ñW×�Ó&Ø�ÓªÝ&Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙPÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�¿

T (n) = 5n + 3
ÂEãß<1Ñ�Ð�ñïÕ�Ø	ñWÑ¯Ó&Í1Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Ó&Û Ù�Ó

Ý�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙæÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Ígã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªí¬u¬ ã(Ì(Í�Î�Ð<Ñ�Ù�ç�Ý�ñSÑªÙQÓ�Ù�Ñ�Û(Ó�Ø�ñWÓ�ÐSÑ�Û=Î4Ñ�Û<×�ñS×�Ö�Ñ�Û+ØQÑªÓ�Û=Ô���Û+å�çQÓ Û<ç�Ô¯Õ�Ð(çQØ�Ñ
ÙQÓ Ó&Í�ÍÚÑ�Û�ñïÕ�Ø�ñïÕ�Û�Ö�Ó&Ý�Ó&Û6Ý&Ñ�Ô¯Ñ´×ÚØQÙ�×ÚÝ&Õ�Ó�Í Ñ�ñWÐSÑQã�´>Ñ�Ô´Ñ´Ó&Í;Î�ÐSÑ�ÙQç�Ý�ñSÑèÓ�Û Ý&Ñ�ØQÔ�çQñïÕ�ñS×�Ö�Ñ
ð ÍÚÕ)ÛSç�Ô¯Õ\ç�Ø�Õ5Ñ�Î!Ó�ÐWÕ�Ý&×ÚÞ�Ø Ò`��Û<×ÚÝ&ÕQõ(Ó&Í�Ó&Ü�×�Ô¯Ñ�Û Ó&Í>Ô�æ�Ø�×�Ô´ÑbÙ�ÓæÍ�Ñ�ÛôÙ�Ñ�Û�Î�Õ�ÐSÕ\Ù�Ó�Ý&×ÚÐ
Ý�ç`��Ø	ñïÕ�Û6Ö�Ó&Ý&Ó�Û 
 ÕMð)å�ç�Ó�Û<ç�ÔèÕ�Ð&ãÅèbçQÍ�ñW×�Î�ÍÚ× ÝIÕ�Ô´Ñ�Û Ó�Ø�ñSÑ�Ø�Ý&Ó�ÛòÍÚÑ�Û Ö�Õ�ÍÚÑ�ÐSÓ�Û Õ�Ò�Û<Ñ�ÍÚç�ñWÑ�Û
ðêÙ�Ó&Û<Î�ç9�&Û6Õ�ñSÓ&Ø�ÙQÓ&Ô´Ñ�Û Õ�ÍHÛS×�Ü�Ø�Ñ�÷

Ì(Ø�ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷
a, b.

a1 =
Ô�æ�Ø�×�Ô´Ñ {|a|, |b|} õ a2 := Ô��²�×ÚÔ´Ñ {|a|, |b|} ã

p := 0
õ
i := 1î 
 ×ÚÍ�Ó i ≤ a1

p := p+ a2
i := i+ 1Ò1¾

a > 0, b < 0
ñ 
 Ó&Ø

p := −p Ó&Í�ÛSÓò×�¾ a < 0, b > 0
ñ 
 Ó�Ø

p := −p³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
p

Ì(Í/ñWÕ�Ô¯Õ���ÑêÙQÓ�ÍÚÕèÓ&Ø	ñWÐWÕ�Ù�ÕêÓ&ÛòÕ�å�ç9æ/Ó�Í/ÖFÕ�ÍÚÑ�Ð6Õ�Ò�Û<Ñ�ÍÚçQñSÑêÙ�Ó&Í/Ô�æ�Ø�×�Ô´Ñ¯Ù�Ó�Õ�Ô�Ò4Ñ�Û
Ø-°�Ô´Ó&ÐSÑ�Û�¿öÓ�Û<ñWÑ�Ó�Û

n = a1
ÂEã(Ì(Í!ÝW��ÍÚÝ&çQÍÚÑ Ù�Ó�Í.Ô�æÚØQ×ÚÔ�Ñòð¯Ó&Í4Ô±��²Q×�Ô¯ÑªÛ<Ñ�ØæÕ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Û

ÙQÓæÝ�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�Ù ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�õ/Ó&Ø Ó�Û<ñWÓæÝ&Õ�ÛSÑ5Û<Ó Õ�ÎQÍÚ×ÚÝ&Õ�ØÇÕ)ÍÚ×�Û<ñïÕ�ÛôÙQÓæÍ�Ñ�Ø�Ü�×�ñWçQÙ µ õ(Í�ç�Ó�Ü�Ñ
Ð<ÓIÕ�Í�×ç�&Õ�Ø�ç�Ø�Õ Ý&Õ�Ø�ñS×ÚÙ�Õ�Ù�Ý�Ñ�Ø�Û�ñïÕ�Ø	ñWÓ�Ù�Ó�Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û�ã(Ì(Ø´Ó�Í�Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ6å�ç�Ó�Ó�Û<ñïÕ�Ô¯Ñ�Û
Ó�Û<ñSç�Ù�×óÕ�Ø�Ù�Ñ 
 ÕIðbÎ�ÐS×�Ô´Ó&ÐSÑ¯Ù�Ñ�Û Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Û�Ý&Ñ�Ø�Û�ñïÕ�Ø	ñWÓ�Û&õHÙ�Ó�ÛSÎ�ç!�&Û ç�Ø\Ò�ç�Ý&Í�Óôå�ç�Ó�ÛSÓ
Ð<Ó&Î�× ñWÓ

n = a1
Ö�Ó&Ý&Ó�Ûbð'å�ç�ÓcÐSÓ&Õ�ÍÚ×Á�IÕ Ý&Õ�Ù�ÕÉÖ�Ó�� å�ç�Ó[ÛSÓcÓ]�<Ó&Ý�çQñïÕ`çQØ�Õ ÝIÕ�Ø	ñW×�Ù�Õ�Ù

Ý�Ñ�Ø�Û�ñïÕ�Ø	ñWÓ�Ù�Ó�Ñ�Î4Ó&ÐWÕ�Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û�ãÅã/×ÚØ�Õ�ÍÚÔ�Ó&Ø	ñWÓôç�Ø�Õ Õ�Û<×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Þ�Ø)Ù�Ó�ÛS×�Ü�Ø�ÑQõHå�ç�Ó�ÛSÓ 
 Õ�Ý&Ó



�! �ÙW 4����T&���(h��(h�'+Ú&J��+[�c�T�i���'+ ��µ Ý
Ô¯Ó�Ù�×óÕ�Ø�ñWÓ\ç�Ø�Õ ÝIÕ�Ø	ñW×�Ù�Õ�Ù'Ý�Ñ�Ø�Û<ñWÕ�Ø�ñSÓ[ÙQÓtÑ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û&ã 	 Û2æ Ó&Í Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´ÑÇÓ�ÛPÙ�Ó
Ý&Ñ�Ô´Î�Í�Ó=�<×ÚÙ�Õ�ÙæÍ�×ÚØ�Ó&Õ�Í�ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÀ¬M· ã

Ì(Ø�ñSÐWÕ�Ù�Õ
a
õ
n
ã

Ò1¾
a = n = 0

ñ 
 Ó�Ø
p :=

×ÚØ�ÙQÓ�ñWÓ�ÐSÔ´×ÚØ�Õ�Ý&×�Þ�Ø
Ó&Í�ÛSÓ
×Á¾
n ≥ 0

ñ 
 Ó&Ø
p := 1

õ
i := 1î 
 ×�ÍÚÓ i ≤ n

p := p ∗ a
i := i+ 1Ó&Í�ÛSÓ

p := 1
õ
i := 1î 
 ×�ÍÚÓ i ≤ |n|

p := p ∗ (1/a)
i := i+ 1³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷ïä

p
Ì(Í�ñïÕ�Ô¯Õ���ÑªÙ�Ó ÍóÕòÓ&Ø	ñWÐWÕ�Ù�Õ Ó&Û |n| ð´ÍÚÕªÝ&Ñ�Ô¯Î�Í�Ó=�<×�Ù�Õ�Ù´ÙQÓ&Í!Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´ÑòÓ&Û2ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�ð	Õå�çQÓXÓ&Í�Ò�ç�Ý&Í�Ó>ÛSÓ>ÐSÓ�Î�×�ñSÓ>Óm²QÕ�Ý�ñWÕ�Ô´Ó&Ø�ñSÓ>ñWÕ�Ø�ñWÕ�Û1Ö�Ó&Ý&Ó�Û(Ý&Ñ�Ô¯Ñ6Ó�Í�ñïÕ�ÔèÕ��QÑ6ÙQÓ>ÍóÕ Ó&Ø�ñSÐWÕ�Ù�ÕQã

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªí¬S¹ ã�³�ç�Ô¯Õ�ÐSÓ�Ô¯Ñ�Û+ñWÑ�Ù�Ñ�Û=ÍÚÑ�Û(Ó&Í�Ó&Ô´Ó&Ø	ñWÑ�Û(Ù�Ó�ÍóÕÏÍÚ×�Û<ñïÕ ð�ÍóÕÏÛSç�Ô¯Õ ÍóÕÏÙ�×�Ö�×ÚÙQ×��
Ô¯Ñ�Û�Î4Ñ�Ð Ó&Í;ØÄ°�Ô´Ó�ÐSÑ¯Ù�ÓªÓ&ÍÚÓ�Ô¯Ó�Ø�ñSÑ�Û&ã�Ì(Í;Î�ÐSÑ�ÒQÍÚÓ&Ô¯Õ�Ó�ÛSÓ�Ø�Ý&×ÚÕ�Í Ó&Ø)Ó�Í ÙQ×ÚÛSÓ���ÑèÙQÓ Ó&Û�ñWÓ
Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ Ó�Û+å�ç�ÓXØQÑ6ñWÓ�Ø�Ó�Ô¯Ñ�Û/çQØ�Õ6Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÞ�ØôÒ9��ÛS×�ÝIÕ å�ç�ÓXÝ&Õ�ÍÚÝ�ç�ÍÚÓ@Ù�×�Ö�×�ÛS×ÚÑ�Ø�Ó&Û;ð Óh²-�
Î�ÐSÓ�ÛSÓ6Ó�Í4ÐSÓ�ÛSç�Í ñïÕ�Ù�Ñ Ý�Ñ�Ô´Ñ Ø�°QÔ¯Ó�ÐSÑ Ù�Ó&Ý�×ÚÔ¯Õ�Í�ã�Ã;ÍÚÕ�Ô´Ó&Ô´Ñ�Û@ÕªÓ&ÛWÕ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÞ�Ø

div(a, b)ð\Ó&Í+Ð<Ó&ÛSçQÍ�ñïÕ�Ù�Ñ Ó�Û a
b

Ý�Ñ�ØHõNÙ�×�Ü	Õ�Ô´Ñ�Û&õ
2
Ù�Ó&Ý�×ÚÔ¯Õ�Í�Ó&Û&ã Ì(Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û&õ Ø�ç�Ó&Û�ñWÐ<ÑbÕ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ

Ó&Û Ô�ç�ðæÛ<×ÚÔ´Î�ÍÚÓ�÷
®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷

a1, a2, ..., an

c := 0ã�Ñ�Ð
i := 1

ñSÑ
n

c := c+ ai

media := div(c, n)

Ò#Ô´Î�ÍÚÓ�Ô¯Ó�Ø�ñSÓ&Ô´Ñ�Û1Õ 
 Ñ�ÐSÕ ÍóÕ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÞ�Ø
div(c, n)

ÙQÓXÍÚÕ ÛS×ÚÜ�ç�×ÚÓ�Ø�ñWÓ@ÔèÕ�ØQÓ&ÐWÕ�÷
c1 :=

|c|/n , r1 := |c| mod n
c2 := (10 · r1)/n, r2 := 10 · r1 mod n



��µ�� �����������������! "�#��$%�'&'(���)*�'+

c3 := (10 · r2)/n, r3 := 10 · r2 mod n
Ì(Í;Õ�ÍÚÜ�Ñ�ÐS× ñSÔ´Ñ�Ý&Ñ�Ô¯Î�Í�Ó�ñSÑ�õQÎ�Õ�ÐSÕ�Ý&Õ�ÍÚÝ�ç�ÍóÕ�ÐXÍóÕ�Ô¯Ó�Ù�×óÕ�Ý&Ñ�ØbÙQÑ�Û�Ù�Ó&Ý�×ÚÔ¯Õ�ÍÚÓ�Û&õQÛSÓ�Ð7æóÕ
®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐWÕ�Ù�ÕQ÷

a1, a2, ..., an

c := 0ã�Ñ�Ð
i := 1

ñWÑ
n

c := c+ ai

c1 := |c|/n , r1 := |c| mod n
c2 := (10 · r1)/n, r2 := 10 · r1 mod n
c3 := (10 · r2)/n, r3 := 10 · r2 mod n×Á¾
c > 0

ñ 
 Ó&ØPÔ¯Ó�Ù�×óÕ�÷ïä
c1′c2c3

Ó&Í�ÛSÓòÔ´Ó&Ù�×ÚÕQ÷åä −c1′c2c3´>Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙHã�� ÕMð4÷
� Â@ð Ø�Õ´Õ�ÛS×ÚÜ�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�ØHõ
µ Â�ð ØêÒ�ç�Ý�ÍÚÓ6å�ç�ÓÏÛ<ÓÏÐSÓ�Î�×�ñSÓ

n
Ö�Ó�Ý&Ó�ÛXð¯Ó&ØêÝIÕ�Ù�Õ Î�Õ�ÛSÑ�Û<Ó 
 Õ�Ý�ÓÏç�Ø�ÕôÛSç�Ô¯Õ ð¯çQØ�Õ

Õ�ÛS×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Þ�ØHã/ä1Ñ�ñWÕ�Í�÷
2n

Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û&ã
×zÂ6Ì(Í/ÝW��Í�Ý&çQÍÚÑêÙ�Ó�ç�ØtÝ�Ñ�Ý&×�Ó&Ø	ñWÓ�ð)ç�Ø5ÐSÓ�Û<ñWÑQõNÙ�Ñ�Û Ô�ç�Í�ñS×�Î�Í�× ÝIÕ�Ý�×�Ñ�Ø�Ó�Û ð)Ù�Ñ�ÛÏÙ�×�Ö�×ñ�

Û<×ÚÑ�ØQÓ&Û&õ�Ó&Í;Ý���ÍÚÝ�ç�ÍÚÑ�Ù�ÓªÙ�Ñ�Û ÐSÓ�Û<ñWÑ�Û ð
6
Õ�Û<×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó&Û�õ�Õ�Ù�Ô���Û�Ù�Ó çQØ�Õ´Ý&Ñ�Ô´Î�Õ�ÐSÕ�Ý&×�Þ�Ø

ðêÎ!Ñ�ÛS×�Ò�ÍÚÓ�Ô¯Ó�Ø�ñWÓÏç�ØPÝIÕ�Ô�Ò�×�Ñ�Ù�ÓòÛS×�Ü�Ø�Ñ�ã+ä1Ñ�ñïÕ�Í�÷
16

Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û&ã
Ì(Ø�ñWÑ�Ø�Ý&Ó�Û&õ

T (n) := 2n+ 12
ão´>Ñ�Ô¯ÎQÍÚÓ=�<×�Ù�Õ�ÙæÍ�×ÚØQÓIÕ�Í�ã

³�×2ÝIÕ�Í�Ý&ç�Íç��ÐWÕ�Ô´Ñ�ÛªÍóÕbÔ´Ó&Ù�×ÚÕbÝ&Ñ�ØÇÔ±��Û Ù�Ó&Ý�×ÚÔ¯Õ�ÍÚÓ�Û&õ/Ó&Í2Ø�°�Ô´Ó&Ð<Ñ\Ù�ÓêÑ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û
Û<Ó&Ð2æóÕ�ÔèÕIð�Ñ�Ð�Î4Ó�ÐSÑ´ÍóÕ�Ý&Ñ�Ô¯Î�Í�Ó=�<×�Ù�Õ�ÙæÛ<Ó&Ü�çQ×ÚÐ7æÚÕ�ÛS×ÚÓ�Ø�Ù�Ñ´Í�×ÚØ�Ó&Õ�Í�ã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªé¬�º ã

®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐWÕ�Ù�ÕQ÷
a1, a2, ..., an, a

i := 0 , j := 0ò 
 ×ÚÍ�Ó
i ≤ n− 1

i := i+ 1
b := ai mod aÒ1¾

b := 0
ñ 
 Ó�Ø

j := j + 1
õ
dj := ai

ð
ej = i³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷é� ÕMð

j
Ô�°QÍ�ñW×�ÎQÍ�Ñ�Û¯Ù�Ó

a
ã�Ì(Û�ñ|��Ø'Ó�Ø'ÍóÕ�ÛèÎ4Ñ�Û<×ÚÝ�×ÚÑ�Ø�Ó�Û

e1, ..., ej

ð"Û<ç�Û
ÖFÕ�ÍÚÑ�ÐSÓ&Û�ÛSÑ�Ø

d1, ..., dj

ã
´XÕ�ÍÚÝ�ç�ÍÚÓ�Ô´Ñ�Û�ÍÚÕ�Ý�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙHã�� ÕMð4÷
� Â>Ù�Ñ�Û Õ�Û<×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó&ÛXðêÓ&ÍNÝ���ÍÚÝ�ç�ÍÚÑ�Ù�Ó

n− 1
ã=ä Ñ�ñïÕ�Íg÷�×�Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û�ã

µ Â+çQØ¯Ò�ç�Ý�ÍÚÓ�å�ç�Ó Û<Ó ÐSÓ&ÎQ×�ñWÓ
n
Ö�Ó&Ý�Ó&Û&ã�®6Ó�Ø�ñSÐSÑ Ù�Ó�Í�ÒQç�Ý&Í�Ó 
 ÕMð4÷/Ù�Ñ�Û@Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û�õ

Ó�Í/Ý���ÍÚÝ�ç�ÍÚÑ¯Ù�Ó�ç�Ø5Ð<Ó&Û�ñWÑêðbç�Ø�ÕèÛSç�Ô¯ÕQõ!ç�Ø�ÕêÝ�Ñ�Ø�Ù�×�Ý&×�Ñ�Ø�Õ�Í;Ý&Ñ�Ø\ç�Ø�ÕèÝ&Ñ�Ø�ÙQ×ÚÝ&×�Þ�Øbð�õ.Ó&Ø
Ó�ÍNÎ4Ó&Ñ�Ð�ÙQÓªÍ�Ñ�Û�Ý&Õ�ÛSÑ�Û�õ�ñSÐSÓ&Û Õ�Û<×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó&Û>ðæç�Ø�Õ�Û<ç�ÔèÕ�ã(ä1Ñ�ñïÕ�Í�÷

9n
ã

×zÂi®6Ó�Í�Ò�ç�Ý�ÍÚÓ@ÛSÓ2ÛWÕ�ÍÚÓ@Ý�ç�Õ�ØQÙ�Ñ6ÍóÕ�Ý�Ñ�Ô´Î�Õ�ÐWÕ�Ý&×�Þ�ØªÓ�Ûc¾öÕ�ÍÚÛSÕQã ä Ñ�ñïÕ�Íg÷ið Ø�Õ Ñ�Î!Ó�ÐWÕ�Ý&×ÚÞ�ØHã



�! �ÙW 4����T&���(h��(h�'+Ú&J��+[�c�T�i���'+ ��µ��

T (n) = 3 + 9n+ 1 = 9n+ 4
ã

Ã;Õ�Ý�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙæÓ&Û�ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�ã
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ª"¬S¼ ã�³�ÓIÕ�Ø

a1, a2, ..., an

ÍÚÕ�Û Ý&×�¾ ÐWÕ�Û Ó�ØcÒ�× ñWÛ Ù�Ó�ç�Ø�ÑPÙ�Ó�ÍÚÑ�Û Ø�°�Ô´Ó&Ð<Ñ�Û ð
b1, b2, ..., bn

ÍÚÕ�Û�Ù�Ó�ÍNÑ�ñWÐ<Ñ�ã
®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷

a1, a2, a3, ..., an

Ø
b1, b2, ..., bn

c := 0ã�Ñ�Ð
i = 1

ñWÑ
nÒ1¾

ai 6= bi

ñ 
 Ó�Ø
c := c+ 1³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷

c´XÕ�Í�Ý&ç�ÍÚÕ�Ô´Ñ�ÛXÍÚÕ�Ý�Ñ�Ô¯ÎQÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�Ù.ã�� ÕMð4÷
� Â@ð Ø�Õ´Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�ØHã
µ Â�ð ØêÒ�ç�Ý�ÍÚÓ6å�ç�ÓÏÛSÓ6ÐSÓ&ÎQ×�ñWÓ

n
Ö�Ó&Ý�Ó&Û&ão® Ó&Ø�ñSÐSÑ�ÙQÓ#��Ígõ�ð¯Ó�ØæÓ&Í!Î4Ó�Ñ�Ð>Ù�Ó6ÍÚÑ�Û2Ý&Õ�ÛSÑ�Û�õ


 ÕMðêç�Ø�Õ�Ý&Ñ�Ô¯Î�Õ�ÐWÕ�Ý�×ÚÞ�Ø.õQç�Ø�Õ�Û<ç�ÔèÕ�ðæç�Ø�Õ´Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�Ø.ã+ä Ñ�ñïÕ�Í�÷
3n

Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û&ã
Ì(Ø�ñSÑ�Ø�Ý�Ó&Û

T (2n) = 3n + 1
Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�ÛÀ¿öØ�Ñ�ñSÓ&Ô´Ñ�Ûèå�çQÓ 
 ÕMð

2n
Ù�Õ�ñSÑ�ÛêÙ�Ó

Ó&Ø�ñSÐWÕ�Ù�ÕzÂEãT<1Ñ�Ð�ñWÕ�Ø�ñSÑ�õ
T (n) = 3

2
n+ 1

ã
Ã;Õ�Ý�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙæÓ&Û�ÍÚ×�Ø�ÓIÕ�Í�ã

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªé¬MÆ ãoÃ Õ�×�Ù�ÓIÕ�ÙQÓªÓ&Û<ñSÓôÕ�Í�Ü�Ñ�ÐS× ñWÔ�Ñ�Ó&Û ÍÚÓ�Ó&Ð�ÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñWÕ 
 Õ�Û�ñïÕ�å�çQÓ ÍÚÍ�Ó&Ü�çQÓ&Ô´Ñ�Û
Õ�Í Î�ç�Ø�ñSÑêÓ&Ø\Ó&Í1å�ç�Ó�ÙQÓ&Ò4Ó&Ô´Ñ�Û6×ÚØ�Û<Ó&Ð�ñïÕ�Ð Ó&Í1Ø-°�Ô´Ó&Ð<ÑêÙ�Õ�Ù�Ñ

a
ã 	 Í�ÔèÕ�Ý&Ó�Ø�Õ�Ð Ó&Ø)Ö�Õ�ÍÚÑ�Ð

Ù�Ó�ÍÚÕ6Í�×ÚÛ�ñïÕ Ó�Ø�Ó&Û<Ó�Î�ç�Ø	ñWÑ Ó&Ø�ç�Ø�Õ6Ö�Õ�ÐS×óÕ�Ò�ÍÚÓ>Õ�ç�²Q×�ÍÚ×ÚÕ�Ð�¿ Î�Õ�ÐWÕ6Ø�Ñ Î4Ó�ÐSÙ�Ó�ÐSÍ�Ñ-ÂEõ�×�Ø�ñSÐSÑ�Ù�ç�Ý�×ÚÐ
Ó&Í(Ö�Õ�Í�Ñ�Ð

a
õ ð[ÕPÎ�Õ�Ð<ñS×ÚÐ Ù�ÓèÕ�Í�Íçæ/Ý&Ñ�ÍÚÑ�ÝIÕ�ÐòÍÚÑ�ÛòÙ�Ó�Ô���ÛªÓ&Í�Ó&Ô´Ó&Ø�ñSÑ�ÛªÙQÓ¯ÍÚÕ ÍÚ×�Û<ñïÕ�ãèÌ(Û<ñSÑ�Û

°�Í�ñS×ÚÔ´Ñ�ÛXÓ�ÍÚÓ�Ô¯Ó�Ø�ñSÑ�Û�ÛSÓòÎ�çQÓ&Ù�Ó�ØbÐSÓ&Í�ÍÚÓ�Ø�Õ�ÐXÙQÓ&ÛSÙQÓªÓ&ÍS��Ø�Õ�ÍHÙ�Ó ÍóÕ�ÍÚ×�Û<ñWÕ 
 Õ�Û<ñïÕ�Ó�ÍNÎ�ç�Ø	ñWÑ
Ó&ØèÓ&Í�å�ç�Ó6Ó�Û<ñ.�

a
¿ Î�ÐSÑ�Ò�Õ�Ð@Ñ�ñSÐWÕ�Û2Õ�Í ñWÓ�ÐSØ�Õ�ñS×�Ö�Õ�Û=Î�Õ�ÐSÕªÝ&Ñ�Ô´Î�Ð<Ñ�Ò�Õ�Ð=å�ç�Ó6Ó�Û2Ó&Û<ñWÕ ÍóÕòå�ç�Ó

Ô¯Ó]�<Ñ�Ð@¾ çQØ�Ý&×�Ñ�Ø�ÕzÂKã
®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐSÕ�Ù�ÕQ÷

a1, a2, a3, ..., an; a
i := 0 , p := 0ò 
 ×�ÍÚÓ

i ≤ n− 1
Õ�ØQÙ

p ≥ 0
i := i+ 1
p := a− ai

c := ai, ai := aã�Ñ�Ð
j = 0

ñSÑ
n− i− 1

an+1−j := an−j

ai+1 := c³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
a1, a2,.....,an+1´>Ñ�Ô´Î�Í�Ó=�<×ÚÙ�Õ�ÙHã[�6ÕIð!÷
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� Â@®6Ñ�Û Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&ÛXðæÓ�ÍNÝW��Í�Ý&çQÍÚÑ�Ù�Ó

n− 1
ã(ä Ñ�ñïÕ�Í�÷T×�Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û&ã

µ Â�ð ØYÒ�ç�Ý�ÍÚÓ)å�ç�Ó\ÛSÓ\ÐSÓ�Î�×�ñSÓ�õ�Ó&ØYÓ�Í6Î4Ó�Ñ�ÐêÙQÓ\ÍÚÑ�ÛèÝ&Õ�ÛSÑ�Û&õ
n
Ö�Ó&Ý�Ó&Û&ã$Ì(ØYÝIÕ�Ù�Õ

Î�Õ�ÛWÕ�Ù�Õ�Ù�Ó&ÍHÒ�ç�Ý�ÍÚÓÏñSÓ&Ø�ÙQÐSÓ&Ô´Ñ�Û�Ù�Ñ�Û�Ý�Ñ�Ô´Î�Õ�ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó&Û�õQç�Ø�Õ�Õ�ÛS×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Þ�Øèðêç�Ø�Õ�ÛSç�Ô¯ÕQõ
Ñ�ñWÐWÕ�Õ�ÛS×ÚÜ�Ø�Õ�Ý&×�Þ�Øêðæç�Ø�Õ�Ù�×Á¾ Ó�ÐSÓ&ØQÝ&×ÚÕQã(ä Ñ�ñWÕ�Íg÷

6n.×zÂo®6Ó&Í.Ò�çQÝ&Í�ÓÏÛSÓÏÛWÕ�ÍÚÓ6Ý&ç�Õ�Ø�Ù�Ñ�ç�Ø�Õ�Ù�ÓÏÍóÕ�Û>Ý�Ñ�Ô¯Î�Õ�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û>Û<ÓIÕ¨¾öÕ�Í�ÛWÕQõ�ÍÚÑôå�ç�Ó Ù�Õ
Í�ç�Ü	Õ�Ð�Õ�Ñ�ñWÐSÕ�Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Þ�ØHã

Õ-Â@®6Ñ�Û Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û&ã+ä1Ñ�ñïÕ�Í�÷ µ Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û&ã
Ô/ÂXÌ(ÍNÝW��Í�Ý&ç�Í�Ñ�ÙQÓ

n− i− 1
ã µ Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û

ê Âoð ØæÒ�çQÝ&Í�ÓÏå�ç�Ó�õ�Ó�ØæÓ&Í!Î4Ó&Ñ�Ð>Ù�Ó6ÍÚÑ�Û2Ý&Õ�ÛSÑ�Û�õ�Û<ÓÏÐSÓ�Î�×�ñSÓ
n
Ö�Ó&Ý�Ó&ÛXðèÓ�ØæÓ&Í!å�ç�Ó 
 ÕIð

çQØ�Õ´Õ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�ØæðêÓ&ÍNÝ���ÍÚÝ�ç�ÍÚÑ�Ù�ÓòÍÚÑ�Û�ÛSç�Ò!æÚØ�Ù�×�Ý&Ó�Û&ã=ä Ñ�ñïÕ�Í�÷
4n

Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�ØQÓ&Û&ã
Ý/Â@ð Ø�Õ´Õ�ÛS×ÚÜ�Ø�Õ�Ý�×ÚÞ�ØêðæÓ�ÍNÝW��Í�Ý&çQÍÚÑ�Ù�Ó&ÍNÛSçQÒ9æÚØ�ÙQ×ÚÝ�Ó�ã
U Ñ�ñSÓ&Ô´Ñ�Û@å�çQÓ6Ó&Û>×�Ô´Î!Ñ�ÛS×�Ò�Í�Ó�å�ç�Ó6Û<Ó6Ó]�<Ó&Ý&ç�ñWÓ&ØèñWÑ�Ù�Õ�Û@ÍóÕ�Û@Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û2Ù�Ó�Í!ÒQç�Ý&Í�Ó

ÙQÓ µ Â�ð)Ù�Ó�Í/Ò�ç�Ý�ÍÚÓ�ÙQÓ ê Â�ð	Õêå�ç�Ó�õHÓ&Ø5Ó�Í1Ö�Õ�Í�Ñ�Ð Ù�Ó&Í�æ�Ø�Ù�×�Ý&Ó Ó&Ø5Ó&Í/å�ç�ÓôñWÓ�ÐSÔ´×ÚØ�Õ¯çQØ�Ñ
ñSÓ&Ð<Ô¯×�Ø�ÕtÓ&Í�Ñ�ñWÐ<Ñ�ãYÌ(Ø"Ó&Í�Î4Ó&Ñ�Ð´Ù�ÓbÍÚÑ�Û´Ý&Õ�ÛSÑ�Û&õ�Ó�ÛèÓ�Í Ò�çQÝ&Í�Ó µ Â�Ó�Í å�ç�ÓbÛSÓbÓ=�<Ó�Ý&çQñWÕ
Ý�Ñ�Ô´Î�ÍÚÓEñïÕ�Ô´Ó&Ø	ñWÓ�ã

Ì(ØbÝ&Ñ�Ø�ÛSÓ�Ý&ç�Ó�Ø�Ý&×óÕ´ÍÚÕ�Ý�Ñ�Ô¯ÎQÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙêÓ&Û�ÍÚ×ÚØQÓIÕ�Í�ã
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÑ·`È ã

®ÏÕ�ñSÑ�Û�Ù�ÓòÓ&Ø	ñWÐWÕ�Ù�ÕQ÷
a1, a2, ..., an; b1, b2, ..., bnã�Ñ�Ð

i := 1
ñWÑ

nã�Ñ�Ð
j := 1

ñWÑ
n

cij := (ai, bj)³QÕ�Í�×ÚÙ�ÕQ÷
c11, c12, ..., c21, c22, ...., cn1, ..., cnn´>Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙHãó� ÕMðtÙ�Ñ�ÛªÒ�ç�Ý&Í�Ó&ÛôÕ�ØQ×ÚÙ�Õ�Ù�Ñ�Û&ãêÌ=Í=Î�ÐS×�Ô¯Ó�ÐSÑ ÛSÓ¯ÐSÓ�Î�×�ñSÓ

n
Ö�Ó�Ý&Ó&Û ð

Ó�Í=ÛSÓ�Ü�ç�Ø�ÙQÑ)Ñ�ñWÐSÕ�Û
n
ãèÌ(Ø Ó�Û<ñWÓ´ÛSÓ�Ü�ç�Ø�Ù�ÑbÒ�ç�Ý&Í�Ó 
 ÕIðtçQØ�ÕbÕ�ÛS×�Ü�Ø�Õ�Ý&×ÚÞ�ØHã�<1Ñ�ÐòñWÕ�Ø�ñSÑ�õ

T (2n) = n2
ãT<1Ñ�Ð�ñWÕ�Ø�ñSÑ�õ

T (n) = 1
4
n2
ã�´>Ñ�Ô´Î�ÍÚÓ]�<×ÚÙ�Õ�ÙæÝ&ç�Õ�Ù�Ð.�FñW×ÚÝ&ÕQã



ô õ;öø÷YùÚúüû�ý þ

ÿ ��� ù�� �âù ��� õ � ý��üúüûHõ �

Ì=ØêÓ&Û�ñWÓÏÝIÕ�Î!æ�ñWçQÍÚÑ ÛSÓÏÓ�Û<ñSç�Ù�×óÕ�Ð.��ØêÍ�Ñ�Û2Ø�°QÔ¯Ó�ÐSÑ�Û>Ó�Ø�ñWÓ�ÐSÑ�Û�õ�Û<ç�ÛXÎ�ÐSÑ�ÎQ×ÚÓ�Ù�Õ�Ù�Ó�Û>ð¯Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�
Ý&×ÚÑ�Ø�Ó&Û�õ�×ÚØ	ñWÐ<Ñ�Ù�ç�Ý&×�Ó&ØQÙ�ÑªñïÕ�Ô�ÒQ×ç�&Ø´ÍóÕ�Û@Ø�Ñ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û2Ò`��Û<×ÚÝIÕ�Û2Ù�Ó ÍóÕªÕ�ÐS× ñWÔ���ñS×�ÝIÕ Ô¯Ñ�Ù�çQÍóÕ�Ð�ã
³�ÓòÎ�ÐSÓEñWÓ&ØQÙ�Ó å�ç�ÓªÕ�ÍS��Ø�Õ�ÍHÙ�Ó&ÍNÝIÕ�Î9æ�ñSç�ÍÚÑ�Ó�Í;Õ�ÍÚçQÔ¯Ø�ÑQ÷

• ´>Ñ�Ø�Ñ��&Ý&Õ ÍóÕ�ÛÏÎQÐSÑ�Î�×�Ó&Ù�Õ�Ù�Ó&Û Ò`��Û<×ÚÝ&Õ�Û Ù�Ó�ÍÚÑ�Û6Ø�°�Ô´Ó&Ð<Ñ�Û Ó&Ø	ñWÓ�ÐSÑ�Û�¿ Ñ�Î4Ó&ÐSÕ�Ý&×�Ñ�Ø�Ó�Û&õ¾öÕ�ÝEñWÑ�Ð<×ç�&Õ�Ý&×�Þ�ØuÂEã

• <(ç�Ó&Ù�Õ`ÝIÕ�Í�Ý&ç�ÍÚÕ�ÐæÓ&ÍòÔ´Ý&Ù�Ù�Ó[Ù�Ñ�ÛPØ�°QÔ¯Ó�ÐSÑ�ÛPÓ�Ø�ñWÓ�ÐSÑ�ÛbÎ4Ñ�ÐPÓ&ÍªÕ�Í�Ü�Ñ�Ð<× ñWÔ�ÑÉÙ�Ó
Ì(ç�Ý&Í�×ÚÙQÓ&Û&ã

• 	 ÓIÕ�Í�×ÚÝ�Ó Ý�Ñ�ØPÛSÑ�Í ñWç�ÐSÕ�Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó�Û�Ó&ØPÍóÕ�Õ�ÐS× ñWÔ���ñS×�ÝIÕôÔ¯Ñ�Ù�çQÍóÕ�Ð�ã
• 	 Ó&ÛSçQÓ&Í�ÖFÕ´Ý�Ñ�Ø�Ü�Ð<ç�Ó&ØQÝ&×óÕ�Û�ÍÚ×ÚØQÓIÕ�Í�Ó&Û>ðæÛ<×ÚÛ�ñWÓ&Ô¯Õ�Û�Ù�ÓòÝ&Ñ�Ø�Ü�ÐSçQÓ&Ø�Ý�×óÕ�Û�ã


±��� Û¦Å§ ����� ¢@£�¦Å§ ���ÓÏcÌó£��%Îh¢ß§ � Îh¦¨§ ����� ¢@£�¦¨§ ¢����
Ïi¢@£�¦Å§

Ã;Ñ�Û(Ø-°�Ô´Ó&ÐSÑ�Û(Ø�ÕFñWç�ÐSÕ�ÍÚÓ�Û/ð�Í�Ñ�Û/Ø�°�Ô´Ó&Ð<Ñ�Û+Ó&Ø�ñSÓ&Ð<Ñ�Û=Û<Ñ�Ø�Ñ�Ò��<ÓEñWÑ�Û+Ý&Ñ�Ø�Ñ�Ý�×ÚÙ�Ñ�Û&ã+Ì(Í�Í�Ó&ÝEñWÑ�Ð
Ó&Û<ñ.�Ê¾öÕ�Ô¯×�Í�×�Õ�Ð<×Á�&Õ�Ù�Ñ�Ý�Ñ�ØPÙ�×�Ý 
 Ñ�Û�Ñ�Ò��<Ó�ñSÑ�Û�ðæÝ�Ñ�ØPÛSç�Û Ñ�Î4Ó�ÐWÕ�Ý�×ÚÑ�Ø�Ó&Û�÷

N = {1, 2, 3, 4....}
Z = {0, 1,−1, 2,−2, ...}.

³�Ñ�Ø.õ�Ý�Ñ�Ô´Ñ�Ù�Ó&Ý�×ÚÔ´Ñ�Û&õQÑ�Ò��<Ó�ñWÑ�Û�Ý�Ñ�ØPÍ�Ñ�ÛXå�ç�ÓòÓ&Û<ñWÕ�Ô´Ñ�Û 
 Õ�ÒQ×�ñWç�Õ�Ù�Ñ�Û�Õ�ñWÐWÕ�Ò�Õ��SÕ�Ð>ð
Ù�Ó 
 Ó&Ý 
 ÑªÓ&Ø´Ó&Í�ÝIÕ�Î9æ ñWç�Í�Ñ � 
 Ó�Ô¯Ñ�Û(ç�ÛSÕ�Ù�Ñªç�Ø�Õ Ù�Ó�ÛSç�Û=Î�ÐSÑ�ÎQ×ÚÓ&Ù�Õ�Ù�Ó�Û�¾ ç�Ø�Ù�Õ�Ô´Ó&Ø	ñïÕ�Í�Ó&Û

� × �



� × µ �������W�J�������� "�#&'(���)����c(h�[�{)*���í�c�H�#&
Î�Õ�ÐWÕ)Î�Ð<Ó&ÛSÓ�Ø�ñWÕ�Ð�çQØ�Õ)ñ7�&Ý&ØQ×ÚÝ&Õ\Î4Ñ�ñSÓ&Ø�ñSÓêÙ�ÓêÙ�Ó�Ô¯Ñ�Û<ñWÐSÕ�Ý&×�Þ�Ø å�çQÓæÓ�Û�Ó�Í>Î�Ð<×ÚØ�Ý�×ÚÎ�×�ÑbÙ�Ó
×�Ø�Ù�ç�Ý�Ý&×�Þ�ØHã

U ç�Ó�Û<ñSÐSÑÇÎ�ÐS×�Ô¯Ó�Ð´Ñ�ÒQ�<ÓEñW×�Ö�Ñ Ó&Ûè×�Ø�ñSÐSÑ�Ù�ç�Ý�×ÚÐ�Ù�ÓÚ¾ Ñ�Ð<ÔèÕtÐS×�Ü�ç�Ð<Ñ�ÛWÕ[Ó�Û<ñWÑ�ÛêÑ�ÒQ�<ÓEñWÑ�Û�ã �²�×ÚÛ�ñWÓ�ØPÖ�Õ"!<×óÕ�Û�Ô¯Õ�Ø�Ó�!WÕ�Û�Ù�Ó 
 Õ�Ý&Ó�!$#&%Qõ�ç�Ø�Õ�ÙQÓªÓ�#&#ÚÕ�ÛÓ¿'#ÚÕ�å�ç�Ó Ö�Õ�Ô�%�Û�Õ�Ó�#ÚÓ�Ü�×&!.Â2Ó&Û�#óÕ
Õ�²Q×(%�Ô���ñW× ÝIÕQã�´)%�Ø�ÛS×�Û<ñWÓÏÓ&Ø ÝIÕ*!WÕ�ÝEñWÓ+!<×ç�&Õ"!XÓ�#HÝ�%�Ø�<ç�Ø	ñ,%

N
Ù�Ó-#&%�Û>Ø�°�Ô´Ó�!$%�ÛXØ�Õ�ñSç.!WÕ"#�Ó&Û

/ %"!�Õ*#ÚÜ�ç�Ø�Õ�Û ÙQÓèÛSç�Û / !$% / ×ÚÓ�Ù�Õ�Ù�Ó�Ûôå�ç�ÓêÛ<Óê×�Ô / %�Ø�Ó&ØcÝ+%�Ô�%)Õ²�×&%�Ô¯Õ�Û&õ Ù�ÓèÔ¯Õ�Ø�Ó+!SÕ
å�ç�ÓêÝ�ç�Õ"#Úå�ç�×�Ó+!0%�ñ$!WÕ / !$% / ×ÚÓ&Ù�Õ�ÙÇÛSÓèÙ�Ó&ÙQç�Ý&Óé¿ ç�ÛWÕ�ØQÙ.%1#ÚÕ�Û0!SÓ&Ü"#óÕ�Û Ù�Ó2#óÕ�#�Þ�Ü�×�ÝIÕ/Â Ù�Ó
Ó�Û<ñ$%�Û Õ²�×&%�ÔèÕ�Û&ã

<3%�Ù�Ó&Ô�%�Û ç�ÛSÕ"! / %4!ªÓ=�<Ó�Ô / #(%�#ÚÕPÝ&Õ"!WÕ�ÝEñWÓ�!S×ç�&Õ�Ý�×ÚÞ�ØcÙQÓ
N
Ý�%�Ô5%bÝ�ç�Õ"#�å�ç�×ÚÓ�!ªÝ+%�ØQ�

�<çQØ�ñ,%�å�çQÓòÖ�Ó+!<×Á��å�ç�Ó6#&%�Û�#(#óÕ�Ô´Õ�Ù7%�Û�829 ÿ«ª;: ý=<�ú û�>Ïû�ý�üiª ÷
•  @? N


=A ðêç.?�B+#&B�C�B+?�ñ$%ED.F&G�ñ,F(?.H�ç.F(D.%�å�ç.B6D.B+?.%"C5F(? A C�%4G Ü ã
• < A ! A1IJA D A n ∈ N

G$B�D.B��=?7B�D.B�C A ?7B+! A °7?.F I+A B�# <IÿLKM� ÿöû�ü;MMû�ú û
n
ã4³NBD.B+?.%�ñ A

s(n)
ã� OGªç.?PB�#&B�C5B�?�ñ$%�D.B

N
ðRQ4B�!$F�� IJA å�ç.B

s(n) 6= 1 / A ! ASIJA D A
n ∈ N

ã

• ³NF s(n) = s(m)
B+?	ñ,%4? I B+G

n = m
ã

• > ùFÿöü1þ	ÿLT1ÿ«ªPú ûêÿ�ü ú�� þ	þ	ÿ«�!ü ÷UG$F�ç.?5G<ç.V I %"?�<ç.?�ñ$% A ⊂ N
Q4B�!$FÁ� IJA å�ç.B

1 ∈ Aðcå�ç.B
n ∈ A

F&C / #(F I+A s(n) ∈ A
õ�B+?	ñ,%4? I B+GWGXBèñ$F&B�?.Bèå�ç.B

A = N
ã*¿' OG<ñ A

/ !$% / F&B�D A D�B+GY# A å�ç.B6G$Bªç.GXZ�B+?�B+# IJA / æ�ñSç.#&% � ãïÂ
[���<&û�ù]\Qý�þ	ÿ��4üt�^�Ü=^�Ü`_ íMé1aJb4cgíed�aFé1fhg�i�g$a"j.í[é]glk�ëNj;f�ínmpoqgsr,tugsrïí[éMíejvg$w&ëhcyxeamæz gsj=oqgïéWa z a�gXb4cÚéso{gsj|tsc'aSfhg ëNj;a�a�î z clt$ahtscl}ejRcyj=m~gutso'cyxea

s : N → N
fhg0dèí+f�í�w&ë=g�g z� j.íSgïésol��gsj z a5cyd�a�khgsj1fhg

s �
 O?`B�G<ñ,B I %4?��<ç.?�ñ$%�G$B / ç.B�D.B�D.Bh�=?.F&!æç.? A / !$F(C5B�! A % / B�! A"I F&Z"?�D.B+?.%"C5F(? A D A<��3: ý õ@D.B�C A ?.B+! A å�ç7BSD A D.%"G�D7%4G�? A ñWç.! A #(B+G I ç A #(B+G<å�ç.F&B�! A

a, b ∈ N
G$B / ç.B+D.BI %4?.G�ñ,!Sç7F&!�B�#�?�°.C�B+!X%p? A ñWç.! A #

a + b ∈ N
å�ç.B1B�GS# A GSç.C A D7B1#(%4G2D.%4G��� OG<ñ A% / B+! A*I F&Z"?�GXB�D.Bh�=?.B / %4!�# A G�!$B+H"# A G�÷

• < A ! A�IJA D A a ∈ N
G$B6D.B��.?.B

a+ 1 = s(a)
�

• < A ! A�IJA D A a, b ∈ N
G$B6D.B��.?.B

a+ s(b) = s(a+ b)
�

 OG I %"?.G$B I ç.B�? I F A D.B�# / !$F(? I F / F&%)D.BOF&?.DQç I+I F&Z4? å�ç.B A G7æ 
 B�C5%"G�D.Bh�=?.F&D7% I ç A #Úå�ç.F(B+!G<ç.C A
a + b

I %4?
a, b ∈ N

�5 @?PBh¾LB I ñ,%�õUG$B A
a ∈ N

ç.?P?�°7C5B�!$%�? A ñSç.! A #l��³NB A
AB�# I %4?�<ç7?�ñ,%5D.B�#&%4G�?-°.C5B�!$%4GY? A ñWç.! A #&B�G

b ∈ N / A ! A #&%4G�å�ç.B a + b
B�G<ñ.�5D.Bh�=?.F&D7%.�



�� (�� 4�o�'+��2��)Ä�T&��'+��ß������&'�#�i��+p�4���ß+S����)Ú��&��'+¸�@������&��'+ � ×/×
� A C�%4G A D.B+C�%4G�ñ,! A ! / %4!�F&?.D�ç I+I F(Z4?èå�ç.B A = N

I %4?�#(%ôå�ç.B�# A G�!$B+H"# A G A ?�ñ$B+!$F(%4!$B�G
/ B+!$C�F�ñ$B+?�D.Bh�=?.F(! a+ b / A ! AEI+A D A / A !�D.B6?-°.C5B�!$%4G�? A ñWç7! A #(B+G a, b ∈ N

�� ý=<&û[ú;û[ÿöü1úc� þ�þ	ÿ«�4ü�^ ³hB ñ$F&B�?.B å�ç.B
1 ∈ A

ð A å�ç.B�# A / !$F(C�B+! A !XB+H4# A F&?7D.F I+Aå�ç7B
a+ 1 = s(a)

�>Ïý.<�ªæú;û�ÿöü1úc�1þ	þ	ÿ«�4ü�^ ®�B+V;B�C5%"G�D.B�C5%"G<ñ,! A ! å�ç.B)GXF
b ∈ A

B+?	ñ,%4? I B+G
s(b) ∈ A

�
´)%4C�% / %4! 
 F / Z�ñ,B+GXF&G�D.B-F&?.DQç I+I F&Z4? b ∈ A

B�?�ñ$%4? I B+G
a+ b

B�G<ñ.��D7B��=?.F(D.%.��ð�G A ?.D.%# A !$B�H4# A G$B+H�ç.?.D A G A V;B�C5%"G å�ç.B
a + s(b) = s(a + b)

I %4?P#&%På�ç.B
a + s(b)

B+G�ñ|�D.B��=?7F&D.%�ð / %4!�ñ A ?�ñ$% s(b) ∈ A
I %4C�%�å�ç.B+!2æ A C�%4G�D.B�C5%"G<ñ,! A !+�

 OG<ñSç.D.F&B�C5%"G�# A B+G�ñ,!<ç I ñSç.! AYA #(H4B+V7! A F IJA D7B+# / A ! (N,+)
õeB�G�D.B I F(!�# A G / !X% / F&B�D A D.B�Gå�ç7B�Q4B�!$FÁ� IJA ?P#(%4G6?-°.C5B�!$%4G6? A ñSç.! A #(B+G I %4?PB+G�ñ A % / B+! A"I F(Z4?�D.B�G<ç.C A �ó³NB�ñ$F&B�?.B+?# A G�GXF&H�ç7F&B+?	ñ,B�G&÷

F Â / !$% / F&B�D A D ý=<�ªNþ	ÿöýNMLÿL\Qý ÷
(a + b) + c = a + (b + c) / A ! API ç A #&B�GSå�ç.F&B�! A

a, b, c ∈ N
õF&F Â / !X% / F&B�D A D þ/ª4üU:À��MMýNMLÿL\Qý ÷ / A ! A2I ç A #Úå�ç.F(B+! / A !$B]� A a, b ∈ N

G$Bôñ,F(B+?.Bôå�ç.B
a+ b = b+ a

�
© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛ·HÜ`� gsdèíMéso�rXa"rE��î�íer�cyj;f�ë=t�tscl}ejPéMí�ì+r,g

c � z aªî;rWíïî;clg$f�a�f2aFéMí]tsc'a4o'cyxeae�(ë�æé+a"j;f�í z aFé6ruglk z aFé0fhg z a�fhgL�@j=cltscl}ej1fhg z a�éEëhd�a �
ä A CWV.FÁ�+?6G$B / ç.B�D.B�D7B��=?.F(!;ç.? A G$B�H�ç.?.D A % / B�! A"I F&Z"?�B+? N

å�ç.B�B+GUB�# T ù�ªNú�� þ"M�ª õA G$F(H4? A ?7D.% A�IJA D A / A ! a, b ∈ N
B+# / !$%hD�ç I ñ,%�D.B A CWV;%4G a·b ¿'Z a×b Z�GXF&C / #(B+C�B+?	ñ,B

ab
õ�ç.G A !$B�C5%"GY# A G�ñ,!XB+G�?7%�ñ A"I F&%4?7B+GYF(?.D.F(G<ñ,F(?�ñ A C�B�?�ñ$B�Âs��®�B�# A C�F&GXC A C A ?7B+! A å�ç.BB+?�B+# I+A G$%WD.B�# A GSç.C A õhB+GXç7? A�I %4?7G$B I ç.B+? I F A D.B�# / !$F&? I F / F&%�D.B�F&?.DQç I+I F&Z4?èå�ç.B-# A G!$B+H"# A G1å�ç.B�G$B / !XB+GXB+?�ñ A ? A�I %4?	ñ,F(?�ç A*I F&Z"?WGX%4?�GSç!� I F(B+?�ñ$B+G / A ! A D.B��.?.F&!�B+# / !$%hD�ç I ñ,%D.B6D.%4G�?�°.C�B�!$%4G�? A ñWç.! A #&B�G

a, b ∈ N
�

• < A ! AEIJA D A a ∈ N
GXBòñ,F(B+?7Bòå�ç.B

a · 1 = a
Ø

• < A ! AEIJA D A a, b ∈ N
GXBòñ,F(B+?.B å�ç.B

a · s(b) = a · b+ a
�

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛ·uÐ�� gsdèíMéso�rXa"r,��ë	é+a"j;f�í g z î;r�cyj|tscâî;cgínfhg�cyj;f�ë¡tutscl}ej7�Ew&ë=g z aFé�ruglk z aFéa"j=o{gsr�cgíer,gïéNî=gsr�d�cyo{gsjEfNgL�Oj=cyr�g z î;rWí+f�ë¡tso#í�fhg�tEë7a z w&ëhclgsrNî7a"r)fhg�j=¢hd2gsrWíMé�j;a"o�ëhrXa z gïé �
Ã�%4G2?-°.C�B+!$%"G2? A ñSç.! A #(B+G I %4?£B+G�ñ A % / B+! A"I F(Z4?¤D.B / !$%hDQç I ñ$%�õ (N,×) õXñ,F(B+?.B�?# A G�GXF&H�ç.F(B+?	ñ,B�G / !$% / F&B�D A D.B�G&õ å�ç.B�G$B / ç.B+D.B�?nD.B�C5%"G<ñ,! A !òç7G A ?.D7%�B+# / !XF&? I F / F(%SD.BF&?.D�ç I+I F&Z4?æðS# A G�!$B�H4# A G�D.B6D.B��.?.F I F&Z4?�D.B�# / !$%hD�ç I ñ,%Q÷
� Â / !X% / F(B+D A D ý=<�ªNþ	ÿ ý7MLÿy\Qý ÷

(a × b) × c = a × (b × c) / A ! A¥I ç A #&B�GSå�ç.F&B�! A
a, b, c ∈ N

õ



� ×�Õ �������W�J�������� "�#&'(���)����c(h�[�{)*���í�c�H�#&
µ ÂYBm²7F(G<ñ$B+? I F A D.B ûh¦öûh: û�ü;M�ª ü;û���MMù�ª ÷YBm²NF&G<ñ$B

1 ∈ N
ñ A #1å�ç.B / A ! A2I ç A #Úå�ç.F(B+!?-°.C�B+!$%E? A ñSç.! A #

a ∈ N
G$B ñ,F&B�?.Bòå�ç.B

a× 1 = 1× a = a
õ

×zÂ T ù�ª;T1ÿ û�ú;ý�ú þ/ª4üU:À��MMýNMLÿL\Qý ÷ / A ! A0I ç A #Úå�ç.F&B�! / A !$B]� A a, b ∈ N
GXB ñ,F&B�?.B å�ç.B

a× b = b× a
�

Ã A G�D.%4G�% / B+! A"I F(%4?.B�G&õ�# A G<ç.C A ðRB+# / !$%hDQç I ñ$%�õ;å�ç.B�D A ?�!$B+# A"I F&%4? A D A G / %"!�# A/ !$% / F(B+D A D�D.F(G<ñ,!XF&V�ç�ñ,F§Q A ÷
Õ-Â T ùª¡T1ÿöû�ú;ý�úVú ÿ'<�MMùFÿ�����MLÿy\Qý ÷ / A ! A�I ç A #&B�GSå�ç.F(B+! A a, b, c ∈ N

G$B¯ñ,F(B+?.B¯å�ç.B
a× (b+ c) = a× b+ a× c

�
ð�? A Q4B��ED7B��=?.F(D.%4G-#&%4G�?-°.C5B�!$%4G-? A ñWç.! A #&B�G&õ|#&%4G�?-°.C5B�!$%4G-B�?�ñ$B+!$%"G6GXB / ç.B�D.B+?I %4?.G�ñ,!Sç7F&! A / A !�ñ,F(!�D.B�#(%4G�? A ñWç7! A #(B+G5D7B�# A GXF&H�ç7F&B+?	ñ,B�C A ?.B+! A �'ä3%"C A C�%4GED.%4GI % / F A G2D7B+# I %4?�<ç7?�ñ,%¨D.B�#&%"G5?�°.C�B+!X%4G2? A ñSç.! A #(B+G�õ�C A ! IJA ?7D.%n#&%4G5B�#&B+C�B�?�ñ,%"G2D.Bç7? A D.BYB+#(# A G I %4?èç7?2G$F(H4?.%0C�B�?.%4G+��Ã�# A C A C�%"G

N+ = {1, 2, 3, 4, ...} A # A / !$F(C5B�! AI % / F A ð N− = {−1,−2,−3,−4, ...} A # A G$B�H�ç.?.D A ��Ã�%"G�?-°.C5B�!$%4G�B+?	ñ,B�!$%4G�G$%4?�# Aç7?.F&Z4?¥D.B
N+ õ N−

ð5ç.? I %4?�<ç.?	ñ,%Í¾L%4!$C A D.% / %4!òç.?PB�#&B�C5B�?�ñ,%�D.F&G�ñ,F(?.H�ç.F(D.%�õHå�ç7BB�G I !$F&V7F&C�%4G I %4C�% {0} ÷

Z = {1, 2, 3, ...} ∪ {0} ∪ {−1,−2,−3, ...} = N+ ∪ {0} ∪ N−.
ä A ?�ñ$%

N+
I %4C�%

N−
QhF&B�?.B+?�D.%�ñ A D.%4G3D7B)G<çW!XB+G / B I ñ$F(Q4% I %4? I B / ñ,%�D.B�ésc§k�ëNclgsj=oqgEõå�ç.B¥D.B�?.%�ñ A C5%"GS!$B�G / B I ñ,F§Q A C�B+?	ñ,B s+

ð
s−
� 	 G7æ-G$B5ñ,F(B+?.B�õ / %4!SB]�XB+C / #&%Qõ å�ç7B

s+(5) = 6
ðcå�ç.B

s−(−5) = −6 �1 OG�ñ A GWD.%"GW?.% I F&%4?7B+G / B+!$C�F�ñ$B+?nD.B��.?.F&!�B�?pB+#I %4?�<ç.?	ñ,%�D.BW#(%4G�?�°.C�B+!X%4G-B�?�ñ$B+!X%4GÏç.? I %"? I B / ñ,%SD.B¯ésc§k�ëhclgsj=oqgYD.B+?7%�ñ A D7% I %4C5% sðêç.? I %4? I B / ñ$%5D.B5a"j=o{gsr�cgíerKõ.D.B�?.%�ñ A D.% I %"C5% a õ=D.B6C�%hD.%�å�ç.B�÷
• < A ! A�IJA D A n ∈ N+ GXBòñ$F&B�?.Bòå�ç.B s(n) = s+(n)

õ

• s(0) = 1
õ

• s(−1) = 0
õ

• / A ! A�I+A D A n ∈ N−
õ
n 6= −1 õ©Bh²NF&G�ñ,B m ∈ N−

D.B�C�%hD.%êå�ç.B
n = s−(m)

� @?	ñ,%4? I B�G
s(n) = m

�
• < A ! A�IJA D A n ∈ N−

GXBòñ$F&B�?.Bòå�ç.B
a(n) = s−(n)

õ

• a(0) = −1 õ

• a(1) = 0
õ



�� (�� 4�o�'+��2��)Ä�T&��'+��ß������&'�#�i��+p�4���ß+S����)Ú��&��'+¸�@������&��'+ � ×zÔ

• / A ! ARI+A D A n ∈ N+ õ n 6= 1
Bm²NF&G<ñ$B

m ∈ N+ D.B�C5%hD.%)å�ç7B
n = s+(m)

� O?�ñ$%4? I B+G
a(n) = m

�
ª ª=MMý�þ	ÿ«�4ü ð�G A !$B+C�%4G�B�#�G7æ(CWV;%4#&% ∅ / A ! A !$B / !$B�G$B+?	ñ A !YB�# I %4?��<ç.?�ñ$%EQ A"I æ&%.�« I %4C�%[ð A G$B�� A # A C�%4G I ç A ?7D.% 
.A V.# A C5%"GED.B�# A F(?.D�ç I�I F(Z4?¬B+G�ñ,!Sç I ñWç7! A #�GXBQ4B+!$F�� I+A å�ç7B�÷¯ésc

A ⊂ Z
x"gsr�c ��t$a1w&ë¡g

A 6= ∅ m´î7a"rXaPt$a�f�a n ∈ A
é]g�o�clgsj|g�w&ë=g

s(n) ∈ A
m
a(n) ∈ A

gsj=o#íej|tugïé
A = Z �Ã A % / B+! A"I F(Z4? <W�U: ýYú;û ü©3:cû�ù�ª;<bû�ü;MMû�ùª;< G$B I %4?7G<ñ,!<çQð4B A / %Lðz�*?.D.%4GXB2B�?# A GSç.C A D.B1#&%"G�?�°7C5B�!$%4GS? A ñWç.! A #(B+G&õYD.B1C�%hD.%Çå�ç7B¥# A G�G$F(H�ç.F(B+?	ñ,B+G�!$B�H4# A G�G$%4?GSç!� I F&B�?�ñ,B�G&÷

• < A ! AEIJA D A n ∈ Z
GXB�D7B��=?.B

n+ 1 = s(n)
�

• < A ! AEIJA D A n ∈ Z
GXB�D7B��=?.B

n− 1 = a(n)
�

• < A ! AEIJA D A n,m ∈ Z
G$B6D.B��.?.B

n+ s(m) = s(n+m)
�

• < A ! AEIJA D A n,m ∈ Z
G$B6D.B��.?.B

n+ a(m) = a(n+m)
�

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛ·u�� gsdèíMéso�rXa"r6î�íerEcyj;f�ë=t�tscl}ej¬gïéso'rKë¡tsoöëNrXa z w&ë¡gStKíej z a�é�r,glk z aFé2a"j=oqg�ærscgíer,gïéÏé]g0fNgL�Oj|g
n+m

î7a"r$a�t$a�f�a
n,m ∈ Z �

«®#&%4G�?�°.C�B+!X%4G�B�?�ñ$B+!$%"G I %4?P# A % / B�! A"I F&Z4?�D7B�GSç.C A�A G7æ I %4?7G<ñ,!<ç.F&D A õ (Z,+)
õQ4B+!$F�� I+A ?�# A G�G$F(H�ç.F(B+?	ñ,B+G / !$% / F&B�D A D.B�G&õ4å�ç.B�G$B / ç7B+D.B�?RD.B�C5%4G�ñ,! A ! ç7G A ?7D.%2# A G�!$Bm�H4# A G�D.B6D.B��.?.F I F&Z4?�D.B6# A G<ç.C A ðSB�# / !$F(? I F / F&%WD.B6F&?7D�ç I+I F&Z4?�B�G<ñ,!<ç I ñWç.! A #g÷

F Â / !$% / F&B�D A D ý=<�ªNþ	ÿöýNMLÿL\Qý ÷
(a + b) + c = a + (b + c) / A ! API ç A #&B�GSå�ç.F&B�! A

a, b, c ∈ Z
õF&F Â / !$% / F(B+D A D þ/ª4üU:À��MMýNMLÿL\Qý ÷ / A ! A�I ç A #�å�ç.F&B�! / A !$B]� A a, b ∈ Z

G$B�ñ$F&B�?.B�å�ç.B
a+ b = b+ a

�F&F(F Â�Bh²NF(G<ñ,B�? I F A D.B ûh¦öûh: û�ü;M�ª ü;û���MMù�ª ÷OBh²NF&G�ñ,Bòç.?�B+?	ñ,B+!X%
0 ∈ Z

ñ A #Hå�ç.B / A ! AI ç A #�å�ç.F&B�!�?�°.C�B+!X%�B�?�ñ$B+!$%
a ∈ Z

G$B ñ,F(B+?.B å�ç.B
a+ 0 = 0 + a = a

õF(Q!Â�Bh²NF(G<ñ,B�? I F A D.B ûh¦ ûN:cû�ü;M�ª ÿ�ü;\4û�ùe<�ª ÷ / A ! A�I ç A #�å�ç.F&B�!�B�?�ñ$B+!$% a ∈ Z
Bm²NF&G�ñ,B%�ñ,!X%EB+?�ñ$B+!X%5D.B�?.%4C�F&? A D.% −a ∈ Z

ñ A #Hå�ç.B
a+ (−a) = (−a) + a = 0

�
ª ª=MMý�þ	ÿ«�4ü�^  O?�# A / !X% / F(B+D A D0F(Q!Â / A ! AYIJA D A a ∈ Z

D.B�?.%�ñ A C5%"G I %"? −a B�#hF&?~Q4B�!$GX%D.B
a
�Ä³NB / ç.B�D.B�D.B�C5%"G<ñ,! A ! å�ç.B�÷�GXF a = 0

B�?�ñ$%4? I B�G −a = 0
Ø=å�ç.B�GXF

a ∈ N+B+?�ñ$%4? I B+G −a B+G�GSç I %4!$!$B�G / %4?7D.F&B�?�ñ$B / A !$B]� A C A ! I+A D A B�? N−
ðtå�ç.B5GXF

a ∈ N−B+?�ñ$%4? I B+G −a B�G�GSç I %"!$!$B�G / %4?.D7F&B�?�ñ,B / A !$B]� A B�? N+ å�ç7F�ñ|�*?.D.%4#(B�# A C A ! I+A �í<3%4!



� × ê �������W�J�������� "�#&'(���)����c(h�[�{)*���í�c�H�#&
B]�XB+C / #&% −(−5) = 5

õ −0 = 0
õ −(5) = −5 �@ OG I !$F(V.F&!XB+C�%4G a− b / A ! A G$F&C / #(F�� I+A !# A Bm² / !$B�G$F&Z"? a+ (−b) �

®�B I F&C�%4G)B�?�ñ,%"? I B�G�å�ç.B
(Z,+)

B�GXç.? K�ù�UT�ª[þ/ª!üU:À��MMý7MLÿy\Yª ¿ I ç A #Úå�ç.F(B+! I %"?Q�
�<ç7?�ñ,% I %"?'ç.? A % / B+! A"I F(Z4?£Q4B+!XFÁ� I+A ?.D7% # A G / !$% / F&B�D A D.B�GSF Â A F(Q!Â5B�G ç7?�H4!Sç / %I %4?.C�çQñ A ñ,F§Q4%-Âs� ë V7G$B+!¯Q A C�%4G6å�ç.B A # I %4?.G<ñ$!Sç.F(!�#&%4GY?�°7C5B�!$%4G�B+?	ñ,B�!$%4G 
 B+C�%4G A C��
/ #&F A D.%-B�# I %4?�<ç.?	ñ,%6D.B�#(%4G°?-°.C�B+!$%"GO? A ñSç.! A #&B�G / A ! A å�ç.B�# A % / B+! A"I F(Z4?�!$B�G<ñ A ñ$B+?.H AGXF&B�C / !XB�GXB+?	ñ,F&D7%.��<3%"!�B=�XB�C / #(% 5 − 7

B+Gòç.? A D.F�¾LB+!XB+? I F A D.B�?�°.C�B+!X%4G�? A ñSç.! A #(B+GI çQð4%�!XB+GSç7#�ñ A D.%E?.%�B+G�ç7?�?-°.C�B+!$%�? A ñSç.! A # / B�!$%EG7æHç.?�?�°7C5B�!$%�B+?�ñ$B+!X%�õ −2 ∈ Z
�

®�B2# A C�F&G$C A C A ?7B+! A å�ç.B I %4?n# A % / B+! A*I F&Z"?nD.B5# A GSç.C A õ A ñ$B+?.D.F(B+?.D7% A # AI+A GSç!æ&G<ñ$F I+A D.B+#7GXF&H4?7%�õ"G$B / ç.B�D.B�D.Bh�=?.F&!�%�ñ$! A % / B�! A"I F&Z"?WG$%4V.!XB�#&%4G3?�°.C�B+!X%4G°B�?�ñ$B+!$%"Gå�ç.B-B+G�B+# / !$%hD�ç I ñ,%Q÷OD A D.%"G�D.%4G�?-°.C�B+!X%4G�B�?�ñ,B�!$%4G a, b ∈ Z
G$B / ç7B+D.B I %4?.G�ñ,!Sç.F(!)B+#/ !$%hD�ç I ñ,%�D.B A CWV;%4G a× b ∈ Z

�
© �&û�ù�þ	ÿöþ	ÿ«ªÑ·9¬±� gïé]tsrscöì+cyr ëNj¥tïíejJ²Këhj=o�í�fhg-r,glk z aFé éEë���tsclgsj=o{gïé@î7a"rXa5fhgL�@j=cyr6g z î;rïí[æf�ë=tso#í

ab
fhg�tEë7a z w&ëNclgsr�î7a"r1fhg�j=¢hd2gsrWíMé�gsj=o{gsrWíMé

a, b ∈ Z
��a"oqgsj;f"clgsj;f�í¨a z aFéf"cÚéso'cyj=ola�éXî�íMéscöì+c z c'f�a�fhgïé2î7a"rXa z íMéÏésc§k"j.íMé�fhg

a
m
b �

 O?�B+G�ñ A % / B+! A"I F&Z4?�G$B ñ,F(B+?.B�?�# A G�C�F(G$C A G / !X% / F&B�D A D7B+G�å�ç.B�B+? N
÷

� Â / !$% / F&B�D A D ý=<�ªNþ	ÿ ý7MLÿy\�ý ÷
(a × b) × c = a × (b × c) / A ! A¥I ç A #(B+G<å�ç7F&B�! A

a, b, c ∈ Z
õ

µ Â�Bm²7F(G<ñ$B+? I F A D.B ûh¦ ûN:cû�ü;M�ª ü û���MMù�ª ÷�Bh²NF&G�ñ,Bôç7?RB+?	ñ,B�!$%
1 ∈ Z

ñ A # å�ç.B / A ! AI ç A #�å�ç7F&B+!�?-°.C�B+!$%EB+?	ñ,B�!$%
a× 1 = 1× a = a

õ
×zÂ T1ù�ª¡T1ÿöû�ú;ý�ú3þ/ª4üU:À��MIý7MLÿL\Qý ÷ / A ! A�I ç A #Úå�ç.F(B+! / A !$B=� A D.B�B�?�ñ,B�!$%4G a, b ∈ ZGXBòñ$F&B+?7Bòå�ç.B

a× b = b× a
�

<3B+!X%5B+G I # A !$%�å�ç.B�õ¡B+?�H4B�?.B�! A #�õ=?.%�Bm²NF&G�ñ,B�B�#&B�C5B�?�ñ,%EF&?�Q4B+!XG$%�õ / %4!�B=�XB�C / #(%�õ.B�#F(?~Q4B�!$G$%�D.B+#�?-°.C5B�!$%�B+?	ñ,B�!$%
2
D7B+V;B+!2æ A G$B�!�B�#�?�°.C�B�!$%

1/2
å�ç.B�?.%5B�G ç.?�?-°.C�B+!X%B�?�ñ$B+!$%7�J¿ Ã A GSç I B+GXF(Q A�A C / #&F A*I F(Z"?SD7B Z / A ! A å�ç7B�# A D.F(QhF(G$F&Z"?SGXB A ç.? A % / B�! A"I F&Z4?å�ç.B ñ,B+?7H A G$B�?�ñ$F&D.%�B�G I %4?.G<ñ$!Sç.F(!�B�# I %"?�<ç.?�ñ$%�D.B6#&%4G�?�°.C�B+!X%4G�! A*I F&%"? A #(B+G

Q
�ïÂ

Ã A GSD.%4GS% / B+! A*I F&%"?.B+G�õ�# A GSç.C A ð£B+# / !$%hD�ç I ñ,%�õ å�ç.B�D A ?Hõ�F(H�ç A # å�ç.B1B+? N
õ!XB+# A"I F(%4? A D A G / %"!�# A / !X% / F(B+D A D�D.F(G<ñ,!XF&V�ç�ñ,F(Q A ÷

Õ-Â T1ù�ª¡T/ÿ û�ú ý�úVú ÿ�<sMMùFÿ�����MMÿy\Qý ÷ / A ! A�I ç A #(B+GSå�ç.F(B+! A a, b, c ∈ Z
G$Bèñ$F&B�?.Bèå�ç.B

a× (b+ c) = a× b+ a× c
�

 O?�ñ,%"? I B�G2D.B I F(C5%"G�å�ç7B
(Z,+,×) B�G¯ç.? ý�ü ÿ'¦�¦«ª3þ/ª4ü3:À��MMý7MMÿL\Yª ¿'D.B�?�ç.B�Q"%I ç A #�å�ç7F&B+! I %4?�<ç.?	ñ,% I %4?SD.%4G�% / B+! A"I F(%4?.B�G�Q4B�!$F�� IJA ?7D.%E# A G / !$% / F&B�D A D.B�G�F Â A F(Q!Â=ð� Â A Õ-Â)B+G�ç.? A ?.F&#(#(% I %"?.C�çQñ A ñ$F(Q4%-Â��



�� å�Q ����J��&ß��)Ú���#�x�i�v��(]³�(�+Q(s´�� � ×zÝ
 O#�B�G<ñWç7D.F&%nD.B�# A G5B�G<ñ$!Sç I ñWç.! A G A #(H4B+V.! A F I+A G�B�G2F&C / %4!<ñ A ?�ñ$B ð A V.!XBbñ$%hD.%nB+#IJA C / % D.B1# A G�C A ñ,B+C���ñ$F IJA G I %"?.% I F(D.% I %"C5%pµ ¦LK4û-� ùLý � ´ A / ñ A # A B+G�ñ,!<ç I ñSç.! A/ !$%�¾ ç7?.D A D.B�#&%4G I %4?�<ç.?	ñ,%4G5D.%�ñ A D.%4G5D.B�% / B�! A"I F&%4?7B+G´ð / B+!$C�F�ñ$B�D.B�G I !$F&V7F&!�GSç.G/ !$% / F&B+D A D.B�G�ðpB�G<ñWç7D.F A ! I+A ! A*I ñ,B�!7æ(G<ñ,F IJA G�H4B+?7B+! A #&B�G+�  O#'�*#&H4B�V.! A B�G�B�?�ñ$%4? I B+G�B+#B+G<ñSç.D.F(%WD.B�# A GYruglk z aFé-fhg z ²Kë=glk�íFõ I %4C�%�B�?�B+G$%"Gc�<ç.B�H4%4G�D.B�C�B+G A å�ç.B�G$B / !$B�G$B�?�ñ A ?I %4?�D.F(G<ñ,F(?�ñ$% A G / B I ñ,% / B�!$% A #N#&B�B+!�GSç.GO!XB+H4# A G�D.B�G I ç7V.!$F(C5%4G+ç.?J�<ç.B�H4%Ïð A-I %4?.% I F(D.%.�

© �&û�ùFþ	ÿ�þ	ÿ«ªÛ·u··¶ íed6î;rïí�ìua"r�w&ë=g z aFé0d�a"o'r�cltugïé�fhg0ola"d�a"¸.í
2× 2

tïíejntïí]gL��tsclgsj=oqgïégsj=o{gsrWíMé@éMíej´ëNj�a"j=c z¹z í�j.í0tïíej=d�ëhola"o�cyx�íW�Xgïéso#í0gïéu��g z î;rïí+f�ë=tso#í-j.í�gïéYtKíej=d�ëhola"o�cyx�í �tïíej z a´éEëhd�a2mSg z î;rWí+f�ë¡tso#íWº7a�ì+cyoöë7a z gïé0fhg�d�a"o'r�cltugïé �

±�7� »Ñ¢�¦Ó£�¢�� � ¼í¢ Î+� ¼í¥�½±¥�§H¥+¾0�

	 ç.?�å�ç.B�B+?�B+# A ?.F(#&#§%SD.BE#&%"G�?�°.C�B+!X%4G6B+?	ñ,B�!$%4G�?.%�GXB / ç.B�D.B�D.F(QhF(D.F&!�õ / %4!Så�ç.B�#(%4GI % I F(B+?	ñ,B�G�?.%WG$%4?SB�?�ñ,B�!$%4G�õ.G7æ¿G$B / ç.B+D7B 
=A"I B+!Xç.? A D7F(QhF&GXF&Z4?5B+?�ñ$B+! A õ7%4VQñ,B�?.Fç��?.D.%4GXBç.? I % I F&B�?�ñ,B ð´ç.?�!$B�G<ñ$%.�@ OG<ñ A D7F(QhF&GXF&Z4?�?.%4G�Q A�A / B�!$C�F�ñ,F(! / %4!2ç.?�# A D.% I %"?.G<ñ$!Sç.F(!ç.? A #&H"%4!$F ñ$C�% / A ! A B+# I �"# I ç.#&%2D.B�#�C±��²7F(C�% I %4C»°.?RD.F(QhF(G$%4!�D.BWD.%4G-?-°.C�B+!$%"G-G$F(??.B I B+G$F(D A D�D7Bí¾ A*I ñ$%4!$FÁ� A !X#&%"G ð / %4!W%�ñ$!$%1B+G�ñ A V7#&B I B+!�ç.? A !XB+# A"I F(Z4?¨D.BSB&å�ç.F§Q A #(B+?Q�I F A õU# A þ/ª4ü�K�ù:�;û�ü1þ	ÿ ý¤:Ñ�Nú��U¦«ªt�1ü3û�ü;MMû�ù�ª õ I %4?PF&?	ñ,B�!$B+G A ?�ñ$B+G ç�ñ,F&#(F(D A D.B+G / A ! Añ,! A V A � A !0B+? A ?.F&#(#(%"G / A !$B I F(D.%4G A #(%4G0B+?�ñ$B+!X%4G / B+!$% I %4? ç.? ARI+A ?�ñ$F&D A DÑ�=?7F�ñ A D.BB+#&B�C�B+?�ñ$%4G+�
	 ?	ñ,B�G�D.B�B�?�ç.? I F A ! ð�D.B�C�%4G<ñ$! A !YB+#;ñ,B�%4!$B�C A D.B+#U!$B�G<ñ,%2D.B+V;B�C�%4G�D.BEñ,B+?7B+!$?7%4G

ç.? C�%4C�B+?	ñ,% A !XB�À=Bm²NF&%4? A !�GX%4V.!XBSB+#)%4!$D7B+?Éå�ç.B / !XB+G$B�?�ñ A ?�#&%"GW?-°.C�B+!$%"G�? A ñWçQ�! A #(B+GXðS#&%4G�?-°.C�B+!$%"G�B+?�ñ$B+!X%4G+� 	 ç7?�å�ç.B�Q4%"#(Q4B�!$B+C�%4G�GX%4V.!$B6B+#(# A G�B+?�B+# IJA / æ�ñSç.#&% ê õD.B��=? A C�%4G�#&%�å�ç.B�B+G�ç.? A !XB+# A*I F(Z4?SD.B6%4!$D.B�?©�
Á û�Â/ü1ÿöþ	ÿ��4ü��^ÁÐ©^�Ü à©g$a

A Ã jRtïíejJ² Ã j=o�í]��Ä]g�fhgL�@j|g Ã j;a ùLûN¦ ý�þ	ÿ«�4ü gsj�g z tïí*j+² Ã j=o#í
A
tïíedêí Ã j5Ä Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ R fhg zeÇ r,Æ+f Ã tsoqÆ�t$a"r�o{guÄsc'a"j|Æ A×A = {(a, b) : a, b ∈ A} �fhgWd2Æ+fhÆSw Ã gEfhÆ]Ä�g z gsd2gsj=o{Æ]Ä a, b ∈ A

guÄsoÈ�"jPr,g z ahtsclÆej;a�fhÆ]Ä6Äsc�m2Ä]Æ z a"d2gsj=oqg�Äsc z aÇ a"rugL²�a
(a, b)

guÄsol��gsj
R �

© �&ûh:nT3¦�ª;<Ê©^çÐ©^ÁÐ i�Æ+fhgsd2Æ�ÄRfhgL�@j=cyr Ã j;a r,g z ahtscl}ejÉgsjÉg z tuÆejJ² Ã j=o{Æ5�@j=cyoqÆ A =
{1, 2, 3, 4} tuÆed2Æ

R = {(1, 1), (2, 1), (1, 2)},guÄ�fhgutscyr,�Yg z � Ä]g�r,g z ahtsclÆej;a�tuÆej¨g z � �{aSx"gutuguÄEguÄ]tsr�cyoqÆ
1R1 � m�tuÆ*j¨g z�Ê � 1R2 � mg z�Ê Ä]g�r,g z ahtsclÆej;aStuÆejPg z � � Ê"Ë � �"�



� × � �������W�J�������� "�#&'(���)����c(h�[�{)*���í�c�H�#&
ÌUj;a2r,g z ahtscl}ej�º7a Å cyo Ã a z guÄ z aSw Ã g�fhgL�@j|g z Æ]Ä6j=¢Nd2gsr,Æ]Ä6r$ahtsclÆej;a z guÄ ��Í Æed2gsd2Æ]Äg z tuÆejJ² Ã j=o{ÆPfhg z aeÄ6Î�rXaht�tsclÆej|guÄ F = {p/q : p, q ∈ Z, q 6= 0} m¨fhgL�@j=cyd2Æ]Ä z ar,g z ahtscl}ej

R
fhgWd2Æ+fhÆ�w Ã g p/q Ä]gWr,g z ahtsclÆej;a�tuÆej r/s Äsc�m2Ä]Æ z a"d2gsj=oqg�Äsc ps = qr� Ç r,Æ+f Ã tso{Æ5fhg6d2g,f"clÆ]Ä�guÄ6c§k Ã a z a Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ5fhg�gXb4o'r,gsd�Æ]Ä �*�

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx©^ÁÐ©^ç à©g$a
A Ã j tuÆejJ² Ã j=o{Æ]� Ã j;aEÔ�Ï ¦LÕ=Ò�Ñ'Ó;Ð R

gsj
A
Ä]gEf"cltug�w Ã g5guÄÖ Ï ª Ô Ö Ï Ð ÄscOx"gsr�c ��t$a z aeÄ Ç r,Æ Ç clg$f�a�fhguÄ+×

c ��Ø Ï�Ù3Ï�9 ÑL\7Õ × a Ä]g�r,g z ahtsclÆej;aEtuÆej a Ç a"rXa�t Ã a z w Ã clgsr a gsj A ��guÄsoqÆEguÄ (a, a) ∈
R
Ç a"rXa�t$a�f�a

a
fhg

A Úcyc � 8 Ð;M�Ñ�<+Ñ':nÛ�M Ô ÑLÒ4Õ ×�Äsc (a, b) ∈ R
m
(b, a) ∈ R

gsj=o{Æej|tuguÄ
a = b Úcycyc �6Ü Ô Õ=ÐU<JÑLM]ÑL\7Õ ×�Äsc a Ä]g-r,g z ahtsclÆ*j¡a�tuÆej b m b Ä]g�r,g z ahtsclÆej;a�tuÆej c gsj=o{Æej|tuguÄ aÄ]g6r,g z ahtsclÆej;a�tuÆej

c
��guÄ0fhgutscyr-Ä�c

(a, b) ∈ R
m
(b, c) ∈ R

gsj=oqÆej|tuguÄ
(a, c) ∈ R �

 O?�B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%WD.B-#&%"G)?-°.C5B�!$%"G�? A ß,Þ.! A #&B�G)à A]á Þ.? A !$B�# A"I F&Z4?5D.B-%4!XD.B+?SD7B+?.%�ß A D A6I %"?5B+#¡GXF&H4?.% ≥ â / %"!�# A6ã Þ.B â / %4!@BqÝXB+C / #&% 5 ≥ 3
á
100 ≥ 34

áEã Þ.B�GXB / Þ.B+D7BD7B��=?.F(!�D.B2# A GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B5C A ?.B�! A7ä D A D.%"G
a, b ∈ N

GXB�D.F I B ã Þ.B
b ≥ a

G$F�%�V.F(B+?
b = a

%�V7F&B+?�Bm²NF&GXß$BYÞ.?5?-°.C�B+!X%�? A ß,Þ7! A #
c
ß A # ã Þ.B

b = a+ c
�° @G¯ß,BY%4!$D7B+? A C5F(B+?~ß$%D7B�#&%4G�?-°.C5B�!$%4G�? A ß,Þ.! A #&B�G�G$B�GXÞ.B+#(B�!$B / !$B�G$B�?~ß A !�G$%"V.!$B�Þ.? A GXB+C�F&!X!$B I ß A ¿Là A"I F A # AD7B+!$B I à A #(%4G�Q A #&%4!XB+G�C AJá %4!XB+G|Â ä

1 2 3 4 ...
• • • • ...´)%4?.GXF&D.B�!$B+C�%4G
N+ ⊂ Z

¿ A Q4B I B�G�D7F&!$B�C�%4G�GXB+? I F&#(# A C�B�?~ß,B
N ⊂ Z

Â A G7æO%"!$D.Bm�? A D.%SGXB+H/°.?1B+#�%4!XD.B+? A ?�ß,B+!XF&%"!$C�B+?~ß$B�D7B+G I !$F§ß,%.�-� A C�%4G A Bh²hß,B�?.D.B+!�D.F I à.%�%4!XD.B+?A #&%4G�?�°.C�B+!X%4G�B+?�ß,B�!$%4G â D.BSC A ?.B�! ARã Þ.B�G$BS!$B�G / B�ß$B�B�#�%4!$D7B+? ã Þ7BSß,B�?.B+C�%4G�B+?
N+ ��Ã A !XB+# A"I F(Z4?¥D7B�%"!$D.B�?PG$BED.B��=?7F&!.�SD.BE# A GXF&H4Þ7F&B�?~ß,B�C A ?.B�! A7ä GXB A ? a, b ∈ ZB�?~ß$%4? I B�G

a ≥ b
G$F á GX%4# A C5B�?~ß,B-G$F

a− b ∈ N+ ∪ {0} � OGXß,B0%4!$D.B�?�G$%4V7!$B0B+# I %4?eÝXÞ.?�ß,%2D7B0#&%4G�?�°.C�B+!X%4G�B�?~ß$B+!$%"G�G$B0G$Þ7B+#&B0!XB / !XB+GXB+?�ß A !B�?�Þ.? A !$B I ß A ¿Là A"I F A # A D.B�!$B I à A #(%4G�Q A #(%4!$B�G�C A]á %4!$B�G|Â ä

... −2 −1 0 1 2 ...

... • • • • • ...

ðY?�ß,B+%"!$B+C A ¾LÞ.?.D A C5B�?~ß A #©G$%4V7!$B6B+# I %"?eÝXÞ.?~ß$%
N
B+GYB�#�G$F(H4Þ.F(B+?~ß$B ä

Ü Ï ª ÔeÏ :nÕÛ©^çÐ©^ñ¬å¶ a�f�aSÄ Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{ÆSj|ÆSxeahthálÆ A fhg
N
o'clgsj|g Ã j¬g z gsd2gsj=oqÆSd�áçæj=cyd2Æ

m ∈ A
fhg0d�a"j|gsrXa�w Ã g Ç a"rXa�t$a�f�a�g z gsd2gsj=oqÆ n ∈ A

Ä]g�o'clgsj|gWw Ã g n ≥ m �� cltuº¡Æ2g z gsd2gsj=oqÆ
m
guÄ�a�fhgsd��eÄ�¢hj=cltuÆ �



�� å�Q Éæ��J��&ß��)�ç��#�£è�çv��é]³�é�+Nés´�� ê × �
� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ³hÞ / %4?.H A C5%"G ã Þ.B A ?.%5ß,F(B+?.B�C�æ(?.F(C�% â B+?�ß,%4? I B+G-D7B+C�%4GXß$! A C�%4G/ %4!5F&?7D.Þ I+I F&Z4? I %4C / #(B�ß A�ã Þ.B N − A = N â #&% ã Þ.B ã Þ.F(B+!$B�D.B I F&! ã Þ.B A B+G2B�#I %4?eÝXÞ7?~ß,%EQ A"I æ(%.�

´)%4C�%
A
?7%�ß,F(B+?.B-C�æ&?.F(C�%�B�?~ß$%4? I B�G

1 /∈ A â B+GXß$%�B�G â 1 ∈ N−A
��³NB-ß$F&B+?7B�# AV A G$B6D.B6F&?.D7Þ I+I F&Z4?|�ë à7%4! A V.F(B+? G$F

1 /∈ A â 2 /∈ A â �§�(� â n /∈ A
B�?~ß,%"? I B�G

s(n) /∈ A / Þ7B+G�GXB+!2æ AC�æ(?.F(C�%7�[®�B�B�GXß,B�C�%hD.%�G$B6ß$F&B�?.B6B�# / A GX%�D.B6F&?.D.Þ I+I F(Z4? á / %4!�ß A ?�ß,% A = ∅ ���B�C�%4G6D.B�C5%"GXß,! A D.%�# A Bh²NF(GXß,B�? I F A D.BEÞ.?�C�æ&?7F&CE% â Q4B A C�%4G�G$Þ�Þ.?.F I F&D A D©�Ê³NF
m
á
m′ GX%4?pC�æ&?.F(C�%"G�B+?~ß$%4? I B+G�G$B2ß,F(B+?7B ã Þ.B m ≤ m′

á
m′ ≤ m / %4!�#&% ã Þ.B

m = m′ �T<3%4!�ß A ?�ß,%EB+#�C�æ&?.F(CE%WB+Gß°.?7F I %.�
ª ª=M]Õ=Ò�ÑLÓ;Ð�^ ³NF

a ≥ b
á
a 6= b

B+G I !XF&V.F(!$B+C�%4G
a > b

�'Ã A Bh² / !$B�G$F(Z4? b ≤ a
B+G�%"ß,! AC A ?7B+! A D.B�B�G I !$F(V.F&!

a ≥ b
�

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt©^ÁÐ�^Á·�í�z
1
m2g z −1 Ä]Æej z Æ]Ä�¢hj=cltuÆ]Ä�j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj=oqgsruÆ]Ä�w Ã g-o'clgsj|gsjcyj=x"gsruÄ]Æ Ç a"r$a5g z4Ç ruÆ+f Ã tso{Æ]� 1× 1 = (−1)× (−1) = 1 � í ÄsoqÆ]Ä�fhÆ]Ä�j=¢hd2gsruÆ]Ä�Ä]g-fhg�æj|Æed�cyj;a"jEî Ð3Ñ'ÖUÕ.Ö Ï < fhg z a"j=c zyz Æ�fhg z Æ]Ä6gsj=oqgsruÆ]Ä ��ï Ç a"r�o'cyr-fhg-aeº=ÆerXa�o�rXa Å aX²�a"rugsd2Æ]ÄÄsclgsd Ç rug�tuÆej¤j=¢hd2gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä � i�a"rXapt$a"d Å c'a"r�g z Äsc§k"j|Æ¥a Ã j¤j=¢Nd2gsr,Æ Å aeÄsolad Ã z o'c Ç;z clt$a"r Ç Æer~æ � � Ã j Ç r,Æ]tuguÄ]Æ)Î��htsc z d2gsj=o{g�rugsx"gsr,Äsc Å z g � í ÄsoqÆEcyj;f"clt$a5w Ã g�o�rXa Å aX²�a"rtuÆejRj=¢Nd2gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä Ç a"r$a z a�f"cyx]c&Äscl}ej�j|ÆSguÄ Ã j;aWk"r$a"x"g6r,guÄso'r�clt�tscl}ej �

« A B�GXß A C�%4G�B�? I %4?7D.F I F&%4?.B�G�D.B6B�?hÞ.? I F A ! á D7B+C�%4GXß$! A !�B+#|ß,B+%"!$B+C A D7B+#�!XB+G¯ß,%.�
Ü Ï ª Ô�Ï :PÕÑ©^ÁÐ©^ç¹ à©g$a"j

a
m
b
fhÆ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä�gsj=oqgsruÆ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Äu��gsj=o{Æej|tuguÄWgXb4c&Äso{gsjfhÆ]Ä�gsj=oqgsruÆ]Ä

q
�XtuÆ]tsclgsj=oqg � m r �Èr,guÄsoqÆ � ¢Nj=cltuÆ]Ä�oÈa z guÄ5w Ã g q ≥ 0

�
0 ≤ r < b

mSÄ]go�clgsj|g z a�gXb Ç r,guÄscl}ej
a = bq + rguÄso{Æ�guÄu�)f"cyx]c'fhgsj;fhÆ2guÄ6c§k Ã a z a�f"cyx]c&Ä]Æer Ç Æ*r�tuÆ]tsclgsj=o{g�d��eÄ6ruguÄsoqÆ �

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ´)%"C5B�?9� A C5%4G�D.B�C5%"GXß,! A ?.D.%E# A Bh²NF&G¯ß,B�? I F A D.B q á r �³NF
a < b

B+?�ß,%4? I B+G
q = 0

á
r = a

Q4B�!$F�� IJA ?�# A G�à.F / Z"ß,B�G$F&G��³NF
a = b

B+?�ß,%4? I B+G
q = 1

á
r = 0

Q4B�!$F�� IJA ?�# A G�à.F / Z"ß,B�G$F&G��³NF
a > b

B�?~ß,%"? I B�G@ß$%4C A C�%4G�B�# I %"?eÝXÞ.?~ß$%
A = {a−nb : n ∈ N}∩(N+∪{0})ã Þ7B�B�G�Þ.?¨GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%1?7%�Q A"I æ&%�D7B

N+ ∪ {0} �Ú<3%4!�ß A ?~ß$% â % 0 ∈ A
á B�G�Þ.?B+#&B�C�B+?~ß$%�C�æ(?.F(C�% â % 0 /∈ A

á B+#@ß,B�%4!$B�C A�A ?�ß,B�!$F(%4!�H A ! A ?�ß,FÁ� A�ã Þ.B
A
ß,F(B+?.B�Þ.?B+#&B�C�B+?~ß$%�C�æ(?.F(C�%7�"®�B+?7%4C5F(? A C�%4G

r ∈ A
A #�C�æ&?7F&CE%.�"®�B�B+G¯ß,B�C�%hD.%�Bm²NF&G¯ß,B

q ∈ N
ß A # ã Þ.B

a− qb = r



ê Õ ¶ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
%E#&% ã Þ.B�B+G�#&%�C5F(G$C�%

a = qb+ r.< A ! A D.B�C5%"GXß,! A ! ã Þ7B
r < b

GXB�! A �+%4? A / %4!�!$B�D.Þ I�I F(Z4? A # A V.GXÞ.!$D7%.�6³NF r ≥ bB�?~ß$%4? I B�G
r = b+ l

I %4?
l ∈ N+ ∪ {0} â D.B6C5%hD7% ã Þ.B

a = (q + 1)b+ l

B�?~ß$%4? I B�G
l
B+G�Þ.?�B�#&B+C�B+?�ß,%5D.B

A
B�GXß,!XF I ß A C�B+?�ß,B0C�B�?.%4! ã Þ.B

r
B+? I %4?�ß,! A D.F I�I F(Z4?I %4? ã Þ.B

r
B+G�B+#�C�æ&?.F(CE%WD.B

A
�

Ã A Þ.?7F I F(D A D�B�G I %4?.GXB I Þ7B+? I F A B�?�#(%4G / !XF&C�B+!X%4G I+A G$%"GYD.B6# A D.B�G$F&H"Þ A #&D A D
a ≤ b

á B�?¥B+#�°.#§ß,F(C�%2D.BW# A Þ.?.F I F&D A DRD.B+#�C�æ(?.F(C�% á D.B+#�à.B I à.%�D7B ã Þ.B�D.%4G-B+#(B+C�B+?�ß,%4GD7B
A
D.FÁ�=B�!$B�?�B+?�Þ7?�C»°7#(ß,F / #§%WD.B b �


��X
 ÷ ¥�½�¥�§H¥�øÍ¥�Î�¥J¼��0¼nùR� ¤�¼ � ú"�%¤oÏi¦Ó£�¥�û��%¤�¥�¾��
´)%"C5% á�A à.B�C5%"GEGXB�� A # A D.% â # A ?.%¥Bh²NF&G¯ß,B+? I F A D.B�F(?~Q4B�!$GX% / A ! A B+# / !$%hD7Þ I ß$%�D.B?-°.C�B+!$%"G)B�?~ß$B+!$%"G�à A*I B ã Þ.B�# A % / B�! A"I F&Z"?2D.B�D.F§QhF&G$F(Z4?�?.%�G$B / Þ.B�D A !$B A #&FÁ� A !@GXF&B+C��/ !$B�¿'F&H"Þ A # ã Þ7B�?.%�G$B / Þ.B+D.B�Bh¾LB I ß$Þ A !3GXF&B�C / !$B�# A !XB+GXß A B�?�#&%"GU?-°.C�B+!X%4GU? A ß$Þ.! A #(B+G.Âs�ë Þ.? ã Þ.B-G$B / Þ7B+D.B-D.F§QNF(D.F&!TÕWB�?~ß$!$B µ á %4V7ß,B�?.B�!�Þ.?�?�°.C�B+!X%WB�?~ß,B�!$% â G$F&?2B+CWV A !$H4% â# A D.F§QNF(G$F(Z4?íÔ�B+?�ß,!$B�×W?.%�G$B / Þ7B+D.B�B�¾LB I ß,Þ A !%¿'GXZ4#&% / %hD7B+C�%4G�%4V7ß$B+?.B�!�Þ.? I % I F(B+?�ß,Bá Þ.?�!XB+G¯ß,%5G$B�H/°.?�B+#�ß$B+%4!XB+C A�A ?~ß$B+GYD.B+C�%4G¯ß,! A D.%-Âs�) OG¯ß,%2D A #&Þ7H A ! A Þ7? A ?.% I F(Z4?F(?~ß$B+!$B�G A ?�ß,B ã Þ.B�B�GY# A D.B Ö3Ñy\�Ñ'<JÑLì�ÑL¦'ÑLÖ�Õ=Ö �
ü'?'ü'?Xý þ6F©ÿ#GJL=KSL��TG�FHO����TOQL=KMI�O
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx©^Á©^ Ü à©g$a"j

a, b
fhÆ]ÄWj=¢hd2gsr,Æ]Ä5gsj=o{gsr,Æ]Äu�)Ä]gEf"cltugEw Ã g a ÖUÑL\�Ñ'Ö Ï Õ bm�Ä]g�guÄ]tsr�c Å g a|b Äsc�gXb4c&Äsoqg Ã j¤j=¢hd2gsr,Ængsj=oqgsr,Æ c ola z w Ã g b = a × c ��Í a"d Å c��sjfhgutscyd2Æ]Ä�w Ã g b guÄ :¥3¦yM�ÑyT�¦ ª fhg a Æ5w Ã g a guÄ Ã j	� Õ=Ò"M�ª Ô�fhg

b �
 OG�D.B I F&! â B�?RB�# IJA GX%�D.F§QhF&G$F(V.#(B â G$B / Þ.B�D.BWBh¾LB I ß,Þ A !�# A D.F(QhF(G$F&Z"? b B+?�ß,!$B a á G$B%"V7ß,F(B+?.B�Þ.?1?�°7C5B�!$%�B+?�ß,B+!X% â B+G¯ß,%SB+G â A #3à A"I B�!-# A D.F(QhF(G$F&Z"?�B+?�ß,B�! A B+?�ß,!$B b á a B+#!XB+G¯ß,%�B+G ¶ �

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á©^ÁÐ�í)z j=¢Nd2gsr,Æ�gsj=o{gsr,Æ
12

f"cyx]c'fhg�a
60
Ç ÆerXw Ã g 60 = 5× 12

Ç gsr,Æ
12j|Æ5f"cyx]c'fhg0a��� �



�hõ �~õ¬��é]³�é�+Né��)é{è�é{��ç-����)¨ð°� ���Nç�ðYæ)ô�ö�é��|ç�ð�és´�� ê Õ ê
[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt©^Á�^Á Í Æ+fhÆSj=¢hd2gsr,Æ�gsj=o{gsr,Æ a ∈ Z

guÄ5f"cyx]c&Äsc Å z g Ç Æer a � Ç Æer −a �Ç Æer
1
m Ç Æer −1 �

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt©^Á�^ñ¬å¶ a�f�a f"cyx]c&Ä]Æer
d
fhg Ã j j=¢Nd2gsr,Æ gsj=o{gsr,Ænj|ÆPj Ã z Æ a ∈ Zx"gsrsc ��t$a |d| ≤ |a| ��fhÆej;fhg |x| guÄEg z xea z Æer�a Å Ä]Æ z Ã o{Æ]��guÄsoqÆ�guÄu� Ç a"rXa�t$a�f�a x ∈ Z

Ä]go�clgsj|g |x| = x
Äsc
x ≥ 0

m |x| = −x Äsc x < 0 �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^Á©^Á· ÌUj¨gsj=oqgsr,Æ Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ

a 6= 1
Ä]gWf"cltug0w Ã g�guÄ Ã j Ð|3: Ï~Ô ª¨T Ô Ñ��:Ñª Äsc@Ä Ã Ä�¢hj=cltuÆ]Ä)Î�ahtso{Æer,guÄ Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä�Ä]Æej a m 1 � à¡c a o'clgsj|g Ã j5Î�ahtsoqÆer Ç Æ]Äscyo�cyx"Æf"c&Äso�cyj=oqÆ2fhg

a
}2fhg

1
Ä]g0f"cltug0w Ã g�guÄ Ò/ª;:nT îUÏ <�MWª �

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç©^Á¹�_ Æ]Ä�gsj=o{gsr,Æ]Ä
5
�
13

m
19

Ä]Æej¥j=¢Nd2gsr,Æ]Ä Ç r�cyd2Æ]Äu�
125

m
258

Ä]ÆejtuÆed Ç Ã guÄsoqÆ]Ä �
üß?'ü'?1> �xR�����C!L�� �!� E�F#"%$JKSR=L=E�FHO�&#I�C9I{KSITR=K'$�R=I�CxFHR(�{KME
´)%4C�%EG$B6D.B+D7Þ I B�D.B6# A G�D.%"G�%4V.G$B�!XQ A"I F(%4?.B+G�D.B+# / �*!$! A ¾L% A ?�ß,B�!$F&%"!�B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%�D.BD.F(QhF&GX%4!$B�G / %4G$F§ß,F§Q4%4G°D.B�Þ.?�?-°.C�B+!$%6? A ß,Þ.! A # a B�G@Þ.? I %"?eÝXÞ.?~ß$%�?.%�Q A*I æ(%�¿ á�A�ã Þ7B A #C5B�?.%4G

a
á
1
G$%4?5D.F§QNF(G$%4!XB+G@D.B

a
Â á �=?.F§ß,%±¿ á�A�ã Þ.B�B�GXß|� I %"?~ß,B�?.F&D7%0B+?5B+# I %4?eÝXÞ.?�ß,%

{−a,−a+ 1, ..., a− 1, a} Â / %"!�#(% ã Þ.B6ß$F&B�?.B6GXB+?~ß$F&D.%E# A G$F&H"Þ.F&B�?~ß$B�D.B��.?.F I F&Z4?©�
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^Á©^ ºÉ� a�fhÆ]Ä�fhÆ]Ä�j=¢hd2gsruÆ]Ä¥gsj.o{gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä

a
m
b
Ä]gRfhgL�@j|g1g zd��Jb4cyd2ÆStuÆed�¢hj�f"cyx]c&Ä]Æer0fhg

a
m
b
mEÄ]gEguÄ]tsr�c Å g mcd(a, b)

tuÆed2ÆSg z d�a"m~Æer0fhg z Æ]Äf"cyx]c&Ä]ÆeruguÄ�tuÆed Ã j|guÄ0fhg a m b �
� A C�%4G A D.B+G A !$!X%4#&# A !�Þ.? A #(H4%4!$F ß,C�% / A ! ASI+A # I Þ.# A !�B+#°C I D¥D.B�D.%"G6?-°.C�B+!$%"G+� @G@Þ7? A #(H4%4!$F ß,C�% I #ç�"G$F I % I %4?.% I F(D.% I %4C�% A #(H4%4!XF§ß,CE%-D.B� @Þ I #&F(D.B�G+��UYB I B+GXF(ß A !$B+C�%4G

/ A ! A B+G¯ß AEI %"?.GXß,!XÞ I+I F&Z"?�B+#�GXF&H"Þ.F&B�?~ß,B�#(B+C A �
)�Ï :nÕÑ©^Á©^Á¼�� a�fhÆ]ÄRfhÆ]Ä�j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj=oqgsruÆ]Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä

a
m
b
�
a > b

gsj=o{Æej|tuguÄ
mcd(a, b) = mcd(b, r)

fhÆej;fhg
r
guÄWg z r,guÄso{Æ5fhg�f"cyx]c'f"cyr

a
gsj=o'rug

b �
� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � � A C5%4G A D.B+C�%4G¯ß,! A ! ã Þ.B-B+# I %"?eÝXÞ.?�ß,%�D.B-D.F(QhF(G$%4!XB+G I %4CWÞ.?.B�G A aá Å B�G�F(H4Þ A # ã Þ.B�B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%WD.B-D.F§QhF&G$%"!$B�G I %4CWÞ.?7B+G A Å á2A r��@ OG¯ß,%�F(C / #(F IJA�ã Þ.B
mcd(a, b) = mcd(b, r)

� O?�Bh¾LB I ß,% â G$F p D.F§QNF(D.B A a á�A b B�?~ß,%"? I B�G�Bh²NF(GXß,B�?�?�°7C5B�!$%4G�B�?~ß,B�!$%"G s, t ∈ Zß A #(B+G ã Þ.B
a = ps b = pt,



ê Õ µ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
D7B�C�%hD.% ã Þ.B�# A F(H4Þ A #(D A D ã Þ.B�D A B+#�ß$B+%4!XB+C A D.B�#�!$B+G¯ß,%

a = qb + r
GXB / Þ.B+D.BB�G I !$F&V7F&! I %"C5%

r = a− qb = ps− qpt = p(s− qt)#(% ã Þ.B�D7B+CWÞ.B�GXß,! A�ã Þ.B
p
D.F§QNF(D.B AEA

r
�

	 B I æ / !$% I+A C5B�?~ß$B6GXF p D.F§QNF(D.B A b á�A r B+?~ß$%4? I B+G
b = pt r = pu,I %4?�#&% I Þ A #

a = qb+ r = qpt+ pu = p(qt+ u),#(% ã Þ.B�D7B+CWÞ.B�GXß,! A�ã Þ.B
p
D.F§QNF(D.B A

a
�@ @G¯ß,%Ê�=? A #(Fç� A # A D.B+C�%4GXß$! A"I F&Z"?�D.B+#�#(B+C A �

<3%4!6ß A ?~ß$%�G$F@D.F§QNF(D.F&CE%4G
a
B+?�ß,!XB

b
B+# / !X%4V.#&B�C A D7B I+A # I Þ.# A !�B+# mcd(a, b)

G$B!XB+D.Þ I B A # I �"# I Þ.#(%2D.B�#
mcd(b, r)

ã Þ.BWG$%4? A à.%4! A ?�°7C5B�!$%4G�C��"G / B ã Þ7B��.%4G / %4!�B�#ß$B+%4!XB+C A D.B�# A D7F(QhF&GXF&Z4?©�TU�Þ.BsQ A C�B+?�ß,B / %hD7B+C�%4GYD7F(QhF&D.F(! b B�?~ß,!XB r á %"V7ß,B�?.B+!YÞ.?!XB+G¯ß,%
r1 â / %4!Y#&% ã Þ.B0B+# / !X%4V.#&B�C A B+G I+A # I Þ.# A !�B+# mcd(r, r1)

� ë G7æUGXÞ I B�G$F§Q A C�B+?�ß,BGXB�Q A ? IJA # I Þ.# A ?.D7%
r2 â r3 �(�§� ã Þ.B0GX%4?�?�°.C�B+!X%4GYB�?~ß$B+!$%"G / %4GXF(ß$F(Q4%4G ã Þ7B�Q A ?�D7B I !$Bh�I F&B�?.D.%í¿

r1 > r2 > r3...
Âs��Ã�#&B�H A !.�6B+?�ß,%4? I B+G�Þ7?�C5%"C5B�?~ß$%0B+?�B�# ã Þ.B

rn = 0 â B�GXß,%F(C / #&F IJAEã Þ.B rn−1
D.F§QNF(D.B A

rn−2
¿'B+#U!$B�GXß$%�D.B�# A D7F(QhF&GXF&Z4?�B+G

rn = 0
Â á B�?~ß,%"? I B�GB�#

mcd(a, b) = mcd(rn−2, rn−1) = rn−1

�
©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á©^ÁÆ·¶ a z t Ã z a"r�g z d��Jb4cyd2Æ2tuÆed�¢hj¥f"cyx]c&Ä]Æer�fhg � Ê+* m-,.,0/ Ê �
®�F(QhF&D.F(C�%4G2131zÝ µ B�?~ß$!$B ê�µ Ô / A ! A %"V7ß,B�?.B+! ä

8872 = 125× 70 + 122Ã�% ã Þ7B�F&?7D.F I+A�ã Þ.B ä

mcd(8872, 125) = mcd(125, 122).®�F(QhF&D.F(C�%4G ê�µ ÔWB+?�ß,!$B ê�µ/µ ä

125 = 122× 1 + 3.<3%"!�ß A ?~ß,% ä

mcd(125, 122) = mcd(122, 3)



�hõ �~õ¬��é]³�é�+Né��)é{è�é{��ç-����)¨ð°� ���Nç�ðYæ)ô�ö�é��|ç�ð�és´�� ê Õz×
®�B�?~Þ.B�Q4% ä

122 = 3× 40 + 2,á / %4!�ß A ?�ß,% ä
mcd(122, 3) = mcd(3, 2).ë ß$! A Q4B�� ä

3 = 2× 1 + 1,#&% ã Þ7B�G$F(H4?.FÁ� IJA7ä
mcd(3, 2) = mcd(2, 1). @#¿!$B�GXß$%�D.B�D.F(QhF(D.F&! / %"! ê B+G�GXF&B�C / !$B ¶ / %"!)#&% ã Þ.B-B�# mcd(8872, 125) = 1

�@ OGXß$%G$B�GXÞ.B+#(B2F&?.D7F I+A ! I %4C�% ã Þ.B	131zÝ µ á ê�µ Ô�G$%"? Ç r�cyd2Æ]Ä�gsj=o'r,g�Äháß¿'%nr,g z a"o�cyxea"d2gsj=oqgÇ rscyd2Æ]Ä7Â��
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^Á©^�Ü-È à¡c�fNÆ]ÄEj=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj=o{gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä

a, b ∈ Z
x"gsr�c ��t$a"j w Ã g

mcd(a, b) = 1
Ä]g0f"cltugsj T Ô Ñ':Ñª;< Ï Ð¿M Ô�Ï <�4 �XÆ6ÔeÏ ¦LÕ7M�Ñy\.Õ.: Ï Ð¿M Ï T Ô Ñ�:Ñª;< �"�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ·u¹·¶ a z t Ã z a Ç Æer�g z a z khÆer�cyo'd2Æ5fhg í Ã t z c'fhguÄWg z mcd(247, 9981) �
ª ª=M]Õ=Ò�ÑLÓ;Ð�^ ë #�!$B�GXß,%¨D.BRD.F§QhF&D.F(!

a
B+?�ß,!$B

b
#(%nD.B+?.%*ß A !XB+C�%4G

a mod b
¿ I %"C5%G$B�� A # A C5%4G�B+?�B+# I+A / æ(ß$Þ.#&% A ?~ß$B+!$F(%4!|Â��

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ·MºÉí Ä]tsrsc Å gWgsj Ç Ä]g Ã fhÆ�tu}+f"c§khÆ5g z a z khÆer�cyo�d2Æ�fhg í Ã t z c'fhguÄ �
)�Ï :nÕÑ©^Á©^�ÜYÜ �{fhg65-g87eÆ Ã o � à©g$a"j a, b ∈ Z

j=¢hd2gsr,Æ]Ä�gsj=o{gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Äu�YgXb4c&ÄsoqgsjfhÆ]Ä�gsj=oqgsr,Æ]Ä
s
m
t
ola z guÄ�w Ã g

mcd(a, b) = sa+ tb.

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej �  OG0Þ.? A�I %4?7G$B I Þ.B+? I F A D.B+# A #(H4%4!XF§ß,CE%�D7B2 OÞ I #&F(D.B+G â !$B I %4!XD.B+C�%4Gã Þ7B â GXÞ / %4?.F(B+?.D7% ã Þ.B a ≥ b â ß$B+?9æ A C�%4G�Þ.? A Bm² / !$B+GXF&Z4?�D.B6# A ¾L%"!$C A7ä
a = q0b+ r0
b = q1r0 + r1
r0 = q2r1 + r2�§�(�



ê Õ/Õ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö

rn−3 = qn−1rn−2 + rn−1

rn−2 = qnrn−1D7%4?.D.B
rn−1 = mcd(a, b)

�� A C�%4G A D.B+C�%4GXß$! A ! ã Þ.B / A ! A�IJA D A ri

¿
i ≥ 0

Â�Bh²NF&G¯ß,B+?pB�?~ß,B�!$%4G
si

á
ti
D.BC�%hD.% ã Þ.B ä

ri = sia+ tib. OGXß,% I %"? I #(Þ á B�B�#�#&B�C A / %4! ã Þ.B rn−1 = mcd(a, b)
�

Ã A D.B�C5%"GXß,! A"I F(Z4? ã Þ.B0Q A C5%"G A / !$B�G$B+?�ß A !�B�G â D.B A #(H4Þ.? A C A ?.B+! A â I %4?7GXß,!XÞ I �ß$F(Q A �#³NF3D.B�G / BqÝ A C�%4G rn−1

B+?R# A / B+?�°7#(ß,F(C A F&H"Þ A #(D A D â Bm² / !$B+G A C�%4G-B+# mcd(a, b)I %4C�% I %4CWV.F&? A"I F(Z4?�#&F(?.B A #@B�?~ß$B+! A D.B
rn−3

á
rn−2

¿LB+G¯ß,% ã Þ.F(B+!XB2D.B I F(! ã Þ7B�Bm²NF&G��ß$B+?�D.%4G6?-°.C�B+!$%"G6B+?�ß,B�!$%4G
A
á
B
D.BEC5%hD7% ã Þ.B

mcd(a, b) = Arn−3 + Brn−2

Âs�
³hFOQ A C�%4G6D.B+G / B{Ý A ?7D.% rn−2

B+?P# A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$BEF&H4Þ A #&D A D â rn−3
B�?n# A�A ?�ß,B�!$F&%"!+�§�(� á!XB I Þ.!$!XB+?~ß$B+C�B+?�ß,B�Q A C�%4G�GXÞ.GXß$F(ß,Þ á B+?.D.%¨B�?¤# A GEBh² / !XB+G$F(%4?.B�G A ?~ß,B�!$F(%4!$B�G â A #��=? A #Bm² / !$B�G A C�%4G mcd(a, b)

I %4C5% I %"C�V7F&? A"I F&Z"?�#(F&?.B A #�B�?~ß$B+! A D.B
a
á
b
ã Þ.B�B�GOÝXÞ.GXß A �C�B+?�ß,B6#(% ã Þ.B ã Þ7B+!$B�C5%"G+�

ã=%4!$C A #(F�� A CE%4G�B�#�! A ��%4? A C�F(B+?~ß$% / %4!�F&?.D.Þ I+I F(Z4? I %4C / #(B�ß A B�? i � O# IJA GX%
i = 0

B+G I F&B�!Xß,% / Þ7B+GXß$% ã Þ.B ä
r0 = a− q0b.

<3%"!�ß A ?~ß,%
s0 = 1

á
t0 = −q0. O# IJA GX%

i = 1
B+GYß A CWV7Fç�+? I F&B+!¯ß,% / Þ.B+G¯ß,% ã Þ.B r1 = b− q1r0

�'®�B0B+G¯ß,B�C�%hD.% âGXÞ.GXß$F(ß,Þ á B+?.D7%2# A F(H4Þ A #(D A D A ?~ß$B+!$F(%4!)ß,B�?.B+C�%4G ä
r1 = b− q1(a− q0b) = (1 + q1q0)b− q1a.

<3%"!�ß A ?~ß,%
s1 = −q1

á
t1 = 1 + q1q0

��@B A C5%4G A à.%4! AEã Þ.B�G$F�B+#�#(B+C A B+G I F&B+!¯ß,% / A ! AEI Þ A # ã Þ.F(B+!�Q A #&%"!�B�GXß$!$F I ß A C�B�?~ß,BC�B+?7%4! ã Þ.B
i
ß A C�V7Fç��?�#(%EB�G / A ! A i � O?�B�¾LB I ß$% â ß,B�?.B+C�%4G ä

ri = ri−2 − qiri−1.ðYG A ?7D.%5# A à7F / Z"ß$B+G$F(G�D.B6F&?.D.Þ I+I F(Z4? / A ! A ri−1

á
ri−2

G$B6%4V7ß$F&B�?.B ä
ri = (si−2a+ ti−2b)− qi(si−1a+ ti−1b).

<3%"!�ß A ?~ß,%
ai = si−2 − qisi−1



�hõ �~õ¬��é]³�é�+Né��)é{è�é{��ç-����)¨ð°� ���Nç�ðYæ)ô�ö�é��|ç�ð�és´�� ê Õ-Ô
á

bi = ti−2 − qiti−1à A"I B�? ã Þ.B�GXB6Q4B+!XFÁ� ã Þ.B6B+#�#(B+C A �

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç©^�Ü�Ð�í b Ç r,guÄ+a"r2g z
mcd(35, 20)

tuÆed2Æ�tuÆed Å cyj;ahtscl}ej z cyj|g$a z fhg(� * mÊ 9 �
Ã A G�Bm² / !$B+GXF&%4?7B+GYD.B+# A #(H4%4!$F ß,CE%�D7B0 OÞ I #&F(D.B+G ä

35 = 20× 1 + 15
20 = 15× 1 + 5 @?�ß,%4? I B�G â D.B�G / B{Ý A ?.D.%�B�#MÔ-B+?5# A G$B�H4Þ.?.D A F(H4Þ A #(D A D�%4VNß,B+?7B+C�%4G 5 = 20−15×1

�
®�B+G / B{Ý A ?.D7%�B�# ê Ô�B+?R# A / !XF&C�B+! A F&H4Þ A #&D A D 15 = 35 − 20 × 1

�#³NÞ.G¯ß,F§ß,Þ á B�?.D.%SB�#G$B+H"Þ.?.D.%�Q A #&%"!�B+?�# A / !XF&C�B+! A F(H4Þ A #(D A D 5 = 20− (35− 20× 1
Â â B+G�D.B I F&! ä

5 = 2× 20 + (−1)× 35.

:¨ª Ô ª;¦'Õ Ô Ñ«ªÑ©^Á�^�Ü� à©g$a"j
a, b ∈ Z

fhÆ]ÄWj=¢Nd2gsr,Æ]ÄWj|ÆSj|glk�a"o�cyx"Æ]Ä � à¡c 1 < p < abguÄ Ã j£gsj=oqgsruÆ Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ�w Ã g2f"cyx]c'fhg2a z|Ç ruÆ+f Ã tsoqÆ ab m mcd(a, p) = 1
gsj=o{Æej|tuguÄ

pf"cyx]c'fhg0a
b �

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ´)%"C5%
mcd(a, p) = 1 â D.B�#�#&B�C A D.B¡Þ)B���%4Þ7ß â G$BRD.B+D7Þ I B ã Þ.BBh²NF&G¯ß,B+?�B+?~ß$B+!X%4G

s, t ∈ Z
D.B6C�%hD.% ã Þ.B ä

1 = sa+ tp.

è�Þ.#(ß$F / #(F I+A ?.D7% / %4! b G$B�%"V7ß,F(B+?.B ã Þ.B ä
b = sab+ tpb.

´)%4C�%
p
D.F(QhF(D.B A

ab
GXB6ß,F(B+?7B ã Þ.B�Bm²7F(GXß$B

c ∈ Z
ß A # ã Þ.B

ab = pc â D.B6B+G¯ß,B�C�%hD.% ä
b = spc+ tpb = p(sc+ tb).

« / %4!�ß A ?�ß,% p D.F§QNF(D.B A b �
:¨ª Ô ª;¦'Õ Ô Ñ«ªÑ©^Á�^�Üz¬ à©g$a"j

p
�
p1
� �y�y� � pn

j=¢hd2gsr,Æ]Ä Ç r�cyd2Æ]Ä � à¡c p f"cyx]c'fhg)a z+Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ
p1...pn

gsj=oqÆej|tuguÄWgXb4c&Äsoqg
i
�@oÈa z w Ã g 1 ≤ i ≤ n

m
p = pi �



ê Õ ê ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej �@	 A ��%4? A C�%4G / %4!�F&?.D7Þ I+I F&Z4?SB+? n â ã Þ.B6B+G�B+#©?�°.C�B+!X%ED.B#¾ A"I ß,%4!XB+G/ !$F&C�%4G��³NF

n = 1
B�# I %"!$%4# A !$F(%WB+G�ß,!$F§QhF A # â / %4!�D.Bh�=?.F I F&Z4?�D7B�?-°.C�B+!$% / !$F(C�%.�³NF

p
D.F§QNF(D.B A

p1...pnpn+1

B+?�ß,%4? I B�G â #&# A C A ?.D.% a A # / !$%hD7Þ I ß$% p1...pn â ß,B+?7B+C�%4Gã Þ.B
p
D.F(QhF(D.B A # / !X%hD.Þ I ß$% apn+1

�¨³NF
mcd(a, p) = 1

B+?�ß,%4? I B+G â / %4!-B+# I %4!X%4# A !$F(%A ?~ß,B�!$F(%4! â p B+G@Þ.?5?-°.C�B+!X% / !XF&C�% ã Þ.BYD.F§QNF(D.B A pn+1 â ã Þ.B�ß A CWV.Fç��?EB�G / !$F(C�%.��<3%"!ß A ?~ß$% I %4? I #&Þ7F&C�%4G ã Þ.B
p = pn+1

��<3%hD.B�C5%4G�B+?�ß,%4? I B+G�G$Þ / %"?.B+! r = mcd(a, p) 6=
1
�@ O? / A !¯ß,F I Þ.# A ! r D7F(QhF&D.B A p á â I %4C�% r 6= 1

á
p
B�G / !$F(C5% â B�?~ß,%"? I B�G r = p

��®�BB�GXß$B�C�%hD.%
r = p

D.F§QhF&D.B A
a = p1...pn

á GXB I %4? I #&Þ á B / %"!°à.F / Z*ß,B+GXF&G�D.B�F&?7D.Þ I�I F&Z"?©�
ü'?'ü'?�ü ;ßITK<�=��C9L�>SITKSL=NTG
ã3F&? A #(F�� A C�%"GSB+G¯ß A GXB I+I F&Z4? I %4?`Þ.? A / !$% / F&B+D A D ¾LÞ.?.D A C�B+?~ß A #6D7BP#&%"G�?-°.C�B+!$%"GB�?~ß$B+!$%"G â # A D7B�# A ¾ A*I ß,%"!$Fç� A"I F&Z4?Ê°.?.F IJA�I %4C�% / !$%hD.Þ I ß,%�D7B�?�°7C5B�!$%4G / !XF&C�%4G+�� OGXß,%B�G â I+A D A ?-°.C�B+!X%�B�?~ß,B�!$%�G$B / Þ.B�D.BEB+G I !$F(V.F&!�D.B»¾L%4!$C A °.?.F IJA�I %4C�% / !X%hD.Þ I ß,%�D.B?-°.C�B+!$%"G / !$F(C5%"G+�
Ü Ï ª ÔeÏ :nÕÛ©^ç©^�Ü�· Í Æ+fhÆ�j=¢hd2gsr,Æ�gsj=o{gsr,Æ a ≥ 2

Ç Ã g$fhgYguÄ]tsr�c Å cyr,Ä]g�fhg¿ÎJÆersd�a-¢hj=clt$a��Ä+a z x"Æ Ç Æ]Äsc Å z guÄ6r,guÆerXfhgsj;a"d�clgsj=o{Æ]Ä � tuÆed2Æ Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ5fhg�j=¢hd2gsr,Æ]Ä Ç rscyd2Æ]Äu�
a = pa1

1 × pa2

2 × ...pan

nfhÆej;fhg z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä
a1
� �y�y� � an

Ä]Æejpj=¢hd2gsr,Æ]ÄEj;a"o Ã rXa z guÄ�j|Æ�j Ã z Æ]Ä�m p1 � p2 � �y�y� �
pn

Ä]Æej�j=¢hd2gsruÆ]Ä Ç r�cyd2Æ]Ä�f"c&Äso'cyj=o{Æ]Ä ��ï z a�gXb Ç ruguÄscl}ejPfhg
a
fhg�a"rsr�c Å a2Ä]g z g zyz a"d�a� Õ=Ò"M�ª Ô Ñ@?�Õ=Ò�ÑLÓ;ÐpT Ô Ñ�:nÕ�Ö Ï

a
Æ Ö Ï <JÒ/ª;:nT�ª;<JÑ�Ò�ÑLÓ;Ð Ï Ð � Õ=Ò"M�ª Ô�Ï <�T Ô Ñ�:Ûª¿<0Ö Ï

a �
� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej � 	 B A #(F I B�C5%"G�Þ7? A #(H4%4!$F ß,CE% / A ! A ¾ A"I ß$%4!$FÁ� A !�B+#Y?�°7C5B�!$%nB�?~ß,B�!$%
a ≥ 2

�¥ OGXß,B A #&H"%4!$F§ß$C�%�!XB I %4H4B�B+# / !$% I B+D.F(C5F(B+?�ß,% I # �"GXF I %�D.B�F(! / !$%4V A ?.D.% I %4?#(%4GW?�°7C5B�!$%4G / !$F&C�%4G�C�B+?.%"!$B�G ã Þ.BSB+#�?�°7C5B�!$% ã Þ.B ã Þ7B+!$B�C5%"G�¾ A"I ß,%4!XFç� A !�à A GXß AB�? I %"?~ß,! A ! ä %�V.F(B+? ã Þ.BW#(#&B+H A C�%"G�à A GXß A
a â ã Þ.BWB�G / %4!�ß A ?~ß$% / !XF&C�% â %2V.F&B�? ã Þ.B%"V7ß,B�?.B+C�%4G�Þ7?6¾ A"I ß$%4!

p â ã Þ.B�?7B I B�G A !$F A C5B�?~ß,B1B+G / !$F(C5%6¿ / Þ.B+G�B+G�B+# / !$F(C5B�!$%ã Þ.B�B�? I %"?~ß,! A C�%4G|Â��� @?1B+G¯ß A GXB+H4Þ7?.D A / %4GXF&V.F(#&F§D A D�D.F§QhF&D.F(C�%"G a/p / %4!#��# á B+C��/ B�� A C�%4G�D.B6?~Þ.B�Q4%5B�# / !$% I B+GX% I %4?�B�# I % I F&B+?�ß,B a/p ä
 @?�ß,! A D A7ä

a
¿
a > 2

Â
i := 2î à.F&#(B a mod i 6= 0
i := i+ 1Ò1¾
i < a

ß,à7B+?
r :=

c)guÄOÎ�ahtso{Æer�fhg
a
B+#&GXB

r :=
a�guÄ Ç r�cyd2Æ



�hõ �~õ¬��é]³�é�+Né��)é{è�é{��ç-����)¨ð°� ���Nç�ðYæ)ô�ö�é��|ç�ð�és´�� ê Õ-Ý
³ A #(F&D ANä

r

 O? IJA GX%�D.B ã Þ7B
a
?.%Å¾LÞ7B+! A / !$F(C5%6!$B / B�ß,F(C�%4G�B+# / !$% I B+G$% I %"?�B�# I % I F&B�?~ß$B a/i �

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç©^�Ü�¹·¶ a z t Ã z gsd2Æ]Ä z aYÎ�ahtso{Æer�cA7]ahtscl}ej1fhg � � * �
´)%4C�% ê ×zÔW?7%�B+G / A ! â ?.%EB+GYD7F(QhF&GXF&V.#(B / %"! µ �³NF7D.F§QNF(D.F&CE%4G3B+?�ß,!XBß×-%"V7ß,B�?.B+C�%4G ã Þ.B

135 = 3×45
�[<3%"!°ß A ?~ß$%Ó×-B+GOÞ.?�¾ A*I ß$%4!

/ !$F(C5%WD.B ê ×zÔN�
	 B+F&?7F I F A CE%4G6B�# A #(H4%4!XF§ß,CE% I %4?ÑÕ-ÔN�Û¿ U�%�à A"I B�¾ A #(ß A / !$%"V A ! I %4?¨#(%4G / !$F&C�%4Gã Þ7B�?.%�D.F(QhF(D9æ A ? A #�?-°.C5B�!$%�D7B / A !Xß,F(D A â / %4! ã Þ.B�?.% / Þ7B+D.B�?�D.F(QhF(D.F&! A # I % I F(B+?~ß$B âQ4B+!�B{ÝXB+! I F I F(%EG$F(H4Þ.F&B�?~ß$B�Âs�
®�B6?hÞ.BsQ4%5B+G�D.F(QhF&GXF&V.#(B�B+?~ß$!$B%× â B+G¯ß,%�B+G 45 = 3× 15

� O# I % I F&B�?~ß,B6D.B6?~Þ.B�Q4%5B�GYD.F§QhF&G$F(V.#(B-B�?~ß,!XBÅ× â 15 = 3× 5
�«

5
B+G�Þ.?�?�°.C�B+!X% / !XF&C�% ä 135 = 33 × 5

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ·u¼ à©g$a"j

a, b, c
gsj=oqgsruÆ]Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä � à Ã Ç Æejhk�a"d2Æ]Ä�w Ã g b f"cyx]c'fhg�a c �� gsd2Æ]Äso�rXa"r�w Ã g�Äsc a j|Æ5f"cyx]c'fhg0a c gsj=o{Æej|tuguÄ a j|Æ5f"cyx]c'fhg�a z tuÆ]tsclgsj=oqg0fhg c gsj=o�r,g

b �
 O# A #(H4%4!$F ß,C�% / !XB+GXB+?�ß A D.%�CWÞ.B�GXß,! A # A Ï�9 Ñ'<�M Ï Ð3Ò�ÑLÕ D.B�# A ¾ A"I ß$%4!$FÁ� A"I F&Z4? â D.B+V;Bm�C5%4G I %4C / !X%4V A ! A à.%"! A # A î Ð3Ñ'Ò�Ñ'ÖUÕ=Ö D.BW# A C�F&GXC A � 	 A ��%4? A C�%4G / %4!�!$B�D.Þ I+I F&Z"?A # A V.G$Þ7!$D.%.�
³NÞ / %"?.H A C�%4G ã Þ.B�# A ¾ A"I ß,%4!XFç� A"I F(Z4?S?.%EB+Gß°7?.F I+A B�?~ß$%4? I B�G ä

a = pa1

1 × pa2

2 × ...× pan

n = qb1
1 × ...× qbm

m .

<3%4!�ß A ?~ß$% ä%�V7F&B+?EBh²NF&G¯ß,B
qi
D7F&GXß$F&?�ß,% A6I Þ A # ã Þ.F(B+! A D.B�#&%"G

pj â #(% ã Þ.BYB+G�Þ7? A6I %4?�ß,! A D.F I�I F(Z4?/ %4! ã Þ.B�B+?�ß,%4? I B+G / %4!�Þ.?2# A D.% qi

D.F§QNF(D.B A
a
á / %4!�B+#;%"ß,!X% qi

?7%WD7F(QhF&D.B A
a
¿ A"ã Þ9æG$B�B�GXß.��Þ.G A ?.D.%�B+# I %4!$%"# A !XF(%Ê×N�å×7� ê Õ-ÂmØ%EV.F(B+?

n = m
á â !$B�%4!$D.B�? A ?.D7%�G$F©B+G�?.B I B+G A !$F(% â p1 = q1 â �§�§� â pn = qn

á Bm²7F(GXß$B
ai 6= bi

�Í³NÞ / %"?.H A C�%4G ã Þ.B ai > bi

¿'GXF�?7%Ú¾LÞ7B+! A�A G2æ�B�#�! A �+%"? A C�F&B�?~ß,%�G$B5à A !7æ AIJA CWV.F A ?.D.%6#(%4G / A / B+#(B+G�D.BY# A a á # A b Â°B+?�ß,%"? I B�G�ß$%4C A ?.D.%6B+# I % I F(B+?�ß,B c := a/pbi

iG$B�ß,F(B+?.B ã Þ.B / %4!°Þ.?E# A D.% pi

D.F(QhF(D.B A
c
á / %4!°B�#.%"ß$!$% pi

?.%�D.F§QNF(D.B A
c â á4A�ã Þ.B c B+G/ !$%hD.Þ I ß,%�D.B / !$F&C�%4G@D.F&G¯ß,F(?~ß,%"G�D.B pi

¿ A"ã Þ9æ;D.B�?~Þ.B�Q4%WG$B�B�GXß.��Þ.G A ?.D.%WB�# I %4!$%"# A !XF&%
×7�å×N� ê Õ-Â)#&% ã Þ.B�B�GYÞ.? AEI %4?�ß,! A D7F I�I F&Z"?©�

<3%4!�ß A ?�ß,% I %4? I #&Þ.F(C5%4G�# A D.B+C�%4G¯ß,! A*I F&Z"?�D.B�#�ß,B�%4!$B�C A â A #�à A V;B+!YD.B+C�%4GXß$! A D7%ß A ?�ß,%E# A Bh²NF&G¯ß,B�? I F AEI %4C�%E# A Þ.?.F I F(D A D�D7B�# A ¾ A*I ß,%"!$Fç� A"I F&Z4?SD7B
a
�



ê Õ.1 ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
Ã A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B / !$% / %4GXF I F&Z4? A Þ.C5B�?~ß A ?.%*ß A V.#(B+C�B+?�ß,B�# A Bh� I F(B+? I F A D7B+# A #&H4%"!$F§ß$C�%D7BÓ¾ A*I ß,%"!$Fç� A"I F(Z4?©�

> Ô ª¡TTª;<JÑ'Ò�ÑLÓ;Ðx©^Á©^�Ü9º Í Æ+fhÆ�j=¢Nd2gsr,Æ�gsj=oqgsr,Æ�tuÆed Ç Ã guÄsoqÆ a o'clgsj|g Ã j�Î�ahtsoqÆ*r Ç r�cyd2Æ
p 6= 1

d2gsj|Æer�Æ�c§k Ã a z w Ã g √a �
� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej ��	 A �+%4? A C5%"G / %"!°!XB+D.Þ I+I F(Z4? A # A V.G$Þ7!$D.%.��³NÞ / %"?.H A C�%4G ã Þ.B)ß,%hD.%"G#(%4Gó¾ A*I ß,%"!$B+G / !$F(C5%4G2D.B a

G$%4? B�GXß,!XF I ß A C�B+?�ß,B1C AJá %4!XB+G ã Þ7B √
a
� ´)%4C�%

a
B�GI %4C / Þ.B+G¯ß,% â ß,B+?7B+C�%4G

a = pa1

1 × ...× pan

nD7%4?.D.B�%RV.F&B�?
a1 > 1

%RV.F&B�?
n > 1

¿L% A C�V A G I %"G A G.Âs�� O? I Þ A # ã Þ.F&B�! A D.B�#(%4GI+A G$%"G â I %4C�%�à7B+C�%4G6GXÞ / Þ.B�GXß$% ã Þ7B pi >
√
a / A ! ASI+A D A i = 1...n â G$B�ß,F(B+?.B ã Þ.B

a > (
√
a)2 > a

#(% ã Þ.B�B�GYÞ.? AEI %4?�ß,! A D.F I�I F(Z4?©�
�@B A C5%4G�Þ.?�B{ÝXB�C / #&%�D.%4?.D.B6G$B6CWÞ.B+G¯ß,! A # A Þ7ß,F(#&F(D A DSD.B�#�#&B+C A �

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á©^�ÜQ¼CB ahtso{Æer�cltugsd2Æ]ÄD,.,0/ Ê �
´)%4C�%EB+GYÞ7?�?-°.C�B+!X% / A ! 8872 = 2× 4436

� O# I % I F(B+?�ß,B�B+G°D.B�?hÞ.BsQ4% / A ! 8872 = 22×2218
á D.B�?hÞ.BsQ4%

8872 = 23×1109
�

´)%4C�% √
1109 = 33.3001 â D.B�V;B+C�%4G / !$%4V A ! I %4?0#(%4G / !$F(C�%4G�C�B�?.%4!$B�GU%�F&H4Þ A #&B�Gã Þ.B%× ê â ã Þ.B�GX%4? µ â × â Ô â Ý â ê"ê â ê × â ê Ý â ê�� â µ × â µ�� á × ê � OG�Þ.? A5I %"C / !X%4V A"I F&Z"?�Q4B�! ã Þ.B�?.F&?7H4Þ.?.%5D.B0B+#(#&%4G�#&%�D.F(QhF&D7B â / %"!Yß A ?~ß,% ê4ê�¶��B�G / !XF&C�% á # A D.B�G I %4C / %"G$F I F&Z"?�B�G

8872 = 23 × 1109.ë V.G$B�!XQ A !�# A C�B{ÝX%4! AWã Þ7B�à A F(?~ß$!$%hD.Þ I F&D7%�B+#©à.B I à.%�D.B�G$Z4#(%Wß,B+?7B+! ã Þ.B / !X%4V A !I %4?�#&%4G / !$F(C5%4G�à A GXß A # A ! A æÁ��D.B ê4ê�¶�� �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ·uÆCB ahtso{Æer�cA7]a �+E * � �

Ã A !$B+# A"I F&Z4?0D.B�D.F§QhF&GXF&V.F(#(F§D A D á G$%"V.!$B)ß$%hD.%-# A / !$F(C A #(F(D A D0D.B�?-°.C�B+!$%"G°B�?~ß$B+!$%"GGX%4? I %4? I B / ß,%4G / !$%:¾LÞ.?.D A C5B�?~ß,B�#&F(H A D.%"G A # A < Ï K î�Ô Ñ�Ö�Õ=Ö¨Ñ'Ð � ª Ô : µ M�Ñ'Ò4Õ B+?�#&% ã Þ7BGXB)D.B�?.%4C�F&? A Ò Ô ÑLTUMWª;K Ô Õ � 4LÕ â !XB�¾LB+!XB+?�ß,B A # A ß,! A ?.G$C�F&GXF&Z"?�D.B)C�B+?7G A ÝXB+G I %hD.FÁ� IJA D7%4G/ A ! A ?.% / %hD.B+!�G$B�!YD.B�G I FÁ¾L! A D.%4G / %4!�Þ7? A ÝXB+?7% A #©G$F&G¯ß,B+C A �TÃ A F(D.B A ¾LÞ.?.D A C�B+?~ß A #B�G ã Þ.B�#&%"G A #&H"%4!$F§ß$C�%"G ã Þ7B�G$B I %4?.% I B+? / A ! A G A V;B+!YGXF�Þ.?�?-°.C�B+!$%EB+GY%E?.% / !XF&C�%/ !$B I F&G A ?�D7B+C A G$F A D.%�ß$F&B�C / %.�0 OGXß$% / A !XB I BEF&?.D7F IJA ! ã Þ.BEGXF°G$BEB�?~Q�æ A Þ7?�?-°.C�B+!$%/ !$F&C�%¯¿'% I %4C / Þ7B+GXß$%-Â�GXÞ!� I F(B+?�ß,B�C5B�?~ß,BWH4! A ?7D.B â Þ.? / %4GXF&V.#(B�!XB I B / ß$%4!-F&?.D7B+G$B A D.%



�hõGF~õ¬öJ�@è�ç0ð�ésô��J��+��#�Éð�ô��IH�ö�ó��@�Wð�éqç ê Õ �
D.B+#�C5B�?.G A ÝXBW?.%�Q A�A G$B+! IJA / A ��D7B�G A V;B+!�GXF°B�#�?�°.C�B+!X%SB�G / !$F(C5%2%�Bh²hß,! A B+!-G$Þ.G¾ A"I ß$%4!$B�G+� O# / !$%"V.#&B�C A D.B�# A D.F&G¯ß,!$F(V.Þ I F&Z4?WD.B�#&%4G / !$F&C�%4G�B+?EB+# I %"?eÝXÞ.?�ß,%6D.B�#&%4G°B�?~ß$B+!$%"G âB+G�D.B I F&! â B+#¡D.B I %"?.% I B�!�B+# / !$F&C�%6B+?9��G$F&C�% â / B+!XC A ?7B I B�C�F&G¯ß,B�!$F&%"G$% A / B+G A !�D.B�G$B�!Þ.? AEI Þ.B+G¯ß,F&Z"? ã Þ.B�à A ¾ A G I F&? A D.% A C A ß$B+C��*ß,F I %4G�D.B�ß,%hD A G�# A G�� / % I+A G+�
Ã A D7F(QhF&GXF&Z4? B+?�ß,B�! A ?.%"G A V.!XB�B�# I+A C / %�D.B�# A�A !$F§ß,C���ß$F IJA C�%hD.Þ.# A ! â ã Þ.B�B�G5B+#!$B+GXÞ.#(ß A D.%RD.B�B+GXß A V.#(B I B+!�Þ.? A GW!$B+# A"I F(%4?.B�G�D.BSB ã Þ.F(Q A #&B�? I F A B+?p#&%4G�B�?~ß$B+!$%"G / A ! AI %4?.G¯ß,!XÞ.F&!�%"ß$!$%4G A ?.F(#&#§%4G I %4?�Þ.?�?-°.C�B+!$%Å�=?.F§ß,%0D.B�B+#(B+C�B+?�ß,%4G á / !$% / F(B+D A D.B+G)CWÞ áF&?~ß$B+!XB+G A ?~ß$B+G+�

±�KJ L ¢�Î+�%¤�¥�¦0�Í¢'§·¼í¢ ¤o¦��	MÓ£[Ìí¢��Í¤�¥��

ë Þ.? ã Þ.BSQ4%4#(Q"B+!$B�C5%"G�G$%4V.!XB�B�#&# A GWB�? / !$%:¾LÞ.?.D.F(D A DpB+?�B�#�°7#(ß,F(C�% IJA / æ§ß,Þ.#(% â D.Bh�!�? A C�%4G�#&% ã Þ.B�B+G�Þ.? A Ô�Ï ¦LÕ=Ò�Ñ'Ó;Ð¤Ö Ï�Ï=N|î Ñy\.Õ.¦ Ï Ð3Ò�ÑLÕ �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^ñ¬�^�Ü à©g$a

A Ã j tuÆ*j+² Ã j=oqÆ]� Ã j;a�Ô�Ï ¦LÕ=Ò�ÑLÓ¿Ð R
gsj

A
Ä]gEf"cltug�w Ã g5guÄÖ Ï�Ï+N©î Ñy\.Õ.¦ Ï ÐUÒ�Ñ'Õ ÄscOx"gsr�c ��t$a z aeÄ Ç r,Æ Ç clg$f�a�fhguÄ+×

c �YØ Ï�Ù�Ï�9 Ñy\.Õ × a Ä]gYrug z ahtsclÆej;aEtuÆej a Ç a"rXa�t Ã a z w Ã clgsr a gsj A ��guÄsoqÆEguÄ (a, a) ∈
R
Ç a"r$a�t$a�f�a

a
fhg

A Úcyc �6O Ñ�:PÛ~M Ô ÑLÒ4Õ ×)Äsc a ÄJg�rug z ahtsclÆej;a�tuÆ*j b gsj=oqÆ*j¿t�guÄ b Ä]g�r,g z ahtsclÆej;a5tuÆej a ��guÄso{ÆguÄu�OÄsc
(a, b) ∈ R

gsj=o{Æej|tuguÄ
(b, a) ∈ R Úcycyc ��Ü Ô Õ=ÐU<JÑyM�ÑL\7Õ ×�Äsc a Ä]g�r,g z ahtsclÆej;a�tuÆej b m b Ä]g�r,g z ahtsclÆej;a2tuÆej c gsj=oqÆej|tuguÄ aÄ]g�r,g z ahtsclÆej;aStuÆej

c
��guÄ�fhgutscyr�Äsc

(a, b) ∈ R
m
(b, c) ∈ R

gsj=oqÆej|tuguÄ
(a, c) ∈ R �

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^ñ¬�^ÁÐ à©g$a
Z
g z tuÆejJ² Ã j=o{Æpfhg z Æ]ÄRj=¢hd2gsr,Æ]ÄPgsj=oqgsruÆ]Ä�m p ∈ Z Ã jj=¢Nd2gsr,Æ�gsj=o{gsr,Æ

p > 1 � � gL�@j=cyd2Æ]Ä z a1rug z ahtscl}ej¬fhg Ò/ª;Ð�K Ô*î�Ï Ð3Ò�ÑLÕ :nÓ�Ö î ¦�ª p
�w Ã gWfhgsj|ÆeoÈa"d2Æ]Ä a ≡ b mod p

��fhg z a5Äsc§k Ã clgsj=o{g0d�a"j|gsrXa�× a guÄEtuÆejhk"r Ã gsj=o{gEtuÆej bd2}+f Ã z Æ p ÄscOm�Ä]Æ z a"d2gsj=o{g�Äsc a− b
guÄ6d�¢ z o�c Ç;z Æ5fhg

p �
[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt©^ñ¬U^Á à¡c

a
m
b
Ä]Æej Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä�gsj=o{Æej|tuguÄ

a ≡ b mod p
Äsc�m2Ä]Æ z a3Pd2gsj=o{g-Äsc

a mod p Q b mod p �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹`È�� gsd2Æ]Äso�rXa"r z a5x"gsrXahtsc'f�a�f2fhg z a�Æ Å Ä]gsrsxeahtscl}ejRa"j=o{gsr�clÆer �
> Ô ª¡T�ª¿<+Ñ�Ò�ÑLÓ;Ð��^ñ¬�^ñ¬±_ a�r,g z ahtscl}ejEfhg�tuÆejhk"r Ã gsj|tsc'a�a"j=o{guÄ�fhgL�@j=c'f�a�guÄ Ã j;a�r,g z ahtscl}ejfhg�g$w Ã cyxea z gsj|tsc'a �



ê Ô ¶ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej � ®�B�V;B+C�%4G I %4C / !$%4V A !�# A G�ß,!XB+G / !$% / F&B�D A D.B�G ä

Ø Ï�Ù�Ï�9 Ñy\.Õ|^ ³NB2ß,F&B�?.B�# A / !X% / F&B�D A D¨!$B�À.Bh²NF(Q ARá�ARã Þ7B / A ! A�IJA D A a ∈ Z
GXBQ4B�!$F�� IJA

a− a = 0 = 0× p
�

O Ñ':nÛ�M Ô Ñ'Ò"Õ©^ ³NF a ≡ b mod p
B�?~ß,%"? I B�G�Bm²7F(GXß$B�Þ.? B+?�ß,B�!$%

c
D.BSC�%hD.% ã Þ.B

a− b = pc â D.B6B�GXß,B�C�%hD.% b− a = p(−c) I %4?�#&% ã Þ.B b ≡ a mod p
�

Ü Ô Õ=ÐU<JÑyM�ÑL\7Õ©^ ³NF a ≡ b mod p
á
b ≡ c mod p

B+?�ß,%4? I B+G�Bh²NF&G¯ß,B+?
q, r ∈ Z

ß A #&B+Gã Þ.B
a− b = pq

b− c = pr.³hÞ.C A ?.D.% A CWV A G�!XB+# A*I F&%"?.B+G�GXB�%4VNß,F&B�?.B ä
a− c = (a− b) + (b− c) = pq + pr = p(q + r).

´)%"?�#(% ã Þ.B
a ≡ c mod p

I %4C�% ã Þ.B+!2æ A C�%4G�D.B�C�%4GXß$! A !+�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹HÜ ¶ Æed Ç r,Æ Å a"r z aeÄ-Äsc§k Ã clgsj=oqguÄ6rug z ahtsclÆej|guÄ�fhgWtuÆejhk"r Ã gsj|tsc'a�×

2 ≡ 4 mod 2 13 ≡ −2 mod 5 15 ≡ 3 mod 3.

Ã A GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B / !X% / %4GXF I F(Z4?�%4V.GXB+!XQ AEã Þ.B6# A G�% / B�! A"I F&%4?.B�G�D.B�# AWA !XF(ß,C��sß,F I+A B+?��ß$B+! A â B�GXß,%�B�G â G$Þ.C A�á / !$%hD.Þ I ß,% â !$B+G / B�ß A ?PB+G¯ß A !XB+# A*I F&Z"?1D.BEB ã Þ.F(Q A #&B�? I F A ��<3%"!ß A ?~ß$%pGXB / Þ.B�D.B1à A V.# A !2D.B A !XF(ß,C��sß,F IJA C5%hD.Þ7# A !��É @G�D.B I F&! â G$B / Þ.B+D.B�? à A"I B+!GXÞ.C A G á / !X%hD.Þ I ß,%4G�C5ZhD.Þ7#&%�Þ.? I F&B+!¯ß,%EB�?~ß,B�!$%.�
> Ô ª¡TTª;<JÑ'Ò�ÑLÓ;Ðx©^ñ¬�^Á· à|g,a"j

a, b, c, d, p ∈ Z
j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj=oqgsr,Æ]Ä�tuÆej

p > 1
�-ola z guÄw Ã g a ≡ c mod p

m
b ≡ d mod p � à©g�x"gsr�c ��t$a�w Ã g+×c � a+ b ≡ c+ d mod p Úcyc � ab ≡ cd mod p.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹uÐ Ì©Ä+a"r z a�fhgL�@j=cltscl}ej¨fhg2tuÆejhk"r Ã gsj|tsc'a Ç a"rXa�fhgsd2Æ]Äso�rXa"r z a Ç ruÆ Ç Æ]Äsc�Ptscl}ej¥a"j=oqgsr�clÆer �
©�
+Ï :nT�¦«ª*©^ñ¬�^Á¹ Í Æed2gsd2Æ�Ä z a2r,g z ahtscl}ej¥fhgWtuÆejhk"r Ã gsj|tsc'a�d2}+f Ã z Æ * �í d Ç gutugsd2Æ]Ä�d�cyrXa"j;fhÆ z Æ]ÄRj=¢Nd2gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä � ¶ Æed2Æ

a ≡ b mod 5
Äsc0mÄ]Æ z a"d2gsj=oqgYÄsc@g z ruguÄsoqÆEfhg6f"cyx]c'f"cyr

a
Æ
b
gsj=o�r,g * guÄ0g z dEc&Ä�d�Æ2� Ç Æer z a�Æ Å Ä]gsr�xeahtscl}ej� � � � � � �3j|Æ]Ä�cyj=o{gsr,guÄ+a0Ä+a Å gsr6t Ã �"j=oÈaeÄ Ç Æ]Äsc Å c z c'f�a�fhguÄ�gXb4c&Äsoqgsj Ç a"r$aEf"cltuº=Æ0r,guÄso{Æ � i�Æerg z oqguÆerugsd�a-fhg z a�f"cyx]c&Äscl}ej5gsj=oqgsr$a�g z xea z Æer�fhg z r,guÄso{Æ�fhg)f"cyx]c'f"cyr Ç Æer * guÄ Ã jEj=¢Nd2gsr,ÆtuÆed Ç r,gsj;f"c'fhÆ�gsj=o'r,g 9 mR� � � g6guÄsola�d�a"j|gsrXaEa Ç a"rugutugsj7�°a z o�rXa Å aX²�a"r�d2}+f Ã z Æ * � z Æ]Ä



�hõGF~õ¬öJ�@è�ç0ð�ésô��J��+��#�Éð�ô��IH�ö�ó��@�Wð�éqç ê Ô ê
j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�w Ã g-f�a"j�r,guÄsoqÆ 9 a z f"cyx]c'f"cyr Ç Æer * �XguÄ�fhg�tscyr z Æ]Ä�d�¢ z o�c Ç;z Æ]Ä�fhg * � � z Æ]Ä�w Ã gf�a"jRruguÄsoqÆ � � z Æ]Ä�w Ã g�f�a"jRr,guÄso{Æ Ê �S��}6� �í j¬guÄso{gWÄ]gsj=o'c'fNÆ]��a z oqÆed�a"r�rug z aNtscl}ejnd2}+f Ã z Æ * ��Ä]gEo�clgsj|gsj * g z gsd2gsj=oqÆ]Äu� z Æ]Äw Ã g�ÄJg�r,g z ahtsclÆej;a"j�tuÆejPg zT9 ��tuÆejPg z � � �y�y� ��tuÆejPg z �;×
• 0 ≡ 5 ≡ 10 ≡ 15 ≡ 20... mod 5
• 1 ≡ 6 ≡ 11 ≡ 16 ≡ 21... mod 5
• 2 ≡ 7 ≡ 12 ≡ 17 ≡ 22... mod 5
• 3 ≡ 8 ≡ 13 ≡ 18 ≡ 23... mod 5
• 4 ≡ 9 ≡ 14 ≡ 19 ≡ 24... mod 5_ Æ]Ä6j=¢hd2gsruÆ]Ä6j|glk�a"o'cyx"Æ]Ä6ola"d Å c��sj�Ä]Æej¥fhg0a z k Ã j|Æ5fhgWguÄ]Æ]Ä6o�c Ç Æ]Ä+×
• 4 ≡ −1 ≡ −6 ≡ −11 ≡ −16... mod 5
• 3 ≡ −2 ≡ −7 ≡ −12 ≡ −17... mod 5
• 2 ≡ −3 ≡ −8 ≡ −13 ≡ −18... mod 5
• 1 ≡ −4 ≡ −9 ≡ −14 ≡ −19... mod 5
• 0 ≡ −5 ≡ −10 ≡ −15 ≡ −20... mod 5

 OGXß$%WF&?.D.F IJA�ã Þ.B / A ! A à A"I B+!)% / B�! A*I F&%"?.B+G I %4?�Þ7?�B+?�ß,B�!$% a C5ZhD7Þ.#&%�Þ.? I F&B�!Xß,%?�°.C�B+!X%
p / %hD.B+C�%4G�Þ7ß,F(#&FÁ� A !UB�#7!$B�GXß$%�D.B�D.F§QhF&D.F(! a / %4! p �� @G¯ß A B�#&B I+I F(Z4?WGXF&C / #&Fñ� IJA# A G�% / B+! A*I F&%"?.B+G��<3%4!�B{ÝXB�C / #(% â G$F ã Þ.B�!$B�C5%4GUCWÞ.#§ß,F / #(F IJA !©C�ZhD.Þ.#(%JÔ�#&%4G�?�°.C�B+!X%4G�ÝÕ µNê á ê�µ ÕzÔ �/¶ âB+?2#(Þ.H A !@D.BYà A"I B+!�# A C�Þ7#(ß,F / #(F I+A"I F(Z"?ED.F(!$B I ß A C�B�?~ß,B â ß$%4C A C�%4GO#&%"G@!$B+G¯ß,%4G�C5ZhD.Þ7#&%Ô á�A G7æ

7421× 124592 ≡ 1× 2 ≡ 2 mod 5.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹uVU3Ç gsr$a�d2}Jf Ã z Æ%/���Æ Å o{gsj=clgsj;fhÆ Ã j1r,guÄ Ã z ola�fhÆSgsj=o'r,g 9 m E ×
2345 + 214× 432, 2419 + 987.

Ã A ¾L%4!XC A #(F�� A"I F(Z4?�D.B�B+G¯ß,%4G I %"? I B / ß,%"G â GX%4V.!XBW# A5ã Þ.B / !X%�¾LÞ.?.D7Fç� A !$B+C�%4G�B�?1B+#IJA / æ§ß,Þ.#(% ê G$B�B�? I Þ7B+?~ß$! A B+?�# A G�G$F&H"Þ.F&B�?~ß$B+G�D7B��=?7F I F(%4?.B�G ä
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��^ñ¬�^ º à©g$a

A Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{Æ�m ∼ Ã j;a1r,g z ahtscl}ej¬fhg�g$w Ã cyxea z gsj|tsc'a�gsj
A � i�a"r$aRt$a�f�aRg z gsd2gsj=oqÆ a ∈ A

Ä]g�fhgL�@j¿g z a Ò�¦'Õ=< Ï Ö ÏPÏ=N|î Ñy\.Õ.¦ Ï Ð3Ò�ÑLÕpÖ Ï
a
��mÄ]g6fhgsj|Æeola Ç Æer

C(a)
Æ Ç Æer

a
��tuÆed2Æ�g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ�fhg-oqÆ+fhÆ]Ä6a�w Ã g zyz Æ]Ä�g z gsd2gsj=oqÆ]Ä�fhg

A
w Ã g�Ä]g6rug z ahtsclÆej;a"j�tuÆej a ×

a = {b ∈ A : b ∼ a}.



ê Ô µ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx©^ñ¬�^ç¼ à©g$a"j

A Ã jptuÆejJ² Ã j=oqÆ5m ∼ Ã j;aSr,g z ahtscl}ejPfhgEg$w Ã cyxea z gsj|tsc'a�gsj
A � à©g�fhgL�@j|g�g z¿Ò/ª;Ð 
+î Ð¿MWª¬Ò/ª�Ò~Ñ Ï Ð¿M Ïnfhg A Ç Æer z a�r,g z ahtscl}ejPfhg5g$w Ã cyxea z gsj|tsc'a ∼tuÆed2Æ2g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ5fhg z aeÄ�t z aeÄ]guÄ�fhg�g$w Ã cyxea z gsj|tsc'a�×

A/∼ = {a : a ∈ A}.

 O?~ß,%"? I B�G�# A�A !$F§ß,C���ß$F IJA C5ZhD7Þ.#&%SÞ.?PB+?�ß,B�!$% / %4GXF(ß,F§Q4% p GX%4?P# A G6% / B�! A"I F&%4?7B+Gã Þ.BEG$BE!$B A #(Fç� A ?1B+?�B�# I %"?eÝXÞ.?�ß,% I % I F(B+?~ß$BED.B
Z / %4!�# A !$B+# A"I F(Z4?1D7B I %4?7H4!$Þ.B�? I F AC�ZhD.Þ.#(%

p
� ë B+G¯ß,B I %4?eÝXÞ7?~ß,% I % I F&B�?~ß$B2#&%�D7B+?.%*ß A !XB+C�%4G

Zp

áPA ß,B�?.D.F&B�?.D.% A # A GI %4?.GXF&D.B�! A"I F&%4?7B+G A ?~ß$B+!XF&%4!XB+G ä

Zp = {0, 1, ..., p− 1}.

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^ñ¬�^ÁÆ�í Äso Ã f"clgsd2Æ]Ä z aeÄWÆ Ç gsrXahtsclÆej|guÄ�fhg-Ä Ã d�a5m Ç r,Æ+f Ã tso{Æ�gsj Z7 �
 OGXß|��¾L%4!XC A D7% / %4!JÝ I # A G$B�GYD7B�B ã Þ7F(Q A #&B+? I F A7ä

Z7 = {0, 1, ..., 6}.
 O?�# AWI # A G$B�D.B6B ã Þ.F§Q A #(B+? I F A D.B�#

0
B+G¯ß|�"?�#&%4G�C�°7#(ß,F / #(%4G)D.B¨Ýh� O?n# A�I # A GXB�D.B5B ã Þ7F(Q A #&B+? I F A D.B�#
1
B�GXß|�*?Pß,%hD.%4G�#(%4G6?�°.C�B+!X%4G / %4G$F§ß,F§Q4%4G ã Þ.BD A ?�!$B�GXß,% ê A #�D7F(QhF&D7F&! / %4!JÝ â / %4!�B{ÝXB�C / #&% â 1 â ê Ô â µ�µ � ë D.B+C��"G�B�#S� ê â � ê × â � µ:¶ �§�(�« A G2æ�B+? IJA D AEI # A G$B6D7B�B ã Þ.F(Q A #&B�? I F A �

< A ! A G$Þ7C A !)V A GXß A G A V;B+!�#&% ã Þ.B�% I Þ.!$!XB A #¿à A*I B+!�# A G)GXÞ.C A G�C�ZhD.Þ.#(%�Ý0D.B-#(%4G?-°.C�B+!$%"G�D.B�# ¶ A # ê á #(%�C�F&GXC5% / A ! A B+# / !$%hD.Þ I ß,%.�±Ã�%�!$B / !$B+GXB+?�ß A C�%4G�B+?PD.%4Gß A V.# A G ä

+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5



�hõXW�õ�+Né�+�æ���)�ç�+��#�x�Yð�óUç�ð�ésô�����+Ä)¨´��Só3è�ô~�@�Eæ��@ö�ô'+ ê Ô�×

× 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

Ã A G�ß A V.# A G�D.B6# A G�G$Þ.C A G á #&%4G / !$%hD.Þ I ß,%4G�D.B6#&%4G�?�°.C�B+!X%4G
0, 1, ..., p− 1

I %4?�ß,F(B+?.B�? ß$%hD.%4G�#(%4G / !X%hD.Þ I ß,%4G á G$Þ.C A G�D7B�# A1A !$F(ß$C��sß,F I+A C�%hD.Þ.# A !í¿ / A ! A Þ.?I F&B�!Xß$%EB+?~ß$B+!X%
p
Âs�

��B�C�%4G A V.F&B�!Xß$%PB�?~ß,%"? I B�G2B+# I+A C / %PD.B�# A�A !$F§ß,C���ß$F IJA C5%hD7Þ.# A !+��<3%hD.B+C�%4GB�¾LB I ß,Þ A !�% / B+! A*I F(%4?.B+GÓ¿'à A"I B+!�GXÞ.C A G á / !$%hD.Þ I ß,%4G.Â)C5ZhD.Þ7#&%WÞ7? I F&B�!Xß$%�?�°.C�B+!X% p �Y�F&B�?.B�B+?~ß$%4? I B+G0G$B+?�ß,F(D.% / # A ?~ß$B A !�B I Þ A"I F&%4?.B�G â à A"I B+!�%"ß,! A G6% / B+! A"I F(%4?.B+G â ß$! A ß A !D.B6!$B+GX%4#(Q4B�!�G$F(GXß,B�C A G�D.B6B I Þ A"I F&%"?.B+G��(�§�

±�8Z [�¥�§�Ïi¢�� �Å§ ¼í¢ ¢'¤@Ì��%¤�¥�¦0�í¢'§·� ¾5¼ÍÌíÎ�¦ ¢���Ïi¢@£�¦¨§
´)%4C�%6D.B I æ A C5%"G A #Q�=? A #(Fç� A !�# A G$B I+I F&Z4? A ?~ß,B�!$F(%4! â # A GO% / B+! A*I F(%4?.B+GOD.B�# A�A !$F§ß,C���ß$Fñ�IJA C�%hD.Þ.# A !�?.%4G / B+!$C�F(ß$B+? / # A ?�ß,B A !�B I Þ A"I F(%4?.B+G�%2G$F(GXß,B�C A G�D.B�B I Þ A"I F&%4?.B�G+� ë G7æ/ %hD.B+C�%4G�à A V.# A !�D7B6Þ7? A Ò/ª;ÐUK ÔeîUÏ ÐUÒ�Ñ'Õ¥¦'Ñ�Ð Ï Õ=¦ I %4C�%�Þ.? A B I Þ A"I F&Z4?�#(F&?.B A #¿D.B�# A¾L%4!$C A

ax+ b ≡ c mod pD.%4?.D.B
a, b, c, p

G$%4?�B�?~ß,B�!$%4G��*Ý A D.%4G â p > 1
á
x
B�GYÞ.? A F&?.D.Bsß,B�!$C�F&? A D A �

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç·©^�Ü à©g$a Ç ÆerWgL²Jgsd Ç;z Æ z a�tuÆejhk"r Ã gsj|tsc'a 3x+ 3 ≡ 4 mod 5 � à©g�o'rXa"oÈafhg Å+Ã Ä]t$a"r0o{Æ+fhÆ]ÄWa�w Ã g zyz Æ]Ä0j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj.o{gsr,Æ]Ä x ola z guÄEw Ã g�a z d Ã z o'c Ç;z clt$a"r z Æ�Ä Ç Æer\�mEÄ Ã d�a"r z guÄ6��Ä]ÆejPtuÆejhk"r Ã gsj=oqguÄWtuÆej]�1d2}+f Ã z Æ * �
³NF¿! A �+%"? A C�%4G I %"C5%�GXFM¾LÞ7B+! A ?SB I Þ A*I F(%4?.B+G�D7B / !XF&C�B+!�H4! A D.%0ß,! A D.F I F&%"? A #(B�G â #(%ã Þ7BSà A"I B+C�%4G / !$F&C�B�!$%�B+G / A G A !WB�#@×�!$B�GXß A ?.D.% A #�%"ß$!$%RC�F&B�C�V7!$% / A ! A B�G I !$F(V.F&!

3x ≡ 1 mod 5
�� OGXß$%2B+G â G$Þ.C A !��=×Ú¿'Z µ á�A5ã Þ7B −3 ≡ 2 mod 5

Â A5A CWV;%4GY# A D.%4GD.B�# A B ã Þ.F(Q A #&B�? I F A �� @G¯ß A % / B�! A"I F&Z4?�?.%�G$Þ / %4?7B0?.F(?.H/°.? / !X%4V.#(B+C A / %4! ã Þ7B0B�?�B+#



ê Ô:Õ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
A ?.F&#(#(%6D.BY#&%4G@?�°7C5B�!$%4G�B+?�ß,B+!X%4G / %hD.B+C�%4G�!$B�GXß A !#¿'Bm²NF&GXß$B�B+#¡F&?�Q4B+!XG$% / A ! A # A G$Þ.C A Âá G$B�!XB+G / B�ß A ?�# A G�!$B�# A*I F&%"?.B+G�D7B I %4?.H4!XÞ.B+? I F A �ë à.%"! A #(% ã Þ.B ã Þ7B+!$!2æ A C�%4GYB�G / A G A !�B�#�×5D7F(QhF&D7F&B+?7D.% â #&% ã Þ.B0B+?�#&%4GY?-°.C�B+!$%"GB�?~ß$B+!$%"G0?.% / %hD.B�C5%"G�à A"I B+! / %4! ã Þ.B5B�#@F&?�Q4B+!XG$%�D.B�×�B�G0# A ¾L! A"I�I F(Z4? ê_^ × ã Þ.B5?7%B�G�Þ.?�?�°.C�B+!X%�B+?�ß,B�!$%.��Ã ASI Þ.B�GXß,F(Z4?�? A ß$Þ.! A #°B+G�G A V;B+!6G$F A #�ß,! A V A Ý A !�C�ZhD.Þ.#&%¸Ô
¿L%�C�ZhD.Þ.#&%�%"ß$!$%4G�?�°.C�B+!X%4G0B+?�ß,B+!X%4G|Â�B�#�×�ß,F&B�?.B5%�?7%RF(?~Q4B�!$G$% / A ! A B�# / !X%hD.Þ I ß,%C�ZhD.Þ.#(%

p
�Ñ< A ! A G A V;B�! I Þ`�*?.D.%¥% I Þ.!$!$B�B+GXß$%¥?.B I B+GXF(ß A C5%"G�B�#�#(B+C A D.BÍÞ�B���%4Þ7ß âD7B+C�%4GXß$! A D.% A ?�ß,B+!XF&%4!XC5B�?~ß$B"�

Ü Ï ª ÔeÏ :nÕÛ©^ç·©^ÁÐ à©g$a"j
a, p ∈ Z

j=¢hd2gsr,Æ�Ä�gsj=oqgsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä@j|Æ�j Ã z Æ]Ä � à¡c mcd(a, p) =
1
gsj=oqÆej|tuguÄ�gXb4c&Äsoqg�g z cyj=x"gsr,Ä]Æ�fhg

a
Ç a"rXaPg z©Ç ruÆ+f Ã tso{Æ]�0guÄ�fhgutscyr Ã j gsj=o{gsr,Æ b ola zw Ã g a× b ≡ 1 mod p �

� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej � ´)%4C�% mcd(a, p) = 1
B+#7#(B+C A D.B�Þ)B���%4Þ7ßOH A ! A ?~ß$Fç� A # A Bh²NF&G¯ß,B�? I F AD7B�D.%"G�?�°.C�B+!X%4G�B�?~ß,B�!$%4G

s, t ∈ Z
D7B�C�%hD.% ã Þ.B ä
1 = sa+ tpá / %"!�ß A ?~ß$% A #©ß$! A V A Ý A !�C�ZhD.Þ.#&% / ß,B+?7B+C�%4G ä

1 ≡ sa mod p,<3%"!�ß A ?~ß,%
s
B+G�B+#�F(?~Q4B�!$G$%�D.B

a / A ! A B�# / !$%hD.Þ I ß,%�C�ZhD.Þ.#(% p �
[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ðt�^Á·©^Á à©g$a"j

a
m
p
gsj=o{gsr,Æ]Äu��tuÆej

p > 1 � à¡c�gXb4c&Äsoqg b gsj=oqgsr,Æ�oÈa zw Ã g ba ≡ 1 mod p
gsj=oqÆej|tuguÄ

b
guÄ6¢hj=cltuÆ�d2}+f Ã z Æ p �

ÁSÏ :Ñª;<�M Ô Õ=Ò�ÑLÓ;Ð�^ ³hÞ / %4?.H A C5%"G ab′ ≡ 1 mod p
�Y O?�ß,%4? I B+G

ab − ab′ ≡ 0 mod p âB�GXß$%6B�G â p D.F§QNF(D.B A a(b−b′) �[³NF mcd(a, p) = 1 / %hD.B�C5%"G°Þ.G A !°B�#`´)%4!X%4# A !$F(%�×7� ×7� ê ×á2A G2æ
p
D.F(QhF(D.B A

b− b′
#&% ã Þ.B I %4? I #&Þ á B�# A D.B�C5%4G¯ß,! A*I F(Z4?©�T³NF

r = mcd(a, p) 6= 1 âB�?~ß$%4? I B�G�Bm²7F(GXß$B+?�B�?~ß,B�!$%4G
s
á
t
ß A #&B�G ã Þ7B

a = rs
á
p = rt

¿
1 < t < p

Â���®�B6B+GXß$BC�%hD.% â abt ≡ 0 mod p
�o´)%4C�%

ab ≡ 1 mod p
B+?�ß,%4? I B+G

t
B+GYÞ7?�C»°.#(ß$F / #(%WD.B p #(%ã Þ.B6B+GYÞ.? AEI %4?�ß,! A D.F I�I F(Z4? â á�AEã Þ.B 1 < t < p

�
[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ðt�^Á·©^ñ¬±í j z aeÄ-d�c&Äsd�aeÄ0tuÆej;f"cltsclÆej|guÄ-fhg z o{guÆer,gsd�ae�3Äsc

mcd(a, p) =
r 6= 1

j|ÆSgXb4c&Äsoqg
b ∈ Z

ola z w Ã g ab ≡ 1 mod p �
ÁSÏ :Ñª;<�M Ô Õ=Ò�ÑLÓ;Ð�^ ´)%4C�%

mcd(a, p) = r 6= 1 â B�?~ß,%"? I B�G�Bh²NF&G¯ß,B+?�B+?�ß,B�!$%4G s, t ∈ Zß A #&B�G ã Þ.B
a = rs

á
p = tr

I %4?
1 < t < p

�*®�B�B�GXß,B�C�%hD.%
at ≡ 0 mod p

�
³hÞ / %4?.H A C5%4G ã Þ.B�Bm²NF&GXß$B b ∈ Z

ß A # ã Þ7B
ab ≡ 1 mod p

�@ O?~ß$%4? I B�G ä
bat ≡ t mod p



�hõXW�õ�+Né�+�æ���)�ç�+��#�x�Yð�óUç�ð�ésô�����+Ä)¨´��Só3è�ô~�@�Eæ��@ö�ô'+ ê Ô/Ô
á D.B6B+G¯ß,B�C�%hD.%

t ≡ 0 mod p#&% ã Þ7B�B+G�Þ.? AEI %"?~ß,! A D.F I+I F&Z4? / Þ.B+G 1 < t < p
�

®�B6B+GXß A C A ?.B�! A B+#©ß$B+%4!XB+C AEA ?~ß$B+!XF&%4! á # A G�%4V.G$B�!XQ A*I F(%4?.B+GYGXÞ.V.G$F(H4Þ.F(B+?�ß,B+G IJA �! A"I ß,B+!XFç� A ? I Þ A ?7D.%�Bh²NF&G¯ß,B�B+#@F(?~Q4B�!$G$% / A ! A B+# / !$%hD.Þ I ß,%�C�ZhD.Þ.#&% p á�A D.B+C��"G6B+#ß,B+%"!$B+C A F&?7D.F I+A�I %4C�% IJA # I Þ.# A !$#(%7��� A]áSã Þ.B�Þ7G A !�B�# A #&H4%"!$F§ß$C�%WD.B� OÞ I #(F&D.B�G / A ! A#&#&B�H A ! A # A F&D.B�?~ß,F(D A DSD.B+#�#(B+C A D7BÅÞ�B��+%"Þ7ßJ�
©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç·©^Á· à©g$a"j z Æ]Ä0j=¢hd2gsr,Æ]Ä * m ��� �a` a"d2Æ]Ä�a�t$a z t Ã z a"r�g z cyj.x"gsruÄ]Æ2fhg 5d2}+f Ã z Æ 11 � ¶ Æed2ÆSÄ]Æej Ç r�cyd2Æ]ÄSgsj=o�r,gEÄhá-gsj=o{Æej|tuguÄSgXb4c&Äsoqg a ∈ Z

ola z w Ã g 5a ≡
1 mod 11 � ¶ a z t Ã z a"d2Æ]Ä�g z xea z Æer�fhg a � í�z a z khÆer�cyo'd2Æ�fhg í Ã t z c'fhguÄYf�a z a�c'fhgsj=o�c'f�a�ffhgb5-g87�Æ Ã ol×

1 = 11 + 5× (−2).iYÆer6ola"j=oqÆ]��d2}+f Ã z Æ ��� ×
1 ≡ 5× (−2) mod 11.iYÆer z Æ¬w Ã g a = 9

guÄ¨g z cyj=x"gsr,Ä]Æ�fhg * d2}Jf Ã z Æ ��� � � U Å Äc�sr�x"guÄ]g¥w Ã g −2 ≡
9 mod 11 � �
 @G¯ß,% / B+!XC5F§ß,B�!XB+GX%4#(Q4B�!�# AWI %4?.H"!$Þ.B�? I F AEã Þ.B / %4?!æ A C�%4G�B�?�Þ.?�B{ÝXB�C / #&% A ?~ß$B+!$F(%4! ä

3x+ 3 ≡ 4 mod 5.

³NB�� A # A C�%4G ã Þ.B�D.F I à AEI %4?.H4!XÞ.B+? I F A B+! A B ã Þ.F(Q A #&B�?~ß$B â / A G A ?.D.%�B�#i×E!XB+GXß A ?.D.% â A
3x ≡ 1 mod 5.

<3%4!�B+#Uß,B�%4!$B�C A2A ?�ß,B+!XF&%4! â I %4C�%ó× á Ô5G$%4? / !$F(C5%4GYB+?�ß,!XBWG7æ3Bh²NF(GXß,BWB�#3F&?~Q"B+!$GX%SD.B×SC�ZhD.Þ.#&%ÍÔh� ë #�ß$! A V A Ý A !�C5ZhD7Þ.#&%ÍÔ2ß$%hD.%�?-°.C�B+!$%SB+G I %4?.H4!XÞ.B+?�ß,B I %4?¥Þ.?.%�D.B+#I %4?eÝXÞ7?~ß,% {0, 1, 2, 3, 4} ��<3%hD.B+C�%4G�B�?~ß$%4? I B+G�V7Þ.G I+A !YB�#�F&?~Q4B�!$GX% / !$%4V A ?.D.% ä
3× 0 ≡ 0 mod 5
3× 1 ≡ 3 mod 5
3× 2 ≡ 1 mod 5
3× 3 ≡ 4 mod 5
3× 4 ≡ 2 mod 5

 @G�D.B I F&!�B+#�F(?~Q4B�!$G$%�D.B�#i×EB�GYB+# µ â á�AEã Þ.B 3× 2 ≡ 1 mod 5
�



ê Ô ê ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
è�Þ.#(ß$F / #(F I+A C�%"G�# AWI %4?7H4!$Þ.B�? I F A / %4! µ á ß$B+?.B�C�%4G

3x× 2 ≡ 1× 2 mod 5,

B�GYD.B I F(! â
x ≡ 2 mod 5.<3%"!Oß A ?~ß$%�ß,%hD.%4GO#&%"GO?�°7C5B�!$%4GOB+?�ß,B�!$%4G

x
ã Þ.B�G$%"?�G$%4#(Þ I F(Z4?�D.B�# A-I %"?.H4!$Þ7B+? I F A G$%4?D7B�# A ¾L%4!XC A

x = 5K + 2 K ∈ Z.

ë V.G$B�!XQ A ! ã Þ.B�à.B+C�%4G / !$% / Þ.B+G¯ß,%�D.%4G�C A ?.B�! A G�D7B IJA # I Þ.# A !YB�#3F(?~Q4B�!$G$%2D.B�Þ.??-°.C�B+!$%
a
C5ZhD.Þ7#&%

p
�[<3%4!°Þ7?E# A D.%�Þ.G A !°# A F&D.B�?~ß$F&D A D�D.B�Þ)B���%4Þ7ß â / %4!�%"ß,!X%-# A D.%�F&!/ !$%4V A ?.D.% I %4?2#&%4G@D.F&G¯ß,F&?�ß,%4G / !X%hD.Þ I ß$%4G a · 1 â a · 2 â �§�(� â a · (p− 1)

à A G¯ß A B�? I %4?�ß,! A !B�# / !$%hD7Þ I ß$% ã Þ.B�Q A #(H A ê �
©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á·©^Á¹·¶ Æed2Æ

3 · 1 ≡ 3 mod 6 3 · 2 ≡ 0 mod 6 3 · 3 ≡ 3 mod 6
3 · 4 ≡ 0 mod 6 3 · 5 ≡ 3 mod 6 3 · 0 ≡ 0 mod 6gsj=oqÆej|tuguÄ��-j|Æ�o�clgsj|g@cyj=x"gsruÄ]Æ�d2}Jf Ã z Æ E � U Å Äc�sr�x"guÄ]g�w Ã g�j|Æ�Ä]g�o'clgsj|gsj z aeÄOºhc Ç }eoqguÄsc&Äfhg z oqguÆerugsd�ae�@m"aSw Ã g mcd(3, 6) = 3 �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹9¬±� gsd2Æ]Äso�rXa"r�w Ã g z a�t�Æejhk"r Ã gsj|tsc'a z cyj|g$a z
3x+ 4 ≡ 5 mod 6

j|ÆEo'clgsj|g�Ä]Æ z Ã tscl}ej �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹u·Cd a zyz a"r6oqÆ+f�aeÄ z aeÄ-Ä]Æ z Ã tsclÆej|guÄWgsj=oqgsrXaeÄ�fhg z a�tuÆ*j~k"r Ã gsj|tsc'a

5x+ 2 ≡ 5 mod 7.

³NFYG$B / Þ.B�D.B+? / # A ?~ß,B A !�B I Þ A*I F&%"?.B+G2#(F&?.B A #(B+G â B+G5? A ß$Þ.! A # A à.%"! A / # A ?~ß$B A !�B�#/ !$%4V.#(B+C A D.B�!XB+G$%"#(Q4B�! <JÑ�<sM Ï :nÕ=<�Ö Ï Ò/ª;ÐUK ÔeîUÏ ÐUÒ�Ñ'Õ=<�¦'Ñ�Ð Ï Õ=¦ Ï < â B+GYD.B I F&! â Bm² / !$Bh�GXF&%4?7B+G�D.B�#�ß$F / %

x ≡ a1 mod p1



�hõXW�õ�+Né�+�æ���)�ç�+��#�x�Yð�óUç�ð�ésô�����+Ä)¨´��Só3è�ô~�@�Eæ��@ö�ô'+ ê Ô/Ý

x ≡ a2 mod p2

...

x ≡ an mod pn

 O# Ü Ï ª ÔeÏ :nÕ�ÒfeUÑ�Ðiª�Ö Ï ¦�ª;< ÔeÏ <�MWª¿< B�G@B+#=F(?.GXß$!$Þ.C�B+?�ß,% A D.B I Þ A D.% / A ! A G A V;B�!G$F�Þ.?�G$F(GXß,B�C A D7B�B�GXß$B6ß,F / %�ß,F(B+?.B�G$%4#(Þ I F&Z4? á / B+!XC5F§ß,B I+A # I Þ.# A !$# A �
Ü Ï ª Ô�Ï :PÕÑ©^Á·©^ º à©g$a"j

a1, a2, ..., an

j=¢hd2gsruÆ]Ä�gsj=oqgsr,Æ]Ä¨m
p1, p2, ..., pn

gsj=oqgsr,Æ]ÄÇ Æ]Äscyo�cyx"Æ]Ä�x"gsrsc ��t$a"j;fhÆ"×c � pi > 1
Ç a"rXa�t$a�f�a

i = 1, �y�y� � n Úcyc � mcd(pi, pj) = 1
Ç a"rXa�t$a�f�a

i, j = 1
� �y�y� � n tuÆej

i 6= j �í j=oqÆej|tuguÄWg z Ä�c&Äso{gsd�a
x ≡ a1 mod p1

x ≡ a2 mod p2

...

x ≡ an mod pno�clgsj|g-Ä]Æ z Ã tscl}ej�¢Nj=clt$a5d2}+f Ã z Æ2g z7Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ P = p1p2...pn �
� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ³hB A ? P = p1...pn

á
Pi = P/pi

I %"?
i
Þ.?nB�?~ß$B+!$%�B+?�ß,!$B ê á

n
�

<3%4!)à.F / Z"ß$B+GXF&G)#(%4G pi

G$%"? / !$F(C5%"G�B+?�ß,!$B-G2æ I %"?S#&% I Þ A # mcd(Pi, pi) = 1 â i = 1 â �(�§� â
n
�o´)%"C5%Eà.B�C5%"G�QhF&GXß$% A ?~ß$B+G¨¿gYUB+%4!XB+C A ×7�åÔN� µ Â / A ! AEI+A D A c¿Bm²NF&G¯ß,F&!7� qi

ß A # ã Þ7B
qiPi ≡ 1 mod pi.

³NB A B+?�ß,%"? I B�G
x0 = a1P1q1 + a2P2q2 + ...+ anPnqnD.B6C5%hD.% ã Þ.B A #|ß,%4C A ! I %4?.H4!XÞ.B+? I F A C5ZhD.Þ7#&%

pi

G$B6%4V7ß,F(B+?.B ä
G$F
j 6= i

B+?�ß,%4? I B+G
Pj
B�GYD.F§QhF&GXF&V.#(B / %4! pi â / %4!�ß A ?�ß,% Pj ≡ 0 mod piG$F

j = i
B+?�ß,%4? I B+G

Piqi ≡ 1 mod pi â/ %4!°ß A ?~ß,% x0 ≡ ai mod pi

¿
i = 1 â �§�§� â n Â I %4C5% ã Þ.B�!7æ A C5%"G°D.B+C�%4GXß$! A !�� ë G2æ.ß$%hD.%4G#&%4G�?-°.C�B+!$%"G�D.B6# A ¾L%4!$C A

x = x0 +KP



ê Ô31 ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
I %4?

K ∈ Z
G$%"?�GX%4#&Þ I F&Z"?�D.B�#�GXF&G¯ß,B+C A �

®�B+C�%4G¯ß,! A C5%4G A à.%4! A # A Þ.?.F I F&D A DPD.B5# A G$%"#&Þ I F&Z4?�C�ZhD.Þ.#&%
P
�� OGXß,% / !XÞ.B+V AA D.B+C��"G ã Þ.B�ß$%hD A G$%"#&Þ I F&Z4?�D.B�#7G$F(GXß,B�C A B+G°D.B�# A ¾L%4!$C A

x = x0+KP
I %"?

K ∈ Z
�

Y3%"C5B�C5%"G
α
á
β
D7%4G�G$%4#(Þ I F(%4?.B+G@D.B�#;GXF&GXß$B+C A â B�?~ß,%"? I B�G α−β

B+G�GX%4#&Þ I F&Z"?�D.B+#GXF&G¯ß,B+C A D.B I %"?.H4!$Þ7B+? I F A G

x ≡ 0 mod p1

x ≡ 0 mod p2

...

x ≡ 0 mod pnB�G�D.B I F&! â α ≡ β mod P â ¿ á�A2ã Þ.B α − β
B+G�C»°.#§ß,F / #(%ED.B pi

/ A ! A5IJA D A i Â�#(% ã Þ.BD7B+CWÞ.B+G¯ß,! A # A Þ.?7F I F&D A DSD.B6# A GX%4#(Þ I F(Z4?�C�ZhD.Þ.#(%
P
�

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á·©^Á¼�Ë guÄ]Æ z x"gsr�g z Äsc&Äso{gsd�a�×
x ≡ 2 mod 3
x ≡ 3 mod 5
x ≡ 2 mod 7

´)%4C�%�× â Ô á Ý�GX%4? / !XF&C�%4G�B+?�ß,!XB�G2æ â B+#;ß,B�%4!$B�C A�I à.F(?.%WD.B-#&%"G)!$B�GXß,%"G / B�!$C�F(ß,BI+A # I Þ.# A !�# A °.?.F IJA G$%4#(Þ I F(Z4?�C�ZhD.Þ.#(%
3× 5× 7 = 105

�
³NF&H"Þ.F&B�?.D.%�# A ?.%"ß A*I F&Z"?�D.B�#�ß$B+%4!XB+C A

P1 = 105/3 = 35
P2 = 105/5 = 21
P3 = 105/7 = 15

ë à.%"! A
q1
B�G�B+#)F(?~Q4B�!$G$%1D7BÍ×zÔ�C�ZhD.Þ.#(%¯×7�é´)%4C�%

35 ≡ 2 mod 3
B�?~ß$%4? I B+GB�?~ß$%4? I B�G

q1 = 2 â á�AEã Þ7B 2× 2 ≡ 1 mod 3
�

®�B0# A C�F&GXC A C A ?7B+! A
q2
B�G�B+#UF(?~Q4B�!$GX%2D.B µhê C�ZND7Þ.#&%�Ô â B�G�D7B I F(! â B+#�F&?�Q4B+!XG$%D7B ê C5ZhD7Þ.#&%�Ô â / %"!�ß A ?~ß,% q2 = 1

�
ã�F&? A #&CEB+?�ß,B

q3 = 1
�

<3%4!�ß A ?~ß$%
x = 2× 35× 2 + 3× 21× 1 + 2× 15× 1 = 233



�hõXW�õ�+Né�+�æ���)�ç�+��#�x�Yð�óUç�ð�ésô�����+Ä)¨´��Só3è�ô~�@�Eæ��@ö�ô'+ ê Ô �
B+G°# A °.?.F IJA G$%4#(Þ I F(Z4?�C�ZhD.Þ.#&% êW¶ Ô â D7B�C�%hD.% ã Þ.B)ß,%hD A G�# A G3GX%4#&Þ I F&%4?7B+G�D7B+#NG$F&G¯ß,B�C AG$%4? ä

x = 23 + 105K K ∈ Z.
ð�? A-A / #(F IJA*I F(Z4? ã Þ.B / %hD7!7æ A C5%"G / !$B�G$B+?�ß A !°D7B+#hß,B+%"!$B+C A�I à.F&?.%�D.B)#&%4G3!XB+G¯ß,%4G°B�G# A %4V.GXB+!¯Q A"I F(Z4?ED.B ã Þ.B�#&%"G°!$B�GXß$%4G@C�ZhD.Þ7#&%-Þ7? I %4?�ÝXÞ.?~ß$%6D.B�?-°.C5B�!$%"G / !XF&C�%4G�B+?�ß,!XBG7æ / B+!XC5F§ß,B�?�D.B�ß$B+!$C�F&? A !�Þ7?9æ(Q4% I+A C�B+?~ß$B�Þ7?1?-°.C5B�!$%7�#®�BWB+G¯ß A C A ?.B+! A ?�°.C�B+!X%4GD.B2H4! A ?Pß A C A �.%�G$B / %hD7!7æ A ?n!XB / !XB+GXB+?~ß A ! / %"!0G$Þ.G�!$B�GXß,%"GWC�ZhD.Þ.#(%�Þ.?.%4G I F&B�!Xß,%"G/ !$F(C5%4G áSA G7æ©!$B�D.Þ I F&!�GXÞ.GXß A ? I F A #(C5B�?~ß,B-GXÞ�ß A C A �.%.�T´)%"?�B�GXß,%"G�!$B+G¯ß,%4G�G$B / Þ7B+D.B�?à A"I B�!�% / B�! A"I F&%4?7B+G á # A !$B I Þ / B�! A"I F&Z4?�D7B+#U?-°.C�B+!$%�B+? I Þ.B+G¯ß,F&Z"? / A G A / %4!Y# A !$B�G��%4#&Þ I F&Z"?1D.B�Þ7?�G$F&G¯ß,B+C A D.B I %4?.H4!XÞ.B+? I F A G��� OGXß,%�!$B�G$%4#§Q4B+!2æ A / A ! I F A #(C�B+?�ß,B â I %4C�%Q4B+!$B�C�%4GYB�?�B�#�B{ÝXB�C / #(%EGXF&H4Þ7F&B�?~ß,B â # A #&F(C�F§ß A"I F(Z4?�D.B6D9æ&H4F§ß,%"G�D.B6Þ.? A C�� ã Þ.F(? A �

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ©^ç·©^ÁÆ à Ã Ç Æejhk�a"d2Æ]Änw Ã gno{gsj|gsd2Æ]Ä Ã j;a t$a z t Ã z a�fhÆerXa�fhgh,`f�á§k"cyo{Æ]ÄPmw Ã gsr,gsd2Æ]Ä�º7aNtugsr z a-Ä Ã d�a0fhg z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä * ,.,.,., * � � * ,�m Ê+*.i E � Ê � �j/ ��Í Æed�a"d2Æ]Äu�Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ]� z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä Ç r�cyd2Æ]Ä�gsj=o'r,g�Ähá � 9.9 � i.i m i /�t Ã m�Æ Ç r,Æ+f Ã tso{Æ P guÄ
i E 9 � � 9k9 �Od2gsj|Æer�fhg6,�tsc Î�r$aeÄ �í�z7Ç r�cyd2gsr�j=¢Nd2gsr,ÆEx"gsr�c ��t$a�×

5888851358 ≡ 58 mod 100
5888851358 ≡ 72 mod 99
5888851358 ≡ 78 mod 97.

í�z Ä]glk Ã j;fhÆEx"gsr�c ��t$a�×
259632147 ≡ 47 mod 100
259632147 ≡ 93 mod 99
259632147 ≡ 7 mod 97.

l Ç a"rXa�º7ahtugsr z a6Ä Ã d�a Å aeÄsola�º7ahtugsr z a6Ä Ã d�aWfhg z Æ]Ä�r,guÄso{Æ]Äu�Um0fhguÄ Ç Ã �uÄ�ruguÄ]Æ z x"gsrg z Äsc&Äsoqgsd�a
x ≡ 47 + 58 mod 100
x ≡ 72 + 93 mod 99
x ≡ 78 + 7 mod 97í j�guÄso{gY¢ z o�cyd2Æ Ç aeÄ]Æ]� Ç a4rXa0rugut Ã Ç gsrXa"r-g z j=¢Nd2gsr,Æ]��º7a"m�w Ã g�º7ahtugsr-Æ Ç gsrXahtsclÆej|guÄtuÆej¨gsj=oqgsruÆ]ÄWfhg�d5�eÄ�fhg\,�f�á§k"cyo{Æ]Äu� Ç Æer z Æ�w Ã gu� Ç r,Æ Ç c'a"d2gsj=o{gu��tuÆejm,�f�á§k"cyo{Æ]Ä6Ä]} z ÆÇ ÆJfhgsd2Æ]Ä�º7ahtugsr�a"r�cyo'd�so�clt$aWtuÆej z aeÄ�r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈahtsclÆej|guÄ Ç Æer�Ä Ã Ä�r,guÄso{Æ]Ä�d2}+f Ã z Æ � 9.9 �i.i m i / �



êWê/¶ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
Y A CWV.Fç��? / Þ.B+D7B�Þ7G A !XG$B�B+G¯ß,B�ß,B�%4!XB+C A / A ! A à A"I B+!�!$B I Þ.B+?�ß,%"G I %"?¤?-°.C�B+!X%4GH"! A ?.D7B+G+�

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á·©^�Ü�È à Ã Ç Æejhk�a"d2Æ]ÄWw Ã gWoqgsj|gsd2Æ]Ä Ã j;aSd�a"j=c ÎJguÄsoÈahtscl}ej�w Ã g0Ä+a Å gsd2Æ]Äw Ã gWº7a¥tuÆ*j~k"ruglk�a�fhÆ�a�d2gsj|Æ]Ä�fhg Ã j¨d�c zyz }ejpfNg Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ�m�w Ã gsr,gsd�Æ]Äu��fhguÄ+fhg z aÆer�k�a"j=cA7]ahtscl}ej7��Ä+a Å gsr�g z j=¢hd2gsr,ÆpgXb~ahtsoqÆPfhgRtuÆejhk"ruglk�a�fhÆ]Ä � _ guÄ Ç g$f"cyd�Æ]Ä�w Ã gSÄJga]k"r Ã Ç gsj�fhg � 9.9 gsj � 9.9 mRa Ç Ã j=ola"d2Æ]Ä�g z r,guÄsoqÆ � iYÆejhk�a"d2Æ]Ä�w Ã g�Ä]Æej�� 9 � í ÄsoqÆcyj;f"clt$a2w Ã gWg z j=¢hd2gsruÆ x fhg Ç a"r�o'cltsc Ç a"j=o{guÄ�x"gsr�c ��t$a
x ≡ 30 mod 100.� guÄ Ç Ã �uÄ z guÄ Ç g$f"cyd2Æ]ÄYw Ã g�Ä]g�a]k"r Ã Ç gsj�gsj�k"r Ã Ç Æ]Ä�fhg i.i �Um6Ä]Æ Å r$a"j Ê+* mEgsj�k"r Ã Ç Æ]Äfhg i /�mEÄ]Æ Å rXa"j � � � í Ä�fhgutscyr,�°Ä]g�o'clgsj|g�g z Äsc§k Ã clgsj=o{g-Äsc&Äsoqgsd5a2fNgWtuÆejhk"r Ã gsj|tsc'aeÄ+×
x ≡ 30 mod 100
x ≡ 25 mod 99
x ≡ 13 mod 97¶ Æed2Æ � 9.9 � i.i m i /6Ä]Æej Ç r�cyd2Æ]Ä�gsj=o'r,g-Ähá&�)g z Äsc&Äsoqgsd�a�o'clgsj|g-Ä]Æ z Ã tscl}ej � ¶ Æed2Æ

100 · 99 · 97 = 960.300
gsj=oqÆej|tuguÄ z a�¢hj=clt$a�Ä]Æ z Ã tscl}ej Ç Æ]Äscyo'cyxea�m�d2gsj|ÆerEw Ã g�guÄ]gj=¢hd2gsr,Æ�guÄ�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg Ç a"r�o'cltsc Ç a"j=o{guÄ�gsj z a5d�a"j=c ÎJguÄsoÈahtscl}ej �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹u¹�� gso{gsr�d�cyj;a"rSg z j=¢hd2gsr,Æ1fhg Ç a"r�o'cltsc Ç a"j=o{guÄ�gsj z a�a"j=o{gsr�clÆer5d�a"j=c�PÎJguÄsolahtscl}ej �

��2� [�¥�§HÏi¢�� �Å§ ¼í¢ ��Ì�� ¢@£��%¤�¥�¾0�
YUB�!$C�F&? A C�%4G|B�GXß,B°ß,B+C A�I %"?�B�GXß A GXB I+I F&Z4?6D.B�D.F I+A D A�A #&%4G|G$F&G¯ß,B�C A G©D.BO?hÞ7C5B�! A"I F&Z4? âB�G0D.B I F&! A # A G�¾L%4!$C A G6D7B5!XB / !XB+G$B�?~ß A !�#(%4G6?-°.C5B�!$%4G�B�?~ß$B+!$%"G+�íÃ A V A GXB5B�G I %"H4F&D A/ A ! A # A ?hÞ.C�B+! A"I F(Z4?RB+G A !$V7F(ß,! A !$F AEá B�GXß.�SÞ.?.F(Q4B�!$G A #&C�B+?�ß,B A D.C�F(ß,F§D A # A V A G$B ê�¶¿LG$F(GXß,B�C A D.B2?hÞ7C5B�! A"I F&Z4?nD7B I F(C A # Â ã Þ7Fç�W�*GWD7B+V.F(D ARA ?~Þ.B�GXß,! A / !$% / F A�A ? A ß$%4C�æ Aã Þ.B / !$B�G$B+?�ß A ê�¶ D.B�D.%4G / A ! A / %hD.B+! I %"?~ß A ! I %4? B+#(#&%4G��Ç<3B�!$%�%"ß$! A GSV A GXB+G�D.B?~Þ.C�B+! A*I F&Z"?¨GX%4?¨ß A CWV.Fç��?nF(C / %4!¯ß A ?�ß,B�G ä # A V A G$B�D.%"GÍ¿'GXF&G¯ß,B+C A D.B�?~Þ.C�B+! A*I F&Z"?V7F&? A !XF A Â°B+Go¾LÞ.?.D A C�B+?�ß A #¿B�?S# A F&?!¾L%"!$C��*ß,F IJA�á # A G�ß$B+#&B I %"C�Þ7?.F I+A"I F(%4?.B�G â D.%4?.D7B-# AF(?!¾L%4!XC A*I F(Z"?¥B+GXß.� I %4C / Þ.B+G¯ß A D7B I B+!$%"G á Þ.?.%4G�ØO# A V A G$B ê/¶ B+G�ß A CWV.FÁ�+?�F(C / %4!=�ß A ?~ß$BEB+? A #&H"Þ.?.%4G I+A C / %"G�¿ / � BqÝ���C�B+D7F&D A D7B��*?.H4Þ.#(%4G|Â�D7B+V.F(D.% A #°H4! A ?�?-°.C�B+!$%D7B�D.F(QhF(G$%4!XB+G�D.B�# ê/¶ ¿ ê â µ â × â Õ â Ô â ê â ê�¶ â ê�µ â ê Ô â µ�¶ â × ¶ â ê/¶ ÂmØhß A CWV.Fç��?5# A V A G$B ê�µB�G-!XB+#(B�Q A ?~ß,B0B+?RC�B+D.F(D A GYß$B+C / %4! A #&B�G â / %4!�! A �+%4?.B�G�G$F&C�F&# A !XB+G A # A V A G$B ê/¶ �Y� A �C�%4G A Q4B+! ã Þ.B�ß$%hD.%4G�B�GXß$%4G�GXF&GXß$B+C A G / B+!$C�F§ß,B+?S!XB / !XB+GXB+?~ß A ! â C�B+D7F A ?�ß,B�?.%"ß A*I F&Z"?/ %"G$F I F&%4? A # â I Þ A # ã Þ7F&B+!�?-°.C�B+!$%EB+?�ß,B�!$% á à A"I B+!�% / B+! A"I F(%4?.B�G I %4?�B�GXß A ?.%"ß A"I F(Z4?©�



�hõ��4õ�+Né�+�æ���)�ç�+��#�£�2ó�)Ä�@ö�ç0ð�és´�� ê�ê7ê
´)Þ A ?7D.%�B+G I !$F(V.F&C�%4G�B+#¿?�°.C�B+!X% ê�µ ×�Õ-Ô�B�?�V A G$B ê�¶ B+G¯ß A C�%4G)Þ.G A ?.D.%�#&% ã Þ.B�GXB#&# A C A Ðiª¡MJÕ=Ò�Ñ'Ó;ÐÉT�ª;<JÑ'Ò�Ñ�ª;Ð�Õ=¦ á¥IJA D A D9æ&H"F(ß,%�ß,F(B+?7B�Þ.?PG$F(H4?.F�� IJA D7% / %4!6B+#@#(Þ.H A !ã Þ7B1% I Þ / A � ë G7æ â B+C / B�� A ?.D.% / %4!2# A D.B�!$B I à A â # A / !$F(C�B+! API FÁ¾L! A B�GS# A D7B1# A GÞ.?.F&D A D.B�G â # A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B�# A D.B6# A G�D7B I B+? A G��(�§� â B+G�D.B I F&! â

12345 = 5× 100 + 4× 101 + 3× 102 + 2× 103 + 1× 104.«vB+G¯ß,% ã Þ.B�GXB�à A"I B I %"?�# A V A G$B ê�¶ â Bm² / !$B�G A !�B+#|?�°.C�B+!X% I %"C5% I %4CWV.F&? A*I F(Z4?#&F&?7B A #¿D7B6# A G / %"ß,B�? I F A G�D.B�# A V A GXB â GXB / Þ.B�D.B6à A"I B+! / A ! A Þ.?SQ A #(%4! A !XV.F(ß$! A !XF(%WD.B# A V A G$B*�

Ü Ï ª Ô�Ï :PÕÑ©^Á¹©^ Ü à©g$a"j a
m
b
j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�gsj=o{gsr,Æ]Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Äu��tuÆej

b > 1 � í b4c&ÄsoqgsjÃ j|Æ]Ä6xea z ÆeruguÄ�¢Nj=cltuÆ]Ä a0, a1, ...an

��tuÆej
0 ≤ ai < b

mStuÆej
an 6= 0

�)fhg6d2Æ+fhÆ5w Ã g
a = a0 × b0 + a1 × b1 + a2 × b2 + ...+ an × bn.

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ®�F(QhF&D.F(C�%4G a B�?~ß,!XB b / A ! A %4V7ß$B+?.B�!

a = q0b+ r0. @G¯ß,%�CWÞ.B�GXß$! A�ã Þ.B
a0 = r0

/ %4! ã Þ7B 0 ≤ r0 < b
� ë D.B+C��"G-CWÞ.B+G¯ß,! A # A Þ.?.F I F(D A DD.B

a0
á�AEã Þ.B�B+#©ß$B+%4!XB+C A D.B+#�!XB+GXß$%�H A ! A ?~ß,FÁ� AWã Þ.B�B�#�!$B�GXß,%�B�Gß°.?.F I %.�

³NF�D.F§QhF&D.F(C�%4G A à.%4! A
q0
B�?~ß,!XB

b
G$B�%"V7ß,F(B+?.B

q0 = bq1 + r1á B+?�ß,%4? I B+G

a = b2q1 + br1 + a0,I %4?�#(% I Þ A #
a1 = r1

¿LD.B�?hÞ.BsQ4%�°.?7F I % / %4! ã Þ.B6B�G�Þ.?�!XB+GXß$%-Â â á�A G7æ|G$Þ I B+GXF(Q A C�B�?~ß,Bà A GXß AEã Þ.B�B�# I % I F(B+?�ß,B
qn
G$B A ?�C�B+?.%4! ã Þ.B

b
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹MºÉ� c&Ä]gs¸;a"r Ã jRa z khÆerscyo'd2Æ Ç a"r$a2guÄ]tsrsc Å cyr Ã j�j=¢Nd2gsr,Æ5guÄ]tsr�cyo{Æ5gsj Å aeÄ]g� 9 gsj Å aeÄ]g0a �� c&Ä]gs¸;a"r Ã jna z khÆerscyo'd2Æ Ç a"rXa�guÄ]tsr�c Å cyr Ã jPj=¢Nd2gsr,Æ�guÄ]tsr�cyo{Æ�gsj Å aeÄ]g�a�gsj Å aeÄ]g
10 � � c&Ä]gs¸;a"r Ã j¨a z khÆer�cyo�d2Æ Ç a"r$a�guÄ]tsrsc Å cyr Ã j�j=¢Nd2gsr,Æ�guÄ]tsr�cyo{Æ�gsj Å aeÄ]g a gsj Å aeÄ]g
b �
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©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹u¼�í Ä]tsr�c Å cyr�gsj Å aeÄ]g � 9�z Æ]Ä�Äsc§k Ã clgsj=o{guÄ�j=¢hd2gsr,Æ]Äu��guÄ]tsr�cyoqÆ]Ä6gsj Å aeÄ]g Ê ��2m * ruguÄ Ç gutso'cyxea"d2gsj=o{g+×

101001001 12101 342104

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹uÆ�í Ä]tsr�c Å cyr�g z j=¢hd2gsruÆ � � E * gsj Å aeÄ]g Ê � * mn/ �
« �.? A #(C5B�?~ß,B1G$B / Þ7B+D.B�? B+G I !$F(V.F&! A #&H"%4!$F§ß$C�%"G / A ! A à A*I B�!�% / B+! A"I F(%4?.B�G�D.BGXÞ.C A�á / !$%hD.Þ I ß,%�D7BE?�°7C5B�!$%4G�B+G I !XF(ß,%"G6B+? I Þ A # ã Þ.F&B�!�V A G$BED.BE?~Þ.C�B+! A*I F(Z4? â G$F&?C��"G ã Þ7B�ß$B+?.B�!UB+? I Þ.B+?�ß AYã Þ.B�#&% ã Þ.B@ß,! A D.F I F(%4? A #§C�B�?~ß,B°G$B�Bh² / !XB+G A�I %4C�%6d2g zyz gsx"Æ

Ã j;a â ã Þ.B�B�?�V A GXB ê�¶ GXB�à A"I B I Þ A ?.D.%�G$B�#&#(B+H A6A ê�¶ â B+?2Þ.? A V A GXB�D.B�?~Þ.C�B+! A*I F&Z"?I Þ A # ã Þ7F&B+! A G$B6à A"I B I Þ A ?.D.%�G$B6#&#(B+H AWA #|Q A #(%4!�D7B�# A V A G$B*�
©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á¹©^ÁÐ à Ã d�a"d2Æ]Ä�gsj Å aeÄ]g Ê�z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä ��� 9 � m � 9.9 � �

1101

1001

−−−−
10110í j z a Ç r�cyd2gsr$a�tsc Î�rXa2º=gsd2Æ]Ä6Ä Ã d�a�fhÆ � oY� w Ã gEf�a Ê w Ã g�a z t$a"j+7]a�a z a Å aeÄ]gu� Ç Æerola"j=o{Æ5f~a 9 m5d2g zyz gsx"Æ � �

©�
+Ï :nT�¦«ª*©^Á¹©^ÁCp Ã z o�c Ç;z clt$a"d2Æ]ÄWgsj Å aeÄ]g ÊSz Æ]Ä6j=¢hd2gsruÆ]Ä ��� 9 � m ��� �
1101

11

−−−−−
1101

1101

−−−−−
100111

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº!È�í Ä]tsr�c Å cyrSa z khÆerscyo'd2Æ]Ä Ç a"rXaRÄ Ã d�a"r�gsj Å aeÄ]g Ê m Ç a"r$a¥d Ã z o�c Ç;z clt$a"rgsj Å aeÄ]g Ê �



�hõ�ÙJõ4����@ö�ð�ésð�ésô'+ ê�ê ×

±�7Ë �¡ S¢@£[¤o¥�¤�¥h¦¨§
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ºSÜ �T<3%4?.B�!YD7%4G�B{ÝXB�C / #(%4G�D.B äF Â�?�°7C5B�!$%4G I %4?.H"!$Þ.B�?~ß,B�G I %4? µ C�ZhD.Þ.#(%Ê× âF&F Â�?�°.C�B+!X%4G I %"?.H4!$Þ7B+?�ß,B+G I %"?¯ÔWC5ZhD7Þ.#&%�Ý âF&F(F Â�?�°7C5B�!$%4G I %4?.H"!$Þ.B�?~ß,B�G I %4? ê4ê C5ZhD7Þ.#&%�Ô âF(Q!Â@?-°.C5B�!$%4G�?.%W?hÞ7#&%4G�C5ZhD7Þ.#&% ê�µ ß A # ã Þ7B-G$Þ / !$%hD.Þ I ß,%WC�ZhD.Þ.#&% ê�µ GXB A ?hÞ.#(% âQ!Â�?�°.C�B+!X%4G�D.F(GXß$F&?~ß$%4G�D.B ê C�ZhD.Þ.#&% ê Ô�ß A # ã Þ.B�GXÞ / !X%hD.Þ I ß$%�G$B A ê �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*º9Ð ��´ A # I Þ.# A !�Þ.G A ?7D.%5B�# A #(H4%4!$F§ß$C�%WD.B� OÞ I #&F&D7B+G äF Â

mcd(10223, 33341) âF&F Â
mcd(385, 1729).

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÑº9 ��®�B+C�%4GXß$! A !�# A !XB+H4# A D7B6D7F(QhF&GXF&V.F(#§F(D A D / %4! � ä j�guÄ�f"cyx]c&Äsc Å z g Ç Æer iÄsc z aEÄ Ã d�a�fhg-Ä Ã Ä�tsc Î�rXaeÄWguÄ0f"cyx]c&Äsc Å z g Ç Æer i �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ºQ¬ � 	 B A #&FÁ� A # A G�GXF&H4Þ7F&B+?�ß,B�G�% / B�! A"I F&%4?7B+G äF Â�×.qÓÔ â Õ.qD1 â 9× 8 â 841234 â µ Õ-Ôrq ê × µNê C5ZhD.Þ7#&%�ÔF&F Â�ÕkqÓÔ â ê�¶ Õ�Õkqb1 â 9× 8 â 841234 â µ ÕzÔrq ê × µNê C5ZhD.Þ7#&% µF&F(F Âo×.qÓÝ/Ô â µ ×�Õ.q�ÕzÔ31 â 9× 8 â 841234 â µ Õ-Ôrq ê × µNê C�ZhD.Þ.#&%ÊÝN�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª4º9· �#®�B�C5%4G¯ß,! A ! ã Þ.BWB�#3G$F&H"Þ.F&B�?~ß$B�GXF&G¯ß,B+C A D.B I %"?.H4!$Þ7B+? I F A G�?.%2ß$F&B�?.BG$%4#(Þ I F(Z4? ä

x ≡ 2 mod 6

x ≡ 3 mod 9

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª~º9¹ �¯®�B�C5%"GXß,! A ! ã Þ.B�#(%4G0GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B+G0G$F(GXß,B�C A G0ß$F&B+?7B+?¨G$%"#&Þ I F&Z4? á !$Bm�G$%4#§Q4B+!$#(%4G äF Â
x ≡ 3 mod 5

x ≡ 5 mod 7F&F Â
y ≡ 5 mod 11

y ≡ 7 mod 13



êWê Õ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö

��ts �¯ �¢@£�¤�¥�¤�¥h¦¨§uL ¢'§iÌí¢�ÎhÏi¦Å§
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª~·HÜ �*´)%4C�B�?9� A C�%4G I %4?

c = 1
�P O?~ß,%"? I B�GEÞ.G A ?7D.%¥# A G�!$B�H4# A G�D.BS# AGXÞ.C A G$B�ß,F(B+?.B

(a+ b) + 1 = s(a+ b) = a+ s(b) = a+ (b+ 1).

ë à.%"! A G$Þ / %"?.H A C�%4G ã Þ.B (a+ b) + c = a+ (b+ c)
��®�B�?~Þ.B�Q4%5D.B�# A G�!XB+H4# A GD7B�# A GXÞ.C A G$B�ß,F(B+?.B

(a+ b) + s(c) = s((a+ b)+ c) = s(a+ (b+ c)) = a+ s(b+ c) = a+(b+ s(c)).

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÚ·uÐ �[ã�F Ý A CE%4G
n ∈ N

��YU%4C A C5%"GOB+# I %4?�ÝXÞ.?~ß$%
A = {m ∈ N : nm

B�GXß|�D7B��=?.F(D.% } �ÅÃ A / !$F&C�B+! A !$B+H"# A D.B�# / !$%hD.Þ I ß,%SH A ! A ?~ß$Fç� A2ã Þ.B 1 ∈ A
�ÅÃ A G$B+H"Þ.?.D A!XB+H4# A D.F I B ã Þ.B�GXF

m ∈ A
B+?�ß,%4? I B+G

s(m) ∈ A
�Ú®�B2B+GXß$B�C�%hD.%

A = N / %"!0B+#/ !$F&? I F / F&%WD.B6F&?.D.Þ I+I F&Z4?©�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªâ·u �Jã�F Ý A CE%4G

n ∈ Z
�vYU%4C A C5%"GYB+# I %4?eÝXÞ7?~ß,%

A = {m ∈ Z : n +mB�GXß.��D.Bh�=?.F&D7% } �¸´)%4C�% 1 ∈ A
B+?�ß,%4? I B�G

A 6= ∅ �Ú³hF m ∈ A
# A G�!XB+H4# A G6ß,B�! I B+! Aá1I Þ A !Xß A H A ! A ?~ß,FÁ� A ? ã Þ7B

s(m) ∈ A
á1ã Þ.B

a(m) ∈ A
��<3%4!�ß A ?~ß,%

A = Z / %4!F(?.D.Þ I�I F(Z4?�B+GXß$!$Þ I ß,Þ.! A #l�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª¸·`¬ �[Þ A G¯ß A ß$B+?.B�!@B+? I Þ7B+?�ß A B�#=GXF&H4?.% á Þ7G A !@B�# / !X%hD.Þ I ß,% ã Þ.B�ß,B+?7B+C�%4GB�?�#(%4G�?�°7C5B�!$%4G�B+?~ß$B+!X%4GY?.%E?.B+H A ß,F(Q4%"G â N+ �®�B��.?.F&C�%4G I %"C5%SB+G6à A V.F§ß,Þ A #�B+#°Q A #&%4! A V7G$%4#(Þ7ß,%SD.B

n ∈ Z
I %4C�% |n| = n

GXF
n ∈ N+ â |0| = 0

á |n| = −n G$F n ∈ N−
ä

• a× 0 = 0× a = 0

• a× b = |a| × |b| GXF�%�V.F(B+? a > 0
á
b > 0

%�V7F&B�?
a < 0

á
b < 0

�
• a× b = −|a| × |b| B�?�B+#�!$B�GXß,%�D.B6#(%4G IJA G$%4G��

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ·u· �o® A D A GYD7%4GYC A ß$!$F I B+G â G$B�D.Bh�=?.B�# A GXÞ.C AEI %"C5%E# A G$Þ.C A D.B IJA D AÞ7? A D.B)G$Þ.G°B+?�ß,! A D A G+��´)%4C�% IJA D A B+?�ß,! A D A B+GXß.��¾L%4!$C A D A / %4!�Þ.?W?�°.C�B+!X%-B+?�ß,B+!X% â# A�A GX% I F A ß,F§QNF(D A D�D.BW# A GXÞ.C A D.BWC A ß,!$F I B�G�B+G I %4?.GXB I Þ.B+? I F A D.B�# A�A G$% I F A ß,F§QhF&D A DD7B�# A GXÞ.C A D.B6#&%"G�?�°.C�B+!X%4G�B�?~ß,B�!$%4G���ÒqD.B�C�# A�I %4?.CWÞ7ß A ß,F§QNF(D A D|� O#�B+#&B�C5B�?~ß$%E?.B+ÞNß,!$%�B+G�# A C A ß,!$FÁ�-?~Þ.# A â I Þ á�A GYB+?�ß,! A D A G�G$%4?�?hÞ7# A G��



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê�ê Ô

(

0 0
0 0

)

 O#¿B�#&B�C5B�?~ß$%�F&?�Q4B+!XG$% / A ! A # A G$Þ.C A D.B�Þ.? A C A ß,!XFç� A B�G)# A C A ß,!XFç� −A !$B�G$Þ.#ñ�ß A D.%�D.B I+A CWV.F A !�D.B-GXF&H4?.% I+A D A B+?�ß,! A D A D.B
A â D.B�?.%4C�F&? A D A0I %4?S# A #&Bsß,! A a á G$ÞI %4!X!$B+G / %4?.D.F(B+?�ß,B�GXÞ.V9æ&?7D.F I B"�

−A =

(

−a11 −a12
−a21 −a22

)

³NB A ?�D.%"G�C A ß$!$F I B+G
A
á
B
I Þ á�A GUB�?~ß,! A D A G�G$%"?�D.B�?.%4C�F&? A D A G©!$B�G / B I ß,F§Q A C�B+?�ß,BI %4?�# A G�#&B�ß$! A G

a
á
b
¿ á GXÞ.G I %4!X!$B�G / %4?.D7F&B+?�ß,B�G�G$Þ7V9æ&?7D.F I B+G|Â��  O# / !$%hD7Þ I ß$%�D.BC A ß$!$F I B�G�G$B6D.B��=?7B ä

AB =

(

a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b11 + a22b21

)

´)%4C / !$%"V A C�%4G ã Þ.B�B�G A G$% I F A ß$F(Q4% â B+G¯ß,%PB�G â (AB)C = A(BC) â D.%4?.D.B�# A GB+?~ß$! A D A G�D7B
C
B+GXß.�"?2D.B�?.%4C�F&? A D A G I %"?2# A #&Bsß,! A

c
��Ã�%0à A"I B�C5%"G / A ! A # A B�?~ß,! A D AD.B�GXÞ.V9æ(?.D.F I B ê4ê D.B�# / !X%hD.Þ I ß,% â D.B2F&H4Þ A #@C A ?7B+! A GXB�à A !2æ A / A ! A # A G0%"ß,! A G0ß$!$B�GB+?~ß$! A D A G+� O?�B�# / !$%hD7Þ I ß$% (AB)C

G$B�ß,F(B+?.B ã Þ7B�D.F I à A B+?�ß,! A D A B�G ä
(a11b11 + a12b21)c11 + (a11b12 + a12b22)c21.

 O?�B�# / !$%hD7Þ I ß$% A(BC)
G$B�ß,F(B+?.B ã Þ7B�D.F I à A B+?�ß,! A D A B�G ä

a11(b11c11 + b12c21) + a12(b21c11 + b22c21).

«�B�GYÞ.? AEI %4C / !$%"V A"I F(Z4?�Q4B+!XFÁ� I+A ! ã Þ.B A C�V A G�Bh² / !XB+GXF&%4?.B�G�GX%4?�F(H4Þ A #&B+G��
 O#4B+#(B+C�B+?~ß$%�?.B+Þ7ß$!$% / A ! A B�# / !$%hD.Þ I ß,%�B+G�# A C A ß,!XFç��F(D.B+?�ß,F(D A D â I %4?6# A D7F A H4%"? A #¾L%4!$C A D A / %4!�Þ.?.%"G á B�#�!$B�GXß,% I B+!$%"G+�

(

1 0
0 1

)

YU%4C A ?.D.% / %4!�B{ÝXB�C / #&%E# A G�C A ß,!XF I B+G

M =

(

1 1
0 1

)



êWê/ê ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö

N =

(

1 0
1 0

)

G$B / Þ.B+D.B I %4C / !$%4V A ! ã Þ.B MN 6= NM
I %4?�#(% ã Þ.B�B�# / !$%hD.Þ I ß,%�D.B6C A ß,!XF I B�G?7%�B+G I %4?.CWÞ7ß A ß,F§Q4%.�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªD·u¹ �Y O#U!$B�GXß,%2D.B0D.F(QhF(D.F&! �/� 1 ê B+?�ß,!$B µ Õ-ÝEB�G ê�¶Nê �� O#U!$B+G¯ß,%2D.B0D.F(QhF(D.F&!
µ Õ-Ý�B+?�ß,!XB ê�¶Nê B+G�Õ-ÔN�° O#¡!$B+G¯ß,%0D.BYD.F§QhF&D.F(! êW¶7ê B+?�ß,!XBJÕ-Ô�B�G ê4ê �O O#¡!XB+GXß$%0D.BYD.F(QhF(D.F&!
ÕzÔ�B�?~ß$!$B ê"ê B�G ê �T<3%4!�ß A ?�ß,% ä
mcd(9981, 247) = mcd(247, 101) = mcd(101, 45) = mcd(45, 11) = mcd(11, 1) = 1.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ·Mº � O?~ß,! A D A7ä
a, b ∈ N â a ≥ b

i := a â j := bî à.F&#(B j 6= 0
r := i mod j
i := j
j := r³ A #(F&D A7ä

i

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªx·u¼ �±³NÞ / %4?7H A C�%4G ã Þ.B a D.F(QhF&D7B A # I % I F(B+?~ß$B q = c/b ∈ Z
B�?~ß$%4? I B+GBm²NF&GXß$B�Þ.?WB+?�ß,B+!X%

s
D.B�C�%hD.% ã Þ.B

as = q
�° OG¯ß,%�F(C / #&F IJA c = abs

B�? I %"?~ß,! A D.F I+I F(Z4?I %4?�B+#�à.B I à.%5D.B ã Þ.B
a
?.%�D.F§QNF(D.B A

c
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª*·uÆ �� O#�?�°.C�B+!X% ê�ê Ô�×E?.%5B�G / A ! / B+!$%5G2æUB�G�C»°.#§ß,F / #(%�D.BÅ×7�) @?�ß,%4? I B+GD7F(QhF&D.F(B+?.D7%¨B+?�ß,!XBÀ×¨G$B1%"V7ß,F(B+?.B
1653 = 3 × 551

� ë à.%4! A V.F&B�?
232 = 529

á
242 = 576

�o<3%4!�ß A ?�ß,%±Ô�Ô ê à A D7B6ß,B�?.B+!YÞ7?¸¾ A"I ß,%4!�C5B�?.%4!�%�F(H4Þ A # ã Þ.B µ ×7�� O# ê��D7F(QhF&D.B A Ô/Ô ê ��³NB�ß,F(B+?.B ã Þ.B
551 = 19× 29

��´)%4C5% µ�� B�G / !XF&C�%�GXB6ß,F(B+?.B ä

1653 = 3× 19× 29.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª~¹uÈ �D³hF
r = a mod p = b mod p â B�?~ß$%4? I B+G�GXBSß,F(B+?.B ã Þ.B�Bh²NF&G¯ß,B�?B�?~ß$B+!$%"G-?7%�?7B+H A ß$F(Q4%"G
q
á
q′
ß A #&B�G ã Þ.B

a = pq + r
á
b = pq′ + r

��³NB0G$F&H"Þ.B ã Þ.B
a− b = p(q − q′) â I %"?�#(% ã Þ.B a ≡ b mod p

�



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê�ê Ý
³NF(? / B+!XD.F&D A D.BWH"B+?.B�! A #(F&D A DRGXÞ / %4?.H A C5%"G a ≥ b

�Ó<3%"!-B�#3ß,B�%4!$B�C A D7B+#�!$B�GXß$%
q, q′ ∈ N ∪ {0} á B�?~ß$B+!$%"G r á r′ ß A #&B�G ã Þ.B 0 ≤ r < p â 0 ≤ r′ < p

á
a = pq + rá

b = pq′ + r′
�) O?�ß,%4? I B+G

a− b = p(q − q′) + (r − r′)
�o®�B�B+GXß$B0C�%hD.%

r − r′ =
(a − b) − p(q − q′)

B+GWÞ.?pC�°7#(ß,F / #(%�D.B p �Û´)%4C�% −p < r − r′ < p
B�?~ß$%4? I B�G?.B I B+G A !$F A C5B�?~ß$B

r = r′ â I %4C�% ã Þ.B+!2æ A C�%4G�D7B+C�%4GXß$! A !��
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹HÜ �

2 ≡ 4 mod 2 / %4! ã Þ.B 2− 4 = −2 �
13 ≡ −2 mod 5 / %4! ã Þ.B 13 + 2 = 5× 3

�
15 ≡ 3 mod 3 / %4! ã Þ7B 15− 3 = 4× 3

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹uÐ ��³NF

a ≡ c mod p
B+?�ß,%4? I B+GYBh²NF&G¯ß,B6Þ.?�B+?�ß,B+!X%

s
ß A # ã Þ.B ä

a− c = sp.

³NF
b ≡ d mod p

B�?~ß$%4? I B�G�Bm²NF&GXß$B�Þ7?�B�?~ß$B+!$%
t
ß A # ã Þ.B ä

b− d = tp.

³NÞ.C A ?.D7% A CWV A G�F&H"Þ A #&D A D.B�G�G$B�ß,F(B+?.B ä
(a+ b)− (c+ d) = p(t+ s).

®�B6C5%hD.% ã Þ.B
a+ b ≡ c+ d mod p

�
<3%4!�%"ß,!X%E# A D.%�CWÞ.#§ß,F / #(F IJA ?7D.% / %4! b # A / !XF&C�B+! A F(H4Þ A #(D A D�G$B�ß,F&B�?.B ä

ab− bc = spb.

è�Þ.#§ß,F / #&F IJA ?.D.% / %4! c # A GXB+H"Þ.?.D A F(H4Þ A #(D A D�G$B6ß$F&B�?.B ä
bc− dc = tpc.

³NÞ.C A ?.D7%¬# A G�D.%"G�F&H4Þ A #&D A D.B+GSG$B¥ß,F&B�?.B ã Þ7B
ab − dc = p(ab + tc)

I %"C5%ã Þ7B+!7æ A C�%4G�D.B�C5%"GXß,! A !+�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¹u �

2345 + 214× 432 ≡ 6 mod 7
�

2419 + 987 ≡ 4 mod 7
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª ¹`¬ �À³NF)Bm²NF&GXß$B
x ∈ Z

ß A # ã Þ7B
3x + 4 ≡ 5 mod 6 â B+?~ß$%4? I B+G 3x ≡

1 mod 6 â D7B�C�%hD.% ã Þ7B�Bh²NF&G¯ß,B6Þ.?�B+?�ß,B+!X% k ß A # ã Þ.B
3x = 6k + 1



êWê 1 ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
#(% ã Þ.B�D A Þ.? AEI %4?~ß$! A D7F I+I F&Z"? / Þ.B�G ê ?.%EB+GYC»°.#§ß,F / #§%WD.BÅ×N�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª¸¹u· ��´)%4C�%

5x+2 ≡ 5 mod 7 / A G A C�%4GOB+#.D.%4G@!XB+GXß A ?.D.% / A ! A %4VNß,B+?7B+!
5x ≡ 3 mod 7

��´)%4C�%EB+#
mcd(5, 7) = 1

B�?~ß,%"? I B�G�Bh²NF(GXß,B6B�#�F&?�Q4B+!$GX%�D.BÅÔ / A ! A B+#/ !$%hD.Þ I ß,%�C�ZhD.Þ.#&%íÝN�� O?�Bh¾LB I ß,% â D.F I à.%SF(?~Q4B�!$G$%�B�G%× á�ASã Þ.B 5 × 3 ≡ 1 mod 7
�

®�BSB�GXß,B�C�%hD.%RCWÞ.#§ß,F / #§F I+A ?.D.% / %4!»×�%4V7ß,B�?.B+C�%4G x ≡ 2 mod 7
�1 O?~ß,%"? I B�G�# A GGX%4#&Þ I F&%"?.B+G�G$%4?�D.B6# A G$F(H4Þ.F(B+?�ß,B#¾L%4!XC A D.%"?.D.B

k ∈ Z
ä

x = 7k + 2.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª~¹u¹ �ÑÃ A G I %4?7H4!$Þ.B�? I F A G�#(F&?.B A #(B+G / # A ?�ß,B A D A G�ß,F(B+?7B+? GX%4#&Þ I F&Z"? / %"!�B�#ß$B+%4!XB+C A�I à7F&?.%ED.B6#&%4G�!$B+G¯ß,%4G��o®�F I à A G$%"#&Þ I F&Z4?SB+Gß× ê�ê � ×/× ¶ �
Ã�%4G�B{ÝXB�! I F I F(%4G ê Ý/Â â ê 1zÂ â ê/� Â á Ý ¶ Â�³NB / !$B�G$B�?~ß A ?�à.B I à.%4G I %4?Äè A / #&B*�

ü'?@x'?Xý yéI�O�FHOâEJFfGz$��{F�C9ITKSL=NTG K{�TG}| I�&#R=F
:0Õ=:1ì3Ñ�ª;<EÖ Ï ì3Õ=< Ï Ö Ï <+Ñ�<�M Ï :nÕ¥Ö Ï Ð î : Ï~Ô Õ=Ò�ÑLÓ;Ð�@B A C5%4G I Z"C5%�GXB / Þ.B�D.B+?pF&C / #(B+C�B�?~ß A !�B�?"è A / #&B5D.F&G¯ß,F&?�ß,%4G A #&H"%4!$F§ß$C�%"G�D.BI+A CWV.F&%�D7B�V A G$B*�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹Mº¿^ÁSÏ ìUÕ=< Ï Ü-ÈPÕPìUÕ=< Ï a

Ã A B�?~ß$! A D A B+G�B�#6?-°.C5B�!$%�B�?~ß,B�!$%`j á # A V A G$B¤a"�® O# A #(H4%4!XF§ß,CE%pD.B+V;B�F&!I+A # I Þ.# A ?.D.%E# A G I FÁ¾L! A G�D.B+#�?�°.C�B+!X%�B+?�V A G$B2a2à A*I F&B�?.D.%�D.F§QhF&G$F(%4?.B�G�G$Þ I B+G$F§Q A G / %4!a á ß$%4C A ?.D.%5#(%4GY!$B�GXß$%4G+�JÃ A G A #&F&D A GXB+!7�2Þ.? A #(F&GXß A
a0 â a1 â �(�§� â am

D.B0C5%hD7% ã Þ7B
n
GXB�B�G I !$F&V;B I %4C�%

am...a1a0
B+?�V A G$B5a"�

> a�,5Q�MV/X9l_~�,TZ=\�^!_9XQaib=0og7,9d
> e-X�a/,Qe��oghVig2j[g.e�g|v�Z
> V�Z]\/0@Z v�Z]\YliZ
> }zyMVze/8;V��+�k~ w9X
> �@k7v:noZ]\`V"5YX�wf,TZ
> v�Z]\`v��YliZ
> V�Z]\-39e-X-X:_TbhV.�/,`di�
> X:woZ
> v�8.��b]�@k=j/n�g2j-\Yl��k�.v+�!l/dc�
> 8:0Qw�Z�@B A C5%4G A #(H4Þ.?.%"G�B{ÝXB�C / #(%4G



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê�ê/�

> a�,5��SV/X9l_~-,[b7��g7q9di�
0, 0, 0, 1

> a�,5��SV/X9l_~-,[b8��qz�Tgt�`dc�
4, 0, 2, 3

´)%4C / !$%"V;B+C�%4G ã Þ.B�B�?�B�¾LB I ß$%���GXß,B6B+GYB�#�!$B�G$Þ.#§ß A D.% ä
> �0�3� �r~.�+~ �3���9lc�Qq �3���/q.�����r� �����

724
ë ß,!X%�BqÝXB+C / #(% á GXÞ I %4C / !$%4V A*I F(Z4? ä
> a�,5��SV/X9l_~-,[bWl�q-�z�Tg2�udi�

2, 2, 3, 2

> q �ib2�0�3~9df��q��cb2�0�!l/d������cb2�0��q`df�Qq �cb2�0�:�udi�
1234

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹uÆ �
> a�,5��SV/X9l_~-,[bWlW� �-�[g7q`di�

1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1

> a�,5��SV/X9l_~-,[bWlW� �-�[g7�`di�
0, 3, 3, 1, 2

> a�,5��SV/X9l_~-,[bWlW� �-�[gt�udi�
2, 6, 1, 4

<3%4!�ß A ?~ß,% ê Õ ê Ô¥B+?£V A GXB µ â B+?£V A G$B¡Ô á B+?£V A G$B¡ÝPB�G â !XB+G / B I ß$F(Q A C5B�?~ß$B âê�¶7ê4êW¶7ê4ê4ê�¶�¶7ê â µhê ×/× ¶ á Õ ê�ê/µ �
Á�Ï ìUÕ=< Ï a ÕPìUÕ=< Ï Ü-È



ê Ý ¶ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
 O# / !$% I B+D.F(C5F(B+?�ß,%�B+G�B+#�GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B ä
> a�,5Q�MV/X/,ulf~TZ=\�^!_9XQaibme�g7,9d
> e-X�a/,QefvcghV�Z
> v�Z]\9e[kmlWnoZ
> 39X:_pV43-_`X�5rqts`X40uX^Yvib|eQd
> w9X
> v�Z]\`v��!e[k.Vn0�/, �cbhV+�Qlzd�Z
> X:woZ
> vc�
> 8:0Qw�Z
�@B A C5%4G�B{ÝXB�C / #&%4G ä
> a�,5Q�MV/X9l_~�,�b.�k�k��g2�`dc�

0, 0, 0, 0, 1, 2

> a�,5Q�MV/X/,ulf~�b9k7a/,5Q�MVzX9lf~-,[b7�+�.�Tg��ud�n�g��udi�
567

> a�,5Q�MV/X/,ulf~�b9kmlHg�lHg�lHgt~�g�l�nTg7q9dc�
23

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¹u¼ �
> a�,5Q�MV/X/,ulf~�b9kmlHgt~�gt~�g�lHgt~�gt~�g�lHgt~�g�l�nTg7q9dc�

329

> a�,5Q�MV/X/,ulf~�b9kmlHgt~�g�lHg2q�g�l�nTg2�`dc�
145

> a�,5Q�MV/X/,ulf~�b9k1��gt~�g�lHg2q�g=��g��-nTgt�`dc�
60764

ÁSÏ ìUÕ=< Ï a Õ�ìUÕ=< Ï Å
Ã�%�à A"I B�C5%"GEÞ.G A ?.D.%�#&%"G / !X% I B+D7F&C�F&B�?~ß,%"G A ?~ß$B+GED.B��.?.F&D.%"G â / A G A ?7D.% / %4!�# AV A G$B ê�¶ ä



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê Ý ê
> a�,5��SV/X/,:�@Z=\/^Q_`X�aibme�g2,�g1�Sd
> e-X�a�,!exs!85�^�Z
> s!85�^�Z]\9a�,5Q�SV/Xz,ul_~[bme�g7,9d�Z
> a�,5��SV/X9l_~-,[b�s!8:5�^og]�Sdi�
> 8:0QwoZ
 ¿ÝXB+C / #(%4G ä
> a�,5��SV/X/,:��b9khl�g�l�gt~�g�lWn�g2q�g��udi�

2, 0, 1

> a�,5��SV/X/,ul_~[b9kmlHg�l�g8~�g�l�nTg7q9dc�
> a�,5��SV/X/,ul_~[b9k=q�gt~[g�l�nTg2�`dc�

11

11

O î :nÕ=<��¬T Ô ª�Ö î Ò"M�ª;< Ï Ð£ìUÕ=< Ï Ð O?�B�# / !$% I B+D.F(C�F&B+?�ß,%�GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B�B�#�?�°.C�B+!X%�C��"G�# A !$H4%WQ A B+? / !$F(C5B�!�#(Þ.H A !+�
> vc�z5`,�qTZ]\�^Q_`XQaibme�gB5�d½e�X�a�,QexsogmVig|vcg�_Tg2j�Z
> s�Z]\�k.v�8.�[b15'k|V�n�gmV\Ml��k�B0uX^Yvcb15�d-dcg|v/8.��b8~�gmV:\Yl��k�B0uX^Yvcb|e!dk��0uX^Yvcb15�d-dnoZ
> _ok�~/n�Z]\+~TZ
> V�Z]\Yl
> }zyMV/ez8;V��:0uX^Yvib|eQd��Ml4w9X
> v�k.V�n�Z]\[b|e[k|Vn+�zs�k.Vn=�z_�k.V+�Ql�nud"5MX:wfq�Z
> _ok.V�n�Z]\z39e-X�X�_�b�b|e[k|Vn+�zs�k|V�n=�z_�k.V+�Ql�nud.�/q`d�Z
> V�Z]\`V��YliZ X:w�Z
> v�k.V�n�Z]\z_ok.V+�!lWn�Z
> k7v�8.��bmv�k=j/n�g7jz\Mlj�k�B0YX�^MvibmeQd��Ylzd�n��
> 8:0QwoZ
> vc�z5`,�q�b!kmlWn�g!kml�nudi�

[0, 1]

> vc�z5`,�q�b!k�~[g�l�nTg!kmlWnYdc�
[1, 1, 0]

® A C�%4G@GXZ4#&%6# A F(D.B A / A ! A6I %4?.GXß$!$Þ.F(!@B+# A #&H4%"!$F§ß$C�%�D.BYCWÞ.#§ß,F / #§F I+A"I F(Z"?©�[³NB�D.B+V;Bà A"I B�!6#(%SGXF&H4Þ7F&B+?�ß,B ä Q A C�%4G A CWÞ.#(ß$F / #(F IJA !�# A #&F(GXß A z I %4? j|Æ Ç Ä*� z � B�#&B�C5B�?~ß,%"G á # A



ê Ý µ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö
#(F&G¯ß A d I %4?¤j|Æ Ç Ä*�Èd � B�#&B�C5B�?~ß,%"G+�í� AJá¥ã Þ7B I %4?.GXß$!$Þ.F(!�Þ.?nV.Þ I #&B ã Þ.B5!$B I %4!$!XB5# A#(F&G¯ß A d���³NF©# A B�?~ß,! A D A / !$F(C5B�! A B�GYÞ.? ¶ ?.%Eà A"I B6? A D A â G$F©?.%Eß$%4C A # A #&F(GXß A z �o³hF# A B�?~ß,! A D A GXB+H4Þ.?7D A B+G ¶ ?.%Wà A"I B�? A D A â GXF¿?.%�ß,%"C A # A #&F(GXß A z á #&B A � A D7B�Þ.? ¶ A #�.? A #l�T³NÞ.C A # A / !$F(C5B�! A�á # A GXB+H4Þ.?7D A #&F(GXß A�á�A G7æ / !$% I B+D.B�GXÞ I B�G$F§Q A C�B+?�ß,B"�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDºSÜ �F Â�B+# µ q�×zäÓÔ á µ q µ × ×zäb17�F&F Â�B�#cÔrqÓÝ/ä ê�µ á B+#cÔrqÓÝ × µ ä ê�� �F&F(F Â�B+# ê4ê q%Ô�ä êWê á B+# ê4ê q µ × Ô/ä µNêF(Q!Â@× á ÕÄ¿

3× 4 = 12 ≡ 0 mod 12
Â â µ á ê ¿ 2× 6 = 12 ≡ 0 mod 12

Âs�Q!Â µ á 1¸¿
2× 8 = 16 ≡ 1 mod 15

Â â Õ á ÕÄ¿ 4× 4 = 16 ≡ 1 mod 15
Â��

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº9Ð �F Â
mcd(10223, 33341) = mcd(33341, 10223)´)%"C5%

33341 mod 10223 = 2672 â
mcd(33341, 10223) = mcd(10223, 2672)

´)%"C5%
10223 mod 2672 = 2207 â

mcd(10223, 2672) = mcd(2672, 2207)

´)%"C5%
2672 mod 2207 = 465 â

mcd(2672, 2207) = mcd(2207, 465)

´)%"C5%
2207 mod 465 = 347 â

mcd(2207, 465) = mcd(465, 347)

´)%"C5%
465 mod 347 = 118 â

mcd(465, 347) = mcd(347, 118)

´)%"C5%
347 mod 118 = 111 â

mcd(347, 118) = mcd(118, 111)

´)%"C5%
118 mod 111 = 7,

mcd(118, 111) = mcd(111, 7)



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê Ý�×
´)%4C�%

111 mod 7 = 6 â
mcd(111, 7) = mcd(7, 6)

ã�F&? A #&CEB+?�ß,B â I %4C�% 7 mod 6 = 1 â
mcd(7, 6) = mcd(6, 1) = 1

Ã�%"G�D.%4G�?-°.C5B�!$%4G�D A D.%4G�GX%4? / !$F(C5%4G�B�?~ß$!$B6G7æl�F&F Â
mcd(385, 1729) = mcd(1729, 385)´)%4C�%

1729 mod 385 = 189 â
mcd(1729, 385) = mcd(385, 189)

´)%4C�%
385 mod 189 = 7 â

mcd(385, 189) = mcd(189, 7)

´)%4C�%
189 mod 7 = 0 â

mcd(189, 7) = mcd(7, 0)

á ?hÞ.B�GXß$!$%5C��²NF&C�% I %"C�°7?�D.F§QhF&G$%"!�B�GYB+#
7
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*º9 �Tð�?�?�°7C5B�!$%
n
D.B â / %4?7H A C�%4G â m I FÁ¾L! A G�G$B / Þ.B�D.B�B+G I !$F(V.F&! I %4C�%

n = a0 + a110 + a210
2 + a310

3 + ...+ am10m

G$F&B�?.D.%
ai

# A�I FÁ¾L! A
i− �+GXF&C A D.B�#�?�°.C�B+!X%.�´)%4C�%

10 ≡ 1 mod 9
B�?~ß,%"? I B�G

10n ≡ 1 mod 9 / A ! A2IJA D A n ∈ N
�Ó®�BWB+GXß$BC5%hD.% A #|ß,! A V A Ý A !�C�ZhD.Þ.#(% � GXB6ß$F&B�?.B ä

n ≡ a0 + a1 + ...+ an mod 9.Ã�% ã Þ.B�G$F(H4?.F�� IJA5ã Þ.B
n
B+G-C»°.#§ß,F / #(%�D.B � GXF á G$%4# A C5B�?~ß$B�GXF�#&%2B�G a0 + a1 +

...+ an

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ºQ¬ �F Â

3 + 5 = 8
�
8 mod 5 = 3 mod 5

4 + 8 = 12 = 2 mod 5



ê Ý:Õ ð�ç�ñOòJæ�ó3è�ô��hõ�ç-ö�é+æ�)���æUésð°ç{)¨ô��SóUè�ç-ö

9× 8 mod 5 = (−1)× (−2) mod 5 = 2 mod 5
841234 mod 5 = (−1)1234 mod 5 = 1 mod 5

¿Là.B+C�%4G�Þ.G A D7% ã Þ.B
84 mod 5 =

(−1) mod 5
Â

(245 + 1321) mod 5 = (0 + 1) mod 5 = 1 mod 5F&F Â
(4 + 5) mod 2 = (0 + 1) mod 2 = 1 mod 2

(1044 + 8) mod 2 = (0 + 0) mod 2 = 0 mod 2
(9× 8) mod 2 = (1× 0) mod 2 = 0 mod 2
841234 mod 2 = 01234 mod 2 = 0 mod 2
(245 + 1321) mod 2 = (1 + 1) mod 2 = 0 mod 2F&F(F Â

(3 + 75) mod 7 = (3 + (−2)) mod 7 = 1 mod 7
(234 + 458) mod 7 = (3 + 3) mod 7 = 6 mod 7
(9× 8) mod 7 = (2× 1) mod 1 = 2 mod 1
841234 mod 7 = 01233 mod 7 = 0 mod 7
(245 + 1321) mod 7 = (0 + 5) mod 7 = 5 mod 7.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª¡º9· �O O? / !XF&? I F / F(% â ?.%�ß$F&B�?.B / %"! ã Þ9��à A V;B+!�G$%"#&Þ I F&Z4? â á�A�ã Þ.B ê á � ?7%GX%4? / !$F&C�%4G�B+?�ß,!$B�G7æ â á B+#�ß,B�%4!$B�C A�I à.F&?.%SD.BE#(%4G-!$B�GXß,%"G6?.%�G$B A / #&F IJA �6�@B+!XB+C�%4Gã Þ.B â B+?�B�¾LB I ß$% â B+GXß$B�B+G�Þ.?�B{ÝXB+C / #(%ED.B6?.%EBh²NF&G¯ß,B+? I F A D.B6G$%4#(Þ I F(Z4?©�³NF
x ≡ 2 mod 6

B+?~ß$%4? I B+G
x
G$B / Þ.B+D7B�B+G I !$F(V.F(!YD.B0# A GXF&H4Þ7F&B+?�ß,BÓ¾L%"!$C A D.%4?7D.B

K1 ∈ Z
x = 2 + 6K1á G$F

x ≡ 3 mod 9
B�?~ß,%"? I B�G�B�?~ß$%4? I B+G

x
GXB / Þ.B+D.B6B+G I !$F(V.F&!�D.B6# A G$F(H4Þ.F(B+?�ß,B#¾L%4!XC AD7%4?.D.B

K2 ∈ Z

x = 3 + 9K2YUB�?.B+C�%4G / Þ.B+G
2 + 6K1 = 3 + 9K2ã Þ.B6F&C / #(F I+A
6K1 − 9K2 = 1<3B�!$%

6K1 − 9K2 = 3(2K1 − 3K2)
#&% ã Þ.B�F(C / #(F IJA

3(2K1 − 3K2) = 1

B�GYD.B I F(! â 1 B+G�D.F§QNF(G$F(V.#(B / %4! 3 â #(% I Þ A #�?7%�B+G I F(B+!Xß$%.�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª"º`¹ �� O? A CWV;%4G IJA G$%4G�GXB A / #&F IJA B+#�ß,B�%4!$B�C A�I à.F&?.%5D.B�#(%4G�!XB+G¯ß,%4G�¿ 5 á
7
G$%4? / !XF&C�%4G�B+?�ß,!XB�G7æ â 11 á 13

G$%"? / !$F&C�%4G�B�?~ß,!XB�G2æ Âs�



�hõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô'+�öJ��+°óc�@è�æ)ô'+ ê Ý/Ô
F Â
p1 = 5 â p2 = 7

�
P = 35

�
P1 = 7, P2 = 5

�TÞ)Þ.G IJA C�%4G
q1
á
q2
ß A #(B+G ã Þ.B

q17 ≡ 1 mod 5

q25 ≡ 1 mod 7

<@!X%4V A C�%4G�#(%4G�D.F§Q4B+!XG$%4G�Q A #(%4!$B�G / %4G$F(V.#&B�GYD7B q1 á Q4B+C�%4G ã Þ.B q1 = 3
G A ß,F(G2¾ A"I B�# AB I Þ A"I F(Z4?©��� A"I B+C�%4G�#(%2C�F&GXC5% I %4?

q2
á�I %"C / !X%4V A C�%4G ã Þ.B q2 = 3

G A ß,F(G2¾ A"I B�# AB I Þ A"I F(Z4?©� O?~ß$%4? I B+G â B+#�?-°.C�B+!$%EV.Þ.G IJA D7%5B+G
x = (3× 3× 7 + 5× 3× 5) mod 35 = 138 mod 35 = 33 mod 35

®�B6B+GXß$B�C�%hD.%�ß,%hD A G�# A G�G$%"#&Þ I F&%4?.B�G�GX%4?�D.B6# A ¾L%4!$C A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B I %4?
k ∈ Z

ä
x = 33 + 35k

F&F Â
p1 = 11 â p2 = 13

�
P = 143

�
P1 = 13, P2 = 11

�@Þ)Þ.G I+A C�%4G
q1
á
q2
ß A #&B+Gã Þ7B

q113 ≡ 1 mod 11

q211 ≡ 1 mod 13

<@!X%4V A C�%4G�#(%4G�D.F§Q4B+!XG$%4G�Q A #(%4!$B�G / %4G$F(V.#&B�GYD7B q1 á Q4B+C�%4G ã Þ.B q1 = 6
G A ß,F(G2¾ A"I B�# AB I Þ A"I F(Z4?©��� A"I B+C�%4G�#(%2C�F&GXC5% I %4?

q2
á�I %"C / !X%4V A C�%4G ã Þ.B q2 = 6

G A ß,F(G2¾ A"I B�# AB I Þ A"I F(Z4?©� O?~ß$%4? I B+G â B+#�?-°.C�B+!$%EV.Þ.G IJA D7%5B+G
x = (5× 6× 13 + 7× 6× 11) mod 143 = 852 mod 143 = 137 mod 143

®�B6B+GXß$B�C�%hD.%�ß,%hD A G�# A G�G$%"#&Þ I F&%4?.B�G�GX%4?�D.B6# A ¾L%4!$C A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B I %4?
k ∈ Z

ä
x = 137 + 143k.
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ô õ;öø÷YùÚúüû�ý �

ô ý±� � ��� õ�ù¸ý ��� õ

Ã A�I %4CWV.F(? A ß,%"!$F A B�G�B+# A !Xß,BED7B I %4?�ß A ! â B�G0D7B I F(! â D.B IJA # I Þ7# A !-F&?�ß,B+#(F(H4B+?�ß,B�C5B�?~ß$BIJA !XD.F&? A #&B�G�D.B I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G á D7B0B�?hÞ.C�B�! A ! â B+G¯ß,%5B+G â D.Bsß,B�!$C�F&? A !�#(%4G�B�#&B+C�B�?~ß,%"GYD.BÞ.? I %4?�ÝXÞ.?~ß$%PD.B+G I !$F§ß,% / %4! A #(H4Þ.? A / !$% / F&B�D A D©�¤ OG�Þ.? A D.F(G I F / #&F(? A1I # �"GXF I+A¥ã Þ.BI %4V.! A ?hÞ.BsQ4% A Þ.H4B I %"?�# ASA / A !XF I F&Z4?RD.B�#&%"G�%"!$D.B�? A D.%4!XB+G / %4!-D.%4G6! A �+%"?.B+G ä / %"!Þ.?2# A D.% / %4!�# A / %4GXF&V.F(#&F§D A DED.B I �"# I Þ.#(% ã Þ.BJ�+G¯ß,%4G A / %4!¯ß A ? â á / %4!�%"ß$!$% / %4! ã Þ.B�B�?B+#©B�GXß$Þ.D.F&%�D.B A #(H4%4!XF§ß,CE%4G�%�B+?�B+# A ?`�"#(F&G$F(G�D.B / !X%4H4! A C A G)#&%4G / !$%"V.#&B�C A G)D.B�#|ß,F / %I �"# I Þ.#(%�D.B�#7?-°.C5B�!$%-D7B�% / B�! A"I F&%4?7B+G â Þ7?.F&D A D.B+G�D.B�C�B+C�%4!XF A�ã Þ.B�GXB / !XB I F(G A ? / A ! A!$B A #&FÁ� A !�Þ.? A�I F&B�!Xß A % / B�! A"I F&Z"? â B�GXß,Þ7D.F&%5D7B0# AEI %4C / #(B{ÝXF(D A D©�§�(��GX%4? / !$%4V.#(B+C A G�D.Bß,F / % I %4CWV7F&? A ß$%4!$F§%.�
³NB / !XB�ß,B�?.D.B ã Þ.B�B+# A #&Þ.C�?.% A #��.? A #&FÁ� A !)B+# I+A / æ§ß,Þ.#(% ä
• ®�%4C�F&?7B�# A G�!$B�H4# A G@¾LÞ.?.D A C�B+?�ß A #(B+G�D.B�# I �"# I Þ.#(% I %4CWV.F(? A ß$%4!$F(%7�
•  O?~ß$F&B+?7D A�á Þ7ß,F(#&F I BE#&%"G I %4? I B / ß,%"G�D.B�Q A !XF A"I F&%"?.B+G â I %4CWV.F&? A"I F(%4?.B�G á / B+!=�CWÞ7ß A*I F(%4?.B+G á #&%4G / Þ.B+D A�A / #(F I+A ! / A ! A�IJA # I Þ.# A ! IJA !$D.F(? A #(B+G�D.B I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G��
• <OÞ.B+D A�A / #&F IJA !�B�GXß A G6?7% I F(%4?.B+G / A ! A B+G¯ß,Þ.D7F A !-# A / !$%"V A V.F(#&F(D A D�D.B�GXÞ I B�G$%4GD.B6Bh² / B�!$F&C�B+?�ß,%4G I %4?�Þ.? AEI+A ?~ß$F&D A DÍ�.?.F(ß A D.B6!$B+GXÞ.#(ß A D.%"G / %4G$F(V.#&B�G+�

JÍ��� �¿��ÏH£�¦5¼ÍÌÍ¤@¤�¥s¾��
´)%4C�%Rà7B+C�%4G�G$B�� A # A D.%�B+?pB�# / �"!X! A ¾L%�F(?~ß$!$%hD.Þ I ß,%4!XF&% â B+# / !XF&C�B+! / !$%"V.#&B�C A�ã Þ.Bß,! A ß A C�%4G�D.B A V;%"!$D A !�B+G3B�#~D.B Ò/ª;Ð¿MJÕ Ô â B+G3D.B I F(! â I %4C / Þ7ß A !�B�#h?-°.C�B+!$%YD.B�B�#&B�C5B�?Q�ß,%4G�D.BWÞ.? I %4?eÝXÞ7?~ß,%7��« A D.B+C��"G�à A*I B+!X#&%�D7BWC A ?.B+! A F&?�ß,B�#&F(H4B�?~ß$B"��´)%4C�B+? I B+C�%4GI %4?�Þ.?�B{ÝXB�C / #&%.�

ê Ý/Ý



ê Ý31 ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô')n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^�Ü=^�Ü à©g$a Ã j;a�tuÆ*d Ç gso'cltscl}ejpaX²Jg$f"ruguthá&Äso'clt$a1t�Æej E � Ç a"r�o'cltsc Ç a"j=oqguÄ5w Ã gÄ]gO² Ã glk�a Ç ÆerWg z Äsc&Äsoqgsd�a�fhg�g z cyd�cyj;a"o{Æer�c'ae�)guÄ�fhgutscyru��gsjnt$a�f�a Ç a"r�o�c'f�a�g z k�a"j;a�fhÆerÇ aeÄ+a0a z a�Äsc§k Ã clgsj=o{g©Î�aeÄ]g�m�g zeÇ gsrXfhg$fhÆer�w Ã g$f�a�g z cyd�cyj;a�fhÆ � � gsoqgsrsd�cyj;a"rYg z j=¢hd2gsruÆfhg Ç a"r�o�c'f�aeÄ0w Ã g�Ä]g-º7a"j¥fhg@² Ã k�a"r Ç a"r$a�Æ Å oqgsj|gsr Ã jnt$a"d Ç gu}ej �

< A ! A Þ7? A / B�!$GX%4? A�A"I %4GXß$Þ.CWV.! A D A2A #�G$F&G¯ß,B+C A D.B�B�#&F&C�F§? A ß$%4!XF A G�B+# / !$%4V7#&B+C AGXB�!XB+G$Þ7B+#(Q4BÓ¾�� I F&#(C�B�?~ß,B ä
 @C / B�� A C�%4G I %4?�# A G'× µ / A !Xß$F&D A G�D.B6#&%"G'× µ � A Q4%4G�D.B��=? A #l�<@!X%4G$B�H4Þ.F(C5%"G I %4?�# A G ê�ê D.B6#&%4G�D.F&B I F&GXB+F(G A Q4%4G�D.B��=? A #l�
®�B+G / Þ9�+G�#&%"G�1E% I ß A Q4%"GYD7BÓ�.? A #l�Ã�%4G I Þ A ß,!$% I Þ A !Xß,%"G�D.BÓ�.? A #��
Ã A G�D.%4G�GXB+C�FÁ�=? A #&B�G+�«�# A �=? A #l�

Total : 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 63.

 O# / !$%"V.#&B�C A ß A CWV.Fç��?�G$B / Þ.B+D7B�!$B�G$%4#§Q4B+!�D.B0Þ7? A C A ?.B+! A C��"GYF(?~ß,B�#&F(H4B�?~ß$B áC��"G%¾�� I F&#@D.B2H4B+?.B�! A #(Fç� A ! A Þ.?¨?-°.C5B�!$% I Þ A # ã Þ.F&B�! A D.B / A !¯ß,F I F / A ?~ß$B+G��ÄÃ A F&D7B AI # A Q4BSB+G�# A GXF&H4Þ7F&B+?�ß,B ä B�? I+A D A / A !Xß,F(D A GXB�B+#(F&C�F§? A Þ.?�ÝXÞ.H A D.%4!+�Ñ< A ! A1ã Þ.B�G$Bß$B+?.H A Þ.?£H A ? A D.%4!�à A]á�ã Þ7BRB+#(F&C�F(? A ! A ß,%hD.%4G5#&%4G-ÝXÞ.H A D7%4!$B�G2G A #§Q4% A Þ7?.%6¿'B�#H A ? A D.%"!|Â â / %4!�ß A ?~ß$%EB+#�?�°7C5B�!$%ED.B / A !Xß$F&D A G�B+G ä
Total : 64− 1 = 63.

«�C�F&B�?~ß,! A G�# A / !$F&C�B�! A ¾LZ4!$CWÞ.# AWA / #(F IJA D A / %4!�B{ÝXB�C / #(% A Ô ê�µ ÝXÞ7H A D.%4!XB+G�B�G ä
256 + 128 + 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 511.Ã A G$B�H4Þ.?7D A ¾LZ4!$CWÞ.# A B+GYGXB+? I F&#(# A C�B�?~ß$B ä

512− 1 = 511.´)%4?5B+GXß$B�B{ÝXB�C / #&%�à7B+C�%4G ã Þ.B�!$F&D7%0C5%"GXß,! A !O#&% ã Þ.BYG$B / !$B�ß$B+?.D7B A #=D.B�G A !X!$%4#(# A !# A tuÆed Å cyj;a"oqÆersc'a â ?7%�G$Z4#(% I %4?�ß A !-ß,%hD.%"G�#&%4G-B�#&B�C5B�?~ß,%"G ã Þ.B I %4?!¾L%4!XC A ?RÞ.? I %4?Q�ÝXÞ7?~ß,%¯�=?.F(ß$% â GXF&?.%1à A"I B+!X#&%1D.Bí¾L%"!$C A F(?~ß$B+#&F(H"B+?�ß,B / A ! ARã Þ.B�G$B / Þ7B+D A ?�%4V7ß,B�?.B+!¾LZ"!$CWÞ.# A G�H4B�?.B+! A #&FÁ� A V7#&B�G A G$F(ß$Þ A"I F&%4?7B+G A �=?.B�G+�
<3%4!�%"ß,!X%�# A D.%�ß A CWV.Fç��?5# A�I %4CWV.F(? A ß,%"!$F A / !$B+GXB+?�ß A Þ7? A ¾ A*I Bsß A D.F&G¯ß,F&?�ß A â # A D.BÏ Ð î : Ï~Ô Õ ÔE#&%4GYB+#&B�C5B�?~ß$%4G�D7BWÞ7? I %4?eÝXÞ.?�ß,%±�.?.F(ß$%.�� OG-D7B I F&! â D A D.%�Þ.? I %"?eÝXÞ.?�ß,%D7B��=?.F(D.% / %"!OÞ7? A�I F(B+!¯ß A / !X% / F(B+D A D â D.F(G$B�� A ! A #&H"%4!$F§ß$C�%"G ã Þ.B / !$B�G$B+?�ß,B�?�ß,%hD.%"GO#(%4GB�#&B�C5B�?~ß,%"G�D7B+# I %4?�ÝXÞ.?~ß$%.�



Fhõ(�"õ�é{�Eæ3ö�ô��Só)ð�ð�és´�� ê Ý �
©�
+Ï :nT3¦�ªé¬�^ Ü=^ÁÐ�í�z tuÆej7Ä]gL²JÆ fhg1d�cyj=c&Äso'r,Æ]Ä � Ç Æejhk�a"d2Æ]Ä1w Ã gRÄ]Æej � *1Ç gsruÄ]Æej;aeÄ �fhg Å g1g z glk"cyr�apfNÆ]Ä�fhgSÄ Ã Ä�d�clgsd Å r,Æ]Ä Ç a"rXa gsj=x]c'a"r z Æ]Ä�a Ã j;and�c&Äscl}ej�fhg Ç ac7¥gsjg zj� Î�r�clt$a�Ä Ã7Å Ä+aeº7a"r�c'a4j¡a�ahtuÆed Ç a"¸;a"j¡fhÆSa z d�cyj=c&Äso'r,Æ�fhg2gXb4o{gsr�clÆer,guÄ � � gso{gsr�d�cyj;a"rt Ã �"j=olaeÄ Ç Æ]Äsc Å z guÄ Ç a"r,gL²�aeÄ0fhg0ahtuÆed Ç a"¸;a"j.o{guÄ�º7a"m �

³NF©B�# I %"?.G$BqÝX%�D.B�C�F&?.F(GXß$!$%4G�B+GXß.��¾L%"!$C A D.% / %4! ê Ô / B+!$GX%4? A G â á à AJá�ã Þ.B6B�#&B�H4F&!µ / A ! A�A*I %4C / A � A ! A #©C�F&?.F(GXß$!$%WD.B�Bm²hß,B+!XF&%4!XB+G â B�?~ß,%"? I B�G�à AJá ê Õ IJA ?7D.F&D A ß,%4G�B+#(Bh�H4F&V.#(B+G ã Þ.B / %hD.B+C�%4G2?hÞ.C�B+! A ! I %"? # A G I F�¾L! A G2D7B+# ê A # ê Õ â B+G�D.B I F(!�GXB / Þ.B+D.BB+GXß A V.#(B I B+!�Þ.? A ¾LÞ7? I F(Z4?nV7F á B I ß,F§Q A ¿L!$B I %4!XD A !$B�C5%"G0G$Þ¨D7B��=?7F I F(Z4?PB+?n# A / !$Z�²NF(C AG$B I�I F(Z4?uÂ�B+?�ß,!$B6B+# I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D7B / %"G$F&V7#&B+G�C�F&?.F(G¯ß,!$%"G A"I %"C / A � A ?�ß,B+G á B+# I %4?eÝXÞ.?�ß,%

N14 = {1, 2, 3, 4, ..., 13, 14}.
 O# / !X%4V.#(B+C A B+GWD.B I F&! I Þ9�"?~ß$%4G ánI Þ9�"#&B�GWG$%"?p#&%4G0G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G�D.B�D.%"GWB+#(Bh�C5B�?~ß,%"G�D.B

N14

�TÃ�%Eà A"I B+C�%4G�%4!XD.B+? A D A C�B+?�ß,B ä
Ã�%4GEGXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%4G ã Þ.B I %4?~ß$F&B�?.B+? A #�B�#&B�C5B�?~ß,% ê GX%4?�#&%4G ê ×1G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G

¾L%4!$C A D.%"G / %4!�B+# ê á %"ß$!$%EC�F&?.F(GXß$!$% I Þ A # ã Þ.F&B�! A â B+G¯ß,%5B�G â
{1, 2}, {1, 3}, ..., {1, 14}.

< A ! A B+#hB�#&B�C5B�?~ß$% µ V A G¯ß A B+#(B+H"F&!�B+?�ß,!XB ê�µ A"I %4C / A � A ?�ß,B�G@¿'D.B�#Q× A # ê Õ-Â / %"! ã Þ.Bá�A à.B+C�%4G�ß$B+?.F(D.%EB+? I Þ.B�?~ß A # A / A !XB{Ý A {1, 2} � ë G7æ�G$%4? ê�µ ä

{2, 3}, {2, 4}, ..., {2, 14}.
 OGXß$B / !X% I B+GX%�GXB / Þ7B+D.B5F(!6!XB / F§ß,F(B+?.D.% á B�G I !$F&V7F&!6# A #&F&G¯ß A�I %4C / #(B�ß A â A D.B�C±�*GG$F&!¯Q4B / A ! A D7B+C�%4GXß$! A ! ã Þ.B�# A G / A !XB{Ý A G / %"G$F(V.#&B�G�GX%4? ä

13 + 12 + 11 + 10 + 9 + ...+ 1.

« / %"!�# A ¾LZ4!XC�Þ7# A D.B6# A G$Þ.C A D.B�#(%4G ê × / !XF&C�B+!X%4G�?-°.C�B+!$%"G�? A ß$Þ.! A #&B+G ä

(14× 13)/2.

<3%4!Yß A ?~ß,% / !$F&? I F / A #(C�B+?�ß,B Ò/ª;Ð¿MJÕ Ô / B�!$%2ß A CWV.Fç��?�Ï Ð î : ÏhÔ Õ ÔEGX%4?R#&%"G�%4VhÝXBh�ß,F(Q4%"G�D7B+# IJA / æ(ß$Þ.#&%.�



ê 1 ¶ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô')n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
Jí�.� »��'¤��í¥�¤��%§ ¼í¢ ¤�¦���Ïi¢�¦
� A C5%"G A / !XB I F(G A !�# A G�D.B��=?7F I F(%4?.B�G�D.B6#&%4G I %4? I B / ß$%4G ã Þ.B�à.B�C5%4G / !$B�G$B+?�ß A D.%.�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^ÁÐ©^ Ü à©g$a"j

A
m
B
tuÆejJ² Ã j=oqÆ]Äu��Ä]g5fhgL�@j|g Ã j;a-�qî Ð3Ò�ÑLÓ¿ÐÉÖ Ï

A
Ï Ð

B
m�Ä]g�fhgsj|ÆeoÈa

f : A → B
a Ã j�Ä Ã7Å t�ÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg z;Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ�t$a"r�o{guÄsc'a"j|Æ A × Bfhg z aYÎJÆ*r�d�a {(a, f(a)) : a ∈ A} ⊂ A×B �

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^ÁÐ©^çÐ à©g$a"j
A
m
B
fhÆ]Ä�tuÆejJ² Ã j=o{Æ]Ä�m f : A→ B Ã j;a�Î Ã j|tscl}ej�fhg Agsj

B
×
à©g�f"cltug2w Ã g f guÄ Ñ'Ð{� Ï Ò"M�Ñy\.Õ Äsc Ç a"rXa�t$a~f�a Ç a"r2fhgSg z gsd2gsj=o{Æ]Ä

a, b ∈ A
w Ã gx"gsr�c ��t$a"j

f(a) = f(b)
Ä]g6o�clgsj|g0w Ã g a = b �à©g�f"cltug�w Ã g f guÄ <�ª¡ì ÔeÏ � Ï Ò"M�Ñy\.Õ Äsc Ç a"r$ant$a�f�a

b ∈ B
gXb4c&Äsoqg Ã j g z gsd2gsj=oqÆ

a ∈ A
fhg6d2Æ+fhÆ5w Ã g b = f(a) �à©g�f"cltug0w Ã g f guÄ ì3Ñ�� Ï Ò"M]ÑL\7Õ Äsc)guÄ6cyj=m~gutso'cyxea5mEÄ]Æ Å r,gsm~gutso'cyxea �

©�
+Ï :nT�¦«ª;<�¬�^ÁÐ©^Á à|g,a
A = B = R

m
f : R → R

w Ã gEa*Ä�c§k"j;a�aRt$a�f�a x ∈ R
g zxea z Æer�fhg�Ä Ã t Ã a�f"r$a�fhÆ f(x) = x2 � à©gWo�clgsj|gEw Ã g f j|Æ�guÄ�cyj=m�gutso�cyxea Ç Æer$w Ã g�fhÆ]Äj=¢hd2gsr,Æ]Ä-rug$a z guÄ6f"c&Äso'cyj=o{Æ]Äu� Ç Æer0gL²Jgsd Ç;z Æ�g z

2
m2g z −2 �Ox"gsrsc ��t$a"j f(2) = f(−2) =

4 � Í a"d Ç Æ]t�Æ�guÄ�Ä]Æ Å r,gsm~gutso'cyxea Ç Æer$w Ã g�º7a"m2j=¢hd2gsr,Æ]Ä0r,g$a z guÄ5�ÈoqÆ+fhÆ]Ä z Æ]Ä�j|glk�a"o�cyx"Æ]Ä �w Ã g�j|ÆWÄ]g Ç Ã g$fhgsjPguÄ]tsr�c Å cyr�tuÆed2Æ�g z t Ã a�f"rXa�fhÆ5fhg Ã j1j=¢hd2gsruÆEr,g$a z �¶ Æed2ÆEj|Æ�guÄ�cyj=m�gutso�cyxea��Èj=c°ola"d Ç Æ]tuÆ�Ä]Æ Å r,gsm~gutso'cyxea � j|Æ�guÄ Å cym�gutso�cyxea �
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^ÁÐ©^�¬ à©g$a"j

A
m
B
fhÆ]Ä�tuÆejJ² Ã j=oqÆ]Äu��Ä]g6f4cltug6w Ã g�Ï ¦�Ò4Õ Ô Ö3Ñ'ÐUÕ=¦�Ö Ï AÏ <�ÑLK î Õ.¦ N©î�Ï�Ï ¦UÒ4Õ Ô ÖUÑ'ÐUÕ=¦�Ö Ï

B
�Um�Ä]g-guÄ]tsr�c Å g |A| = |B| ��ÄscUgXb4c&Äso{g Ã j;a�Î Ã j|tscl}ejÅ cym�gutso�cyxea��XÆ Å cym~gututscl}ej � gsj=o'rug A m
B �

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ�ª;Ð Ï <»¬�^ÁÐ�^Á· Ì�j¬tuÆejJ² Ã j=o{Æ A Ä]g�f"cltug Â°ÐUÑLM�ª Äsc&�-Æ Å clgsj guÄ2g z tuÆejJ² Ã j=o{ÆxeahthálÆ]�SÆ Å clgsjÉgXb4c&Äso{g
n ∈ N

m Ã j;a Å cym~gututscl}ej f : A → Nn
gsj=o�r,g

A
m

Nn
�Äsclgsj;fhÆ

Nn

g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ¨fhg z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä�j;a"o Ã r$a z guÄ�d2gsj|Æer,guÄ1ÆPc§k Ã a z guÄ�w Ã g n �
Nn = {1, 2, ..., n} �à¡c

A
guÄ6g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ0xeahthálÆ A = ∅ fhgL�@j=cyd2Æ]Ä�g zNÒ4Õ Ô ÖUÑ�Ð�Õ=¦ fhg A tuÆed2Æ 9 ��guÄso{ÆÄ]g0fhgsj|ÆeoÈa�×

|∅| = 0.à¡c
A
guÄ Ã jntuÆejJ² Ã j=o{Æ��@j=cyoqÆ�j|ÆExeahthálÆ�gsj=oqÆej|tuguÄ Ç a"rXa Ã jntsclgsr�oqÆ n ∈ N

gXb4c&Äsoqg
Ã j;a Å cym�gututscl}ej f : A→ Nn

m�fhgL�@j=cyd2Æ]Ä�g z=Ò4Õ Ô Ö3Ñ'ÐUÕ.¦ fhg
A
tuÆed2Æ

n
×

|A| = n.



Fhõ��NõÉæ3��ð°�Yésð�ç�+��#�Éð�ô��Eæ��Yô ê 1 ê
ë V.G$B�!XQ A C5%"G ã Þ.B6# A ?.% I F&Z4?SD.B I+A !$D7F&? A #|B�GXß|��V.F&B�?�D7B��=?.F(D A / %4! ã Þ.B6GXF�Bm²7F(GXß$BÞ.? A V.F á B I�I F&Z"?�B+?�ß,!XB

Nn

á
Nm

B�?~ß$%4? I B�G
n = m

�
©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^çÐ©^Á¹ c � à©g$a A g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg z aeÄ z gso'r$aeÄEfhg z a z Î�a Å gsoqÆ�guÄ Ç a"¸|Æ z � _ aÆer$fhgsj;ahtscl}ej a z Î�a Å �so'clt$a¤fhgso{gsr�d�cyj;a Ã j;a Å cym�gut�tscl}ejvgsj=o�r,g

A
m

N29 � iYÆer1ola"j=o{Æ
|A| = 29 �cyc � í)z t$a"r$f"cyj;a z fhg z tuÆejJ² Ã j=oqÆPfhg z Æ]ÄSj=¢Nd2gsr,Æ]ÄSj;a"o Ã rXa z guÄu� N

��j|Æ Ç Ã g$fNg2Ä]gsr�@j=cyo{Æ Ç Æer$w Ã g�j|Æ�º7a"m�j=cyjhk Ã j;a�a Ç;z clt$ahtscl}ej Å cym�gutso�cyxea1gsj=o'r,g N
m Ã jPÄ Ã7Å tuÆ*j+² Ã j=oqÆÄ Ã m�Æ2fhg z aYÎJÆer�d�a Nn �

� A C�%4G A�A ? A #(Fç� A ! A #&H4Þ.? A G�D.B@# A G / !$% / F(B+D A D.B+G�D.B@#&%"G IJA !XD.F&? A #&B+G©D.B I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G�=?.F(ß$%4G+��³hB A ?�B+? IJA D AEIJA GX%
A
á
B
D.%"G I %4?eÝXÞ.?�ß,%"GYD.B I+A !$D.F(? A #M�=?.F(ß$%.�

> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.ÖfÜ¡^ ³NF
A ∩B = ∅ B�?~ß,%"? I B�G |A ∪B| = |A|+ |B| �> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.ÖtÐ©^ ® A D.%EB+#©G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%

B ⊂ A
D.Bh�=?.F&C�%4G�B+# I %4C / #(B+C�B+?~ß A !$F(%�D.B

B
B+?

A â B+G I !$F§ß,% B â I %"C5% A−B = {x ∈ A : x /∈ B} B+?�ß,%4? I B+G
|B| = |A| − |B|.

> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Öt�^ ³NF
A ⊂ B

B+?~ß$%4? I B+G |A| ≤ |B|.> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Ö�¬U^ |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Öt·�^ |A×B| = |A| × |B|. @G¯ß A / !X% / F(B+D A D*Ô�G$B5GXÞ.B+#(B5D.B+?7%4C5F(? A !Er,glk z a1fhg z|Ç ruÆ+f Ã tso{Æe�S OGXß A V.#(B I B2#(%�GXF&H4Þ��F&B+?�ß,B ä GXF=B+#=?-°.C�B+!$%6D.B / %4GXF&V.F(#&F§D A D7B+G / A ! A Þ.? A G$F§ß,Þ A"I F&Z"?Ú¿ / %"?.H A C�%4G°# A / !$F(C5B�! A#&B�ß$! A D.BWÞ.? A / A # A V.! A Â�B+G n á B�#�?�°.C�B+!X%SD7B / %"G$F&V7F&#&F§D A D7B+G / A ! A %"ß$! A G$F§ß,Þ A*I F&Z"?¿ / %4?.H A C5%"G�# A GXB+H4Þ.?7D A #&B�ß$! A D.B�Þ.? A / A # A V.! A Â@B�G m â B+?�ß,%"? I B�G�# A G / %4GXF&V.F(#&F§D A D.B�GD.B�# A G�D.%4G�GXF(ß,Þ A"I F(%4?.B�G I %4?eÝXÞ7?~ß A C5B�?~ß,BÛ¿'D.F(H A C�%4G â / A # A V.! A GED7B�D7%4G�#&Bsß,! A G|ÂWB�G
nm

�
> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Ö6¹�^�> Ô Ñ�ÐUÒ�ÑLT�Ñ ªnÖ Ï ¦)T3Õ.¦�ª;:nÕ Ô ^ ³NF |A| > |B| B+?�ß,%4? I B+G�?.%5à A]á Þ7? A¾LÞ.? I F(Z4?�F&? á B I ß,F(Q A D.B

A
B�?

B
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ºuºÉ� gsd2Æ]Äso�rXa"r�w Ã g z aeÄ Ç ruÆ Ç clg$f�a�fhguÄ%�pm E Ä]Æej g$w Ã cyxea z gsj=oqguÄ � � g�Pd2Æ]Äso�rXa"r z aeÄ Ç r,Æ Ç clg$f�a�fhguÄ � a * �
[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�Ñ«ª¿Ð Ï <Ê¬U^ÁÐ©^ º c � _ a Ç r,Æ Ç clg$f�a�f Ê a Ç;z clt$a�f�a5a�o�r,guÄWtuÆejJ² Ã j=o{Æ]Ä°�@j=cyoqÆ]Ä�Ä]gÇ Ã g$fhg�khgsj|gsrXa z cA7]a"r+×

|A ∪B ∪ C| =



ê 1 µ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô')n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç

= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.l¬Ä]g Ç Ã g$fNgsjpguÄ]tsr�c Å cyr�ÎJ}er�d Ã z aeÄ�a"j;� z Æ$k�aeÄ Ç a"rXaRt$a�f�a Ã j=cl}ej��@j=cyola�fhg5tuÆejJ² Ã j=o{Æ]Ä�@j=cyoqÆ]Ä �cyc � í)z i)r�cyj|tsc Ç clÆWfhg z i�a z Æed�a"r�Ä]g Ç Ã g$fhg�khgsj|gsr$a z cA7]a"r�fhg z a�Äsc§k Ã clgsj=oqg�d�a"j|gsr$a�×à©g$a"j
m,n

j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�j¡a4o Ã r$a z guÄ�tuÆej m > n � à¡c�w Ã gsr,gsd2Æ]Ä�tuÆ z Æ]t,a"r m Æ Å ²JgsoqÆ]Ä�gsj nt$aX²�aeÄu�Ogsj�a z k Ã j;aWfhg�g zyz a�º7a Å r$�0j|gutuguÄ+a"r�c'a"d�gsj.o{g Ã j;a5t$a"j=o'c'f�a�f�fhg�Æ Å ²JgsoqÆ]ÄYd�a"m�ÆerÆEc§k Ã a z w Ã g z a Ç a"r�o{gWgsj=o{gsrXa�fhg z t�Æ]tsclgsj=oqg m/n �cycyc �1Í a"d Å c��sj z a Ç r,Æ Ç clg,f�a�f5fhg z7Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ�t$a"rsoqguÄsc'a"j|ÆWÄJg�khgsj|gsrXa z cA7]a�×
|A1 × A2 × ...× An| = |A1| × |A2| × ...× |An|.©�
+Ï :nT�¦«ª;<�¬�^ÁÐ©^Á¼ fhg0a Ç;z clt$ahtscl}ej1fhg z aeÄ Ç ruÆ Ç clg$f�a�fhguÄ �c � à©g$a A g z tuÆejJ² Ã j.o{Æ¥fhg�a z Ã d�j|Æ]Ä2d�a"o�r�clt Ã z a�fhÆ�Ä�gsj£a z k Ã j;aPaeÄsc§k"j;a"o Ã r$a�fhgÇ r�cyd2gsr,Æ]�

B
g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ¨fhgRa z Ã d�j|Æ]Ä�d�a"o�r�clt Ã z a�fhÆ�Ä1gsj`a z k Ã j;a aeÄsc§k"j;a"o Ã rXapfhgÄ]glk Ã j;fhÆ � í�z tuÆejJ² Ã j=o{Æ A o�clgsj|g�t$a"r$f"cyj;a z�Ê+*+9 mpg z tuÆejJ² Ã j=oqÆ B o�clgsj|g�t$a"rXf"cyj;a zÊ�Ê 9 � d a"m�gXb~ahtsola"d2gsj=o{g *+9 a z Ã d�j|Æ]Ä�w Ã g0o�clgsj|gsj�a z k Ã j;a�aeÄsc§k"j;a"o Ã r$aSfhg Ç r�cyd2gsr,Æm¨a z k Ã j;apfhgSÄ]glk Ã j;fhÆ � í j=oqÆej|tuguÄ1g z j=¢hd2gsruÆ�oqÆeoÈa z fhg�a z Ã d�j|Æ]Ä�fhg Ç r�cyd2gsruÆ¥mÄ]glk Ã j;fhÆWÄ]gsrmá'ae��a Ç;z clt$a"j;fhÆ z a�i�r,Æ Ç clg$f�a�f6�¿×

|A ∪B| = 250 + 220− 50 = 420.cyc � à©g$a P
g z t�ÆejJ² Ã j=oqÆ fhg Ç a z a Å rXaeÄRfhgPt Ã a"o�r,Æ z gso'rXaeÄ � à¡c zyz a"d�a"d2Æ]Ä

A
a za z Î�a Å gsoqÆ�guÄ Ç a"¸|Æ z Ä]g�o'clgsj|g+×

P = A× A× A× A.¶ Æej z Æ�t Ã a z � Ã Ä+a"j;fhÆErugscyoqgsrXa~f�a"d2gsj=oqg z a�i�r,Æ Ç clg$f�a�f * ×
|P | = 294.cycyc � à¡cUa z a�Ä]glk Ã j;f�a z gso'rXa z g Ç g$f"cyd2Æ]ÄYw Ã g�Ä]g$a�x"Æ]t$a z �Ogsj=oqÆej|tuguÄu�Og z t�ÆejJ² Ã j=oqÆ Rfhg z aeÄ Ç a z a Å rXaeÄ�fhg�t Ã a"o�r,Æ z gso'rXaeÄ6t Ã m4a�Ä]gÈk Ã j;f�a z gso'rXa5guÄ Ã j¡aWx"Æ]t$a z guÄ�g z"Ç ruÆ+f Ã tso{Æt$a"r�oqguÄsc'a"j|Æ

R = A× V × A× A,fhÆej;fhg
V
guÄ�g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ5fhg z aeÄ6x"Æ]t$a z guÄu� Ç Æer6ola"j=o{Æ

|R| = 293 × 5.cyx � í j1t Ã a z w Ã clgsr�t�ÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg�� E , Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ�º7a4m�fhÆ]Ä6t Ã m�Æ]Ä�t Ã d Ç¿z g,a"¸|Æ]Ä�Ä]Æejg z d�c&Äsd2Æpf�á'a � í jvgLÎJgutso{Æ]�StuÆed2Æ�g z tuÆejJ² Ã j=oqÆpfhg Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ P o�clgsj|g�t$a"rXf4cyj¡a zd�a"m�Æer�w Ã g0g z fhg�f�á'aeÄ�fhg z a"¸|Æ D �
368 > 365 = |D| � gsj.o{Æej|tuguÄu� Ç Æer6g z~Ç r�cyj|tsc Ç clÆfhg z=Ç a z Æed�a"r,�Yt Ã a z w Ã clgsr�Î Ã j|tscl}ejnfhg P gsj

D
guÄWj|Æ2cyj=m~gutso'cyxeae��guÄ�fhgutscyr�º7a"m�fhÆ]ÄÇ gsr,Ä]Æej;aeÄ�w Ã gWt Ã d Ç;z gsj¥a"¸|Æ]Ä�g z d�c&Äsd2Æ�f�á'a �



Fhõ �~õ�³Nç-ö�éqç�ð�ésô��J��+ ê 1/×
JÍ�¯
 �v�Ó£�¥+�%¤�¥�¦��í¢ß§
< A !Xß$F&C�%4G�D.B�#�GXF&H"Þ.F&B�?~ß,B / !$%4V.#(B+C A7ä
> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ©^ ® A D A Þ.? AnI+A !$!XB+! AnI %4? ê ÔÕ / A !¯ß,F I F / A ?~ß$B+G â D7B�ß,B�!$C�F&? A ! I Þ`�*?~ß,%"G/ %4G$F(V.#&B�G�!$B�G$Þ.#§ß A D7%4G / Þ.B�D.B+? / !X%hD.Þ I F&!$GXB / A ! A B�# / %hD7F&Þ.Cü¿'%"!$% â / # A ß AWá V7!$%4? I B�Â��

ã=%4!XC A #§C�B+?�ß,B / %hD.B�C5%"GOB�G I !XF&V.F(!°B�# / !$%"V.#&B�C A D7B�Þ.? A ¾L%"!$C A B ã Þ.F§Q A #(B+?~ß$B ä G$B A
A
B�# I %4?�ÝXÞ.?~ß$%-D.B / A !¯ß,F I F / A ?~ß$B+G â ã Þ.Bo¾L%4!$C A Þ.? I %4?eÝXÞ.?�ß,%-D.B ê Ô:Õ�B�#&B+C�B+?�ß,%4G á / %4!ß A ?�ß,% A D.C5F§ß,B-Þ.? A V.F á B I+I F&Z4? I %"?

N154

¿ AEI+A D AEI %4!X!$B+D7%4!�Þ.?�D.%4!XG A #�?~Þ.C5B�! A D7%-Âs�
³NB A

B
B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%6D.B�# A G°ß$!$B�G@C5B�D A #(# A G â ã Þ.B A D.C�F(ß,B)Þ.? A V.F á B I+I F&Z"? I %4? N3

¿ / %"!B{ÝXB+C / #(%EB�#�%"!$% A # ê â # A / # A ß A�A # µ á B+#�V.!X%4? I B A #i×/Âs�o³hB6ß,! A ß A D7B�D.Bsß,B�!$C�F&? A !�B+#?�°.C�B+!X%�D7BÓ¾LÞ.? I F(%4?.B+G�F(? á B I ß,F§Q A G�D7B
N3

B+?
N154

�
> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ Ï+N©î ÑL\7Õ=¦ Ï Ð;M Ï ^ ´ A # I Þ.# A !YB+#U?�°.C�B�!$%2D.BÅ¾LÞ7? I F(%4?.B�G�F&? á B I ß,F(Q A G�D7B

N3B+?
N154

�
 @?PB�¾LB I ß,% â A CWV;%4G / !X%4V.#&B�C A G6G$%4?PB ã Þ.F§Q A #(B+?�ß,B+G / %"! ã Þ.B5Þ.? A ¾LÞ.? I F&Z"?PF&? á B I ß,F(Q A
f
D.B

N3

B+?
N154

I %4?.GXF&G¯ß,BPB�? D A !
f(1) = a ∈ N154 â f(2) = b ∈ N154

á
f(3) = c ∈ N154

ã Þ.B�G$%4?�ß,!XB+G°?-°.C�B+!$%"G�D.B�D.%"!$G A #ND.F&G¯ß,F&?�ß,%4G�¿ á�A�ã Þ.B
f
F&? á B I ß,F(Q A Â âÝXÞ.GXß A C5B�?~ß$B�#(%4G ã Þ7B0GXÞ.V;B+? A # / %hD.F&Þ.Cü¿'# A / B+!XG$%4? A�I %4?�B�#�D.%"!$G A # a H A ? A B�#�%"!$% â# A D.B6D.%4!$G A #

b
# A / # A ß AWá # A D.B c B�#�V.!$%"? I BWÂs�

ë V.G$B�!XQ A C5%"G ã Þ.B / A ! A B�#¿H A ? A D.%4!�D7B+#¿%4!X%�à A]á ê Ô:Õ / %4GXF&V.F(#&F§D A D7B+G�¿ I Þ A # ã Þ.F(B+!I %4!X!$B+D7%4!|ÂmØ-Þ.? A Q4B�� ã Þ.BRG$B�à A B+G¯ß A V.#(B I F&D.% ã Þ7Fç��? à A H A ? A D.%nB+#�%4!$% â / A ! A B+#H A ? A D.%4!)D.B�# A C�B�D A #&# A D7B / # A ß A à AJá ê Ô�× / %4G$F(V.F&#(F(D A D.B+G�Ø á G A V.F&B�?.D.%�B+#|H A ? A D.%4!D.B+#@%4!$% á # A / # A ß A ß$B+?.B�C5%"G ê Ô µ !$B�G$Þ.#§ß A D7%4G / %"G$F(V.#&B�G / A ! A B+#@V.!$%"? I B*�Í®�B5B+G¯ß,BC5%hD.%Yà A]á
154×153×152 / %4GXF&V.#(B+GU!$B�G$Þ.#§ß A D.%"G3D.B)# AYI+A !$!$B�! A %�B ã Þ.F(Q A #&B�?~ß,B�C�B+?~ß$Bà A]á

154× 153× 152
¾LÞ.? I F&%"?.B+G�F&? á B I ß,F§Q A G�D.B

N3

B+?
N154

�
 OGXß$%�?.%4G / B+!XC5F§ß,B / # A ?~ß$B A !YB+# / !$%4V7#&B+C A H4B�?.B+! A # ã Þ.B A ß A �.B A # I %4? I B / ß,%SD.B\.Õ Ô ÑLÕ=Ò�Ñ«ª¿Ð Ï < �

> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ©^ ®�B�ß$B+!$C�F&? A !�B�#¿?-°.C5B�!$%
Vm,n

D7BJ¾LÞ.? I F&%4?.B�G)F&? á B I ß,F§Q A G�D.B+# I %4?eÝXÞ.?�ß,%
Nn

B+?�B+# I %4?eÝXÞ.?�ß,%
Nm

�

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð�¬�^Á�^�Ü`í�z i�r�cyj|tsc Ç clÆEfhg zhÇ a z Æed�a"rYÄ]gs¸;a z a2w Ã g�Äsc n > m
gsj=o{Æej|tuguÄj|Æ�º7a"m�ola z guÄ@Î Ã j|tsclÆej|guÄ6cyj=m�gutso�cyxeaeÄu�)guÄso{Æ�guÄu� Vm,n = 0 �



ê 1�Õ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô')n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
ðY? A H4B�?.B+! A #&FÁ� A"I F&Z4?SGXB+? I F&#(# A D.B6#&%4G�! A �+%"? A C�F&B+?�ß,%4G�D.B�#�BqÝXB+C / #&% A ?~ß$B+!$F(%4!�F&?.D.F IJAã Þ.B6G$F

m ≥ n
ä

Vm,n = m× (m− 1)× ...× (m− n+ 1) = m!/(m− n)!.

©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á©^ÁÐ�í)z j=¢hd2gsruÆ5fhg@Î Ã j|tsclÆej|guÄ6cyj=m�gutso�cyxeaeÄ0w Ã g6Ä]g Ç Ã g$fhgsjnguÄsola Å z gutugsrgsj=o'r,g
N5

m
N10

guÄ+×
V10,5 = 10× 9× 8× 7× 6.

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^Á©^ç ï z j=¢Nd2gsr,Æ Vm,n
fhg�Î Ã j|tsclÆej|guÄ�cyj=m~gutso'cyxeaeÄ-gsj=o�r,g Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{ÆfhgPt$a"rXf"cyj;a z

n
m£Æeo'ruÆ fNgPt$a"rXf"cyj;a z

m
tuÆej

m ≥ n
Ä]g z g zyz a"d�a Ð|3: Ï~Ô ª Ö Ï\7Õ Ô ÑLÕ=Ò�Ñ�ª;Ð Ï <�Ö Ï

m
Ï ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;<�M�ª;:nÕ=Öiª¿<EÖ Ï

n
Ï Ð

n
mEÄ]g6o�clgsj|g

Vm,n = m× (m− 1)× ...× (m− n+ 1).

©�
+Ï :nT�¦«ª;<�¬�^Á©^ñ¬ � � � gso{gsr�d�cyj;a"r�fhg6t Ã �"j=olaeÄ�d5a"j|gsrXaeÄ�Ä]g Ç Ã g$fNgsj�g z glk"cyr�g z4Ç rug�PÄsc'fhgsj=oqg�m�g z x]cltug Ç r,guÄsc'fhgsj=o{g�fhg Ã j;a aeÄ]Æ]tsc'ahtscl}ej�fhga� 9.9 d�clgsd Å r,Æ]Ä�� Î Ã j|tsclÆej|guÄcyj=m�gutso�cyxeaeÄ0fhg
N2

gsj
N300 �"�

V300,2 = 300× 299

Ê � � g-t Ã �"j=olaeÄYd�a"j|gsrXaeÄ�Ä]g Ç Ã g$fhg-g z glk"cyr Ã j�g$w Ã c Ç Æ0fhg�t Ã a"o�r,Æ�r,g z gsx]c&ÄsoÈaeÄ Ç a"rXatuÆer�r,gsr5gsj z a1t$a"r�r,gsrXa�fhg
4 × 100

gsj=o�r,g z Æ]Ä � 9 Ä]g z gututsclÆej;a�fhÆ]Ä2�Xgsj=o{gsj;f"clgsj;fhÆSw Ã gº7a"m2w Ã g�cyj;f"clt$a"r�g z Æer$fhgsjPgsjPg z w Ã g�Ä]gWtuÆer�rug �"�
V10,4 = 10× 9× 8× 7

� � à¡cYg z tuÆer�r,g,fhÆer0d��eÄWr$� Ç c'fhÆSfhg z gL²Jgsd Ç;z ÆSa"j=o{gsr�clÆer�o�clgsj|gEw Ã g5tuÆer�rugsr�j|gutug�PÄ+a"r�c'a"d2gsj=oqg�gsj Ç r�cyd2gsr z Ã k�a"r,��gsj=o{Æej|tuguÄEg z=Ç ruÆ Å z gsd�a�guÄ�t$a z t Ã z a"r z Æ]Ä�g$w Ã c Ç Æ]Ä�fhgo'r,guÄ�rug z gsx]c&ÄsolaeÄWgsj=o'r,g z Æ]Ä i Ä]g z gututsclÆej;a�fhÆ]Ä6w Ã g�w Ã g$f�a"j �
V9,3 = 9× 8× 7

®�BSB+G¯ß A C A ?.B�! A â D.B�# A G�D.B��=?7F I F&%4?.B�G á D.B�# A %"V.G$B�!XQ A*I F&Z"? D.B�#&%"G�B{ÝXB�C / #(%4G�G$BD7B+D.Þ I B ã Þ.B I Þ A ?.D.% IJA # I Þ7# A C�%4G
Vm,n

B+G¯ß A C�%4G I %4?�ß A ?7D.%�Bh² A*I ß A C5B�?~ß,B�# A G < Ï �¦ Ï Ò�Ò�Ñ�ª;Ð Ï <ßª Ô Ö Ï Ð�Õ=ÖUÕ.<6Ö Ï
n
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m
Ï ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;<"^

Ø Ï < î :¨Ñ Ï Ð3Öiª â B+G�#&%�C5F(G$C�% ä
•  @#©?�°.C�B+!X%�D.B A / #(F I+A"I F(%"?.B+G�F&? á B I ß,F(Q A G�D.B Nn

B�?
Nm
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•  O#�?-°.C5B�!$%�D.B�GXB+#(B I+I F&%4?7B+GY%4!$D.B�? A D A GYD.B n B�#&B�C5B�?~ß$%4G�B+?�Þ.? I %4?eÝXÞ.?�ß,%5D.B
m
B+#&B�C�B+?~ß$%4G+�

•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B6Q A !$F A"I F(%4?.B�G�D.B m B�#&B�C5B�?~ß$%4G�ß$%4C A D A G�D.B
n
B+?

n â B�GXß$%5B�G â
Vm,n = 0 si m < n

Vm,n = m(m− 1)...(m− n+ 1) si m ≥ n.

è�%hD.F�� ã Þ.B+C�%4G�Þ7? / % I %�# A G�D.B��=?7F I F&%4?.B�G+�
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á©^Á· à©g zyz a"d�a Ð|3: Ï~Ô ª`Ö Ï \.Õ Ô ÑLÕ=Ò�Ñ«ª;Ð Ï <RÒ/ª;Ð Ô�Ï T Ï M�Ñ'Ò�ÑLÓ;Ð�Ö Ï
m
Ï ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;<�M�ª;:nÕ=Öiª;<�Ö Ï

n
Ï Ð

n
a z j=¢hd2gsr,Æ

V Rm,n

fhg�Î Ã j|tsclÆej|guÄ�fhg Nngsj
Nm

m�Ä]g�o'clgsj|g
V Rm,n = mn.

®�BEC5%hD7% ã Þ.BE# A à7F / Z"ß$B+G$F(G ã Þ.BEà A Q A !XF A D7% I %4?�!XB+G / B I ß$% A # A D.Bh�=?.F I F(Z4? A ?�ß,Bh�!$F&%"!ó¿'D.B
Vm,n

Â�B+GW# A F&? á B I ß$F(QhF&D A D©���@B A C�%4G�Þ.?pB{ÝXB�C / #&%�D.%4?.D.B�G$B A / #(F I+A B+G¯ß,BI %4? I B / ß,%.�
©�
+Ï :nT3¦�ªé¬�^ç©^Á¹�� gsoqgsrsd�cyj;a"r)t Ã �"j=oÈaeÄ Ç a z a Å rXaeÄ=ÎJÆersd�a�f�aeÄ Ç Æerj� Å m*oqguÄ@Ä]g Ç Ã g$fhgsjtuÆej7Äso�r Ã cyr � U g$w Ã cyxea z gsj=oqgsd2gsj=o{gYt Ã �"j=o{Æ]Ä�j=¢hd2gsruÆ]ÄYgsj=o{gsr,Æ]Ä�Ä]g Ç Ã g$fhgsj2a z d�aht�gsj¡a4rtuÆej]� Å m*oqguÄ �í�z tuÆejJ² Ã j=oqÆ6fhg z aeÄ Ç a z a Å r$aeÄ¿ÎJÆer�d�a�f�aeÄ Ç ÆerYt Ã a"o�r,Æ Å meo{guÄu�°guÄ�fhgutscyr,� Ç Æer�t Ã a"o'ruÆg z gsd2gsj=o{Æ]Ä�fhg z t�ÆejJ² Ã j=oqÆ B = {0, 1} guÄ

B ×B ×B ×B

m Ç Æer�ola"j=oqÆ]� Ã Ä+a"j;fhÆ z a Ç r,Æ Ç clg$f~a�f�fhg z t,a"rXf"cyj;a z fhg Ã j Ç r,Æ+f Ã tso{Æ2t$a"rsoqguÄsc'a"j|Æ]��ÄJÆ*j
24 = 16

Ç a z a Å rXaeÄ �
è�%4GXß$!$B�C5%4G ã Þ.B â B�? B�¾LB I ß,% â Þ7? A / A # A V.! A D.BÀÕ V á ß$B+G�B�G�Þ7? A ¾LÞ.? I F&Z"?�D.B N4B+?

N2

��Y3%"C5B�C5%4G�Þ.? A V.F á B I�I F&Z"?
b
B�?~ß,!XB

B
á

N2 â / %"!EB{ÝXB�C / #(% â b(0) = 1
á

b(1) = 2
�� O?~ß,%"? I B�G�Þ7? A ¾LÞ.? I F&Z4?

f
D.B

N4

B+?
N2

A G$F&H"? A Q A #&%4!XB+G A
f(1) â f(2) â

f(3)
á
f(4)

B�?
N2

��®�B�B+GXß A C A ?.B�! A
f(1)

F(?.D.F IJA # A / !$F(C�B+! A #(B�ß,! A D.B�# A / A # A V.! Aá â !$B�G / B I ß,F§Q A C�B+?�ß,B â f(2) # A GXB+H4Þ7?.D A â f(3) # A ß,B�! I B+! A�á f(4)
# A�I Þ A !¯ß A �¡<3%4!B{ÝXB+C / #(% â G$B A # A ¾LÞ.? I F&Z"? ä

f : N4 → N2



ê 1 ê ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô')n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç

f(0) = 2

f(1) = 2

f(2) = 1

f(3) = 1´)%"!$!$B�G / %4?7D.B A # A / A # A V.! A 1100
�~´)%4C�%nB�?£B+GXß$B I+A G$%nG$B / B+!XC5F§ß,B+? / A # A V.! A GI %4?¥#&B�ß$! A G-!$B / B�ß$F&D A G â # A G�¾LÞ.? I F&%"?.B+G ã Þ.BEB+G¯ß A C�%4G I %4?~ß A ?.D.%�?.%�ß,F&B�?.B+? / %4! ã Þ!�GXB+!�F(? á B I ß$F(Q A G��J<3%"!�B{ÝXB�C / #&%5# A / A # A V.! A 0000

!$B�G / %4?7D.B A # A ¾LÞ.? I F&Z"? I %4?.GXß A ?~ß$B
g : N4 → N2

D.B��.?.F&D A�I %4C�%
g(a) = 1 / A ! A�IJA D A a ∈ N4

�
 OG)D7B I F&! â A à.%4! A #&% ã Þ7B�B�GXß A C5%4G I %4?~ß A ?.D.%0G$%"? < Ï ¦ Ï Ò�Ò�Ñ«ª¿Ð Ï <�ª Ô Ö Ï ÐUÕ.ÖUÕ=<�Ö Ï

n
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+î Ð¿MWªRÖ Ï

m
Ï ¦ Ï : Ï Ð��MWª¿< �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº9¼·¶ ÆejPg z a z Î�a Å gso{Æ2guÄ Ç a"¸|Æ z fhg Ê+i5z gso�rXaeÄ+×c � � gsoqgsr�d�cyj;a"r�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg Ç a z a Å rXaeÄ�fhg *5z gso�rXaeÄ �cyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg Ç a z a Å rXaeÄ�fhg *2z gso'r$aeÄ-Äscyj1j.cyjhk Ã j;a5r,g Ç gso�c'f�a �cycyc � � g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fNg Ç a z a Å rXaeÄ�fhg�c � fhgsoqgsr�d�cyj;a"r0t Ã �"j=olaeÄ0fhg�g zyz aeÄ�tuÆej=o�clgsj|gsja z a z gso'rXa Å]�cyx �\  fhgsdåw Ã g�cycyc � tuÆejPg z tuÆejJ² Ã j=oqÆ2fhg Ç a z a Å rXaeÄ0fhg6cyc �"�x � � gsoqgsrsd�cyj;a"r-t Ã �"j=oÈaeÄ Ç a z a Å rXaeÄ�fhg z tuÆejJ² Ã j=oqÆ0c � gsd Ç clg87]a"j Ç ÆerYx"Æ]t$a z �S  fhgsdÇ a"rXa z aeÄ0fhg z tuÆejJ² Ã j=oqÆ�cyc �"�x]c � � gso{gsr�d�cyj;a"r¥g z j=¢hd2gsr,Æ fhg Ç a z a Å rXaeÄ1fhgRc � w Ã gPgsd Ç clg87Ja4j Ç ÆerRx"Æ]t$a z moqgsr�d�cyj;a"j Ç Æer¡7 �z  fhgsd tuÆejRcyc �"�x]cyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�g z j=¢hd2gsr,Æ�fhg Ç a z a Å rXaeÄ�fhgSc � t Ã m"a*ÄSo�r,guÄ Ç r�cyd2gsrXaeÄ z gso'rXaeÄÄ]ÆejRx"Æ]t$a z guÄ �¢  fhgsd tuÆejRcyc �"�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº9Æ c � � gso{gsr�d�cyj;a"r z aSt$a"j=o'c'f�a�f5fhg�j=¢hd2gsruÆ]Ä6fhg2��tsc Î�rXaeÄ6w Ã g�gXb4c&Äsoqgsj �cyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�t Ã �"j=oqÆ�Ä0fhgWg zyz Æ]Ä-Ä]Æej Ç a"r,guÄ �cycyc � ¶ Ã �"j=oqÆ]Ä�Ä]ÆejRcyd Ç a"r,guÄ �cyx � ¶ Ã �"j=oqÆ]Ä�Ä]ÆejRd�¢ z o�c Ç;z Æ]Ä0fhg * �x � ¶ Ã �"j=oqÆ�ÄWtuÆej=o'clgsj|gsj z a�tsc Î�r$a Ê �x]c � ¶ Ã �"j=oqÆ]Ä�tuÆej=o'clgsj|gsj z a�tsc Î�rXa Ê Æ z a�tsc Î�rXa]� �
Ø Ï < î :¨Ñ Ï Ð3Öiª â B+G�#&%�C5F(G$C�% ä
•  @#©?�°.C�B+!X%�D.B A / #(F I+A"I F(%"?.B+G�D.B Nn

B+?
Nm
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•  O#.?�°.C�B+!X%6D.B�G$B+#(B I�I F(%4?.B+G@%"!$D.B�? A D A GOD.B n B�#&B�C5B�?~ß,%"Gß¿ A D.C5F§ß,F§B+?.D.%-!$B / B�ß$F��I F(%4?.B�G|Â�B�?�Þ.? I %4?eÝXÞ.?�ß,%�D.B
m
B+#(B+C�B+?~ß$%4G+�

•  O#©?-°.C�B+!$%�D7B-Q A !XF A"I F&%4?7B+G I %4?S!$B / Bsß,F I F&Z"?SD.B m B+#&B�C�B+?~ß$%4G)ß,%"C A D A G)D.B
nB+?

n â B+GXß$%5B�G â
V Rm,n = mn.

JÍ�KJ £ ¢�£°� ÌóÏU�%¤�¥�¦0�í¢'§
ð�? IJA GX% / A !Xß,F I Þ.# A !YD7BW# A GYQ A !XF A"I F&%4?.B�G�!$B�G$Þ.#§ß A2I Þ A ?.D7% m = n â B+G�D.B I F&! â I Þ A ?Q�D.%�ß$! A ß A C�%4G6D.B I %4?~ß A !�B+#@?�°.C�B+!X%�D.B�¾LÞ.? I F&%4?7B+G0F(? á B I ß,F§Q A G�D.B

Nn

B+?
Nn

�íÃ A%4V.G$B�!XQ A"I F(Z4?`G$F(H4Þ.F(B+?�ß,B¥CWÞ.B�GXß$! A ã Þ7BPB�?~ß,%"? I B�G�D.B+V;B�C5%"G I %4?�ß A !�# A Gí¾LÞ.? I F(%4?.B+GV.F á B I ß$F(Q A G%¿'%EV.F á B I+I F&%4?.B�G|Â�D.B
Nn

B+?
Nn

�
[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð�¬�^ñ¬U^�Ü ¶ a�f�a1a Ç¿z clt,ahtscl}ej¨cyj=m�gutso�cyxea

f : Nn → Nn

guÄ Ã j;a Å cym�gut�Ptscl}ej � í j gLÎJgutso{Æ]��Äsc f : Nn → Nn
guÄ Ã j;ana Ç;z clt$ahtscl}ej�cyj=m~gutso'cyxeae��gsj=o{Æej|tuguÄ�g ztuÆejJ² Ã j=oqÆRcyd�a�khgsj¤fhg f ��guÄsoqÆnguÄu� z Æ]Ä�g z gsd2gsj=oqÆ]Ä�w Ã g2Ä]g Ç Ã g$fNgsj guÄ]tsrsc Å cyr�tuÆed2Æ

f(a)
Ç a"r$a

a ∈ Nn
�YguÄ Ã jRÄ Ã7Å tuÆ*j+² Ã j=oqÆ�fhg Nn

fNg�t$a"r$f"cyj;a z
n
� Ç Æer�ola"j=oqÆ�guÄ0oqÆ+fhÆ

Nn �
©�
+Ï :nT3¦�ªé¬�^�¬�^ÁÐ�� g�t Ã �"j=olaeÄ2d5a"j|gsrXaeÄEÄ]g Ç Ã g$fhgsjpÄ]gsj=ola"r�gsj Ã j;a1d2guÄ+a Ç ruguÄsc�Pfhgsj|tsc'a z tuÆejPtscyj|tuÆWÄsc zyz aeÄ z Æ�ÄWtscyj|tuÆEd�clgsd Å r,Æ]Ä�fhg z a�tuÆed�c&Äscl}ej �

 O?nBh¾LB I ß,% â B�G0Þ7?nBqÝXB+C / #&%�D.B�# A G$F§ß,Þ A*I F(Z4? A ?~ß,B�!$F(%4! / %"! ã Þ.B5GXF@# A G6G$F(#&# A G�B�G��ß|�"?¥?hÞ.C�B+! A D A G�D.B+# ê A #TÔ â B+?�ß,%4? I B�G0B+# I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D7B�GXF&#(# A G-G$B / Þ.B�D.BEQ4B+! I %4C�%
N5

á G$F)#(%4G I %4C�B+?.G A #&B�GWB�GXß|�*? ?~Þ.C�B+! A D.%4G�D.B+# ê A #@Ô�ß A C�V7Fç��?¨B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%1D.BI %4C�B+?7G A #(B+GWGXB / Þ.B�D.BSF&?�ß,B+! / !$Bsß A ! I %4C�% N5

�Û³hB�ß$! A ß A B+?~ß$%4? I B+G�D.B�B+GXß A V.#(B I B�!I Þ`�"?�ß A G@¾LÞ.? I F&%"?.B+G�F(? á B I ß,F§Q A G�¿ AWI+A D AWI %4C�B+?.G A #|GXÞ�G$F(#&# A6á ?.% A D7%4G I %4C�B+?7G A #(B+G# A C�F&GXC A Â�D7B
N5

B�?
N5

G$B / Þ.B+D.B�? I %"?.GXß$!$Þ.F(!+� ë # A / %4GXß$!$B0G$F A5IJA D A2I %4C�B+?.G A #G$B�#(B A G$F(H4? A Þ.? A GXF&#&# A D.F&G¯ß,F(?~ß A â # ARA / #&F IJA*I F(Z4?¨GXB+!.�1V.F á B I ß$F(Q A ¿'B�GEG$%4V7!$B á B I ß$F(Q A/ %4! ã Þ.B6?.%�G$%"V.! A ?�GXF&#&# A G|Âs�° O?~ß,%"? I B�G ä
V5,5 = 5× 4× 3× 2× 1.

©�
+Ï :nT3¦�ªé¬�^�¬�^Á à©g$a�g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ�fhg z Æ]Ä�o�r,guÄ�t$a"j;f"c'f�a"oqÆ]Ä A = {Alicia, Ernesto,
Sara} a z Æ]Ä�o'ruguÄ6t$a"rlkhÆ]Ä�w Ã g�Ä]Æej B = {presidente, secretario, vocal} � ¶ a z t Ã Pz a"r-fhg6t Ã �"j=olaeÄ�d�a"j|gsr$aeÄ�Ä]g Ç Ã g$fhgsj�f�a"r6guÄsoqÆ]Ä�o�r,guÄ�t$a"r�khÆ]Ä-a5guÄsoÈaeÄ�o'ruguÄ Ç gsruÄJÆ*j¡a*Ä �



ê 1r1 ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
¶ a�f�a Å cym~gututscl}ej gsj=o�r,g

A
m
B
aeÄsc§k"j;a�a£t$a�f�a Ç gsr,Ä]Æej;a Ã jvt$a"rlkhÆpf"c&Äso'cyj=oqÆ �i�Æer5gL²Jgsd Ç;z Æ]��fhgsj|Æeola"j;fhÆ z Æ]ÄWj|Æed Å r,guÄ5tuÆej1Ä Ã cyj=cltsc'a z g�c§k Ã a z d2gsj=oqg z Æ]Ä5t$a"r�khÆ]Äu�oqgsj|gsd2Æ]Ä z aeÄ

6
Ç Æ]Äsc Å z guÄ Å cym�gututsclÆej|guÄ+×

f1(A) = p, f1(E) = s, f1(S) = v

f2(A) = p, f2(E) = v, f2(S) = s

f3(A) = s, f3(E) = p, f3(S) = v

f4(A) = s, f4(E) = v, f4(S) = p

f5(A) = v, f5(E) = s, f5(S) = p

f6(A) = v, f6(E) = p, f6(S) = s,w Ã g�cyj.o{gsr Ç r,gsoÈa�f�aeÄ�tuÆed2Æ z aeÄ z c&ÄsolaeÄ�ÆerXfNgsj¡a~f�aeÄ2fhg z aeÄ2cyd��]khgsj|guÄ5j|Æ]ÄSf�a"j z aeÄ EÇ Æ]Äsc Å z guÄ�ÆerXfhgsj;ahtsclÆej|guÄ�f"c&Äso'cyj=ola*Ä0fhg z tuÆejJ² Ã j=o{Æ B
{p, s, v}

{p, v, s}

{s, p, v}

{s, v, p}

{v, s, p}

{v, p, s}.
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^ñ¬�^�¬±í�z j=¢hd2gsruÆ

Pn
t$a"r$f"cyj;a z fhg z tuÆejJ² Ã j=o{Æ-fhg Å cym~gututsclÆej|guÄ�fhg z tuÆej0P² Ã j=oqÆ Nn

gsj1g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ Nn

Ä]g�fhgsj|Æed�cyj;a Ð©3: Ï~Ô ª1Ö Ï T Ï~Ô : î MJÕ=Ò�Ñ�ª;Ð Ï <0Ö Ï
nÏ ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;< m�Ä]g�o'clgsj|g

Pn = Vn,n = n! = n(n− 1)...1.

« ÝXÞ.G¯ß A C�B+?�ß,BW#(% ã Þ.B�B�GXß A C5%"G I %"?~ß A ?.D.%SG$%"?¥# A G�D.F(GXß,F(?~ß A G�� ª Ô :PÕ=<�Ö Ï ª Ô �Ö Ï ÐUÕ Ô î Ð Ò/ª;Ð 
+î Ð;M�ª Ö Ï
n
Ï ¦ Ï : Ï Ð;M�ª;< �Ç´ A D A / %"G$F&V7#&B1%"!$D.B�? A"I F&Z4?�D.B¥Þ.?I %4?eÝXÞ.?�ß,%

A
B+GYÞ7? A / B+!XC�ÞNß A"I F&Z4?SD.B A �

[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð�¬U^ñ¬�^Á· iYÆer�fNgL�Oj=cltscl}ej
0! = 1 �



FhõGF~õ¬ñ��@ö¡¤£ó�æ7ç�ð�ésô��J�S¥ ê 1 �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼`È�� g-t Ã �"j=oÈaeÄ�d�a"j|gsrXaeÄ)Ä]g Ç Ã g$fhgsj�Ä]gsj=oÈa"r E Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ�gsj Ã j;a�d2guÄ+afhg E Äsc zyz aeÄ � í Äso Ã f"c'a"r z Æpw Ã gPÆ]t Ã rsr,g�Äsc z apd2guÄ+a¤guÄ�rug$fhÆej;f�a¨m z Æ¨¢hj=cltuÆpw Ã gw Ã gsr,gsd2Æ]Ä�oqgsj|gsr�gsj t Ã gsj=olapguÄ z a Ç Æ]Äscltscl}ej�rug z a"o'cyxeae�WguÄ�fhgutscyr,��w Ã c��sj�guÄsoÈ�na z afhgsrugutuº7a�m�w Ã c��sj�a z a2cA7]w Ã clgsrXf�ae�@cyj;fhg Ç gsj;f"clgsj=oqgsd2gsj=oqg�fhg z a�Äsc zyz a�w Ã g�Ä]gWÆ]t Ã Ç a �
Ø Ï < î :nÑ Ï ÐUÖcª â B�GY#(%EC�F&GXC5% ä
•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B A / #&F IJA"I F&%"?.B�G�V.F á B I ß,F(Q A G�D.B Nn

B�?
Nn
�

•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B�%"!$D.B�? A"I F&%4?.B�G�D.F&G¯ß,F&?�ß A G�D.B6Þ.? I %"?eÝXÞ.?~ß$%�D.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4G��
•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B / B�!$CWÞ7ß A"I F(%4?.B�G�D.B6Þ.? I %"?eÝXÞ.?�ß,%�D.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4G

Pn = n!.

•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B6Q A !$F A"I F(%4?.B�G�D.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4G�ß,%4C A D A G�D.B n B�? n �
<3%hD.B+C�%4G-F&?~ß$!$%hD.Þ I F&! A à.%4! A Þ.? A / B ã Þ.B�� A Q A !$F A ?~ß$BWB+?¥B�# / !X%4V.#&B�C A D.B+# I �"# I Þ.#&%D.B6# A G�D7F&GXß$F&?�ß A G�%4!$D7B+? A"I F&%"?.B+G��
> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ©^  @G¯ß,Þ.D7F A ! I Þ`�"?~ß$%4G�?�°7C5B�!$%4G�D.F&G¯ß,F(?~ß,%"G�G$B / Þ.B�D.B+? I %4?.GXß$!$Þ.F(!�!$B�%4!$D.Bm�? A ?.D.%E# A G I FÁ¾L! A G�D.B�# ê�µNê �

 OG I # A !X% ã Þ.B�B�# / !X%4V.#&B�C A ?7%6G$B�!$B+GXÞ.B+#§Q4B IJA # I Þ7# A ?.D7%�B�#.?�°.C�B+!X%6D7B / B�!$CWÞ7ß A �I F&%"?.B+GYD.B¨×�B�#&B+C�B+?�ß,%4G â á�A5ã Þ.B P3 = 6
á â G$F&?�B�CWV A !$H"% â #(%4G�?�°.C�B+!X%4GY%4V7ß,B�?.F&D7%4GI %4C�%E!$B�G$Þ.#§ß A D7%�D.B6!XB+%4!XD.B+? A !�# A G I FÁ¾L! A G�D.B�# ê�µNê G$%4? ä

121, 211, 112

B+GXß$%5B�G â G$%4?�G$%"# A C�B+?�ß,BÓ×N�Ã A ! A �+Z"? / %4!0# A�ã Þ.B2?.%�GX%4? ê # A G / B+!XC�ÞNß A"I F&%4?7B+G0B�G / %4! ã Þ7B2B+#�?-°.C�B+!$% êB+GXß.�S!XB / B�ß$F&D.% µ Q4B I B+G á â / %4!�ß A ?~ß$% â I Þ A ?.D.% / B�!$CWÞ7ß A C5%"G�#&%4G�Þ7?.%4G�B�?~ß$!$B�G2æ â B+#?�°.C�B+!X%E?7%�Q A !2æ A �O OG�D.B I F&! â G$F©B�?�B�#©?�°.C�B+!X% 121
F&?�ß,B�! IJA CWV.F A CE%4G�# A / !$F(C5B�! A0á# A ß,B+! I B�! AWI FÁ¾L! A %4V7ß$B+?.B�C5%"G)B+#¿C�F&G$C�%�?�°.C�B+!X% â ã Þ.B-D.B�V;B-G$Z4#(% I %"?~ß A !$G$B�Þ.? A Q4B��"�®�B�B�GXß A C A ?.B+! A â I %4C�%�# A G�C A ?.B+! A G°D.B�!$B�%4!$D7B+? A !°#&%"G°Þ7?.%4GOGX%4?EBm² A"I ß A C5B�?~ß$BD.%4G â GXB�D.B�V;B�D.F§QNF(D.F&! / %4! µ / A ! A�I %4?�ß A !X# A G�G$Z4#(%EÞ.? A Q4B��"�

Total := P3/2 = 3.

« H4B�?.B+! A #&FÁ� A ?7D.% A Þ.? A #&F(GXß A D7B
n
B+#(B+C�B+?�ß,%4G�D7%4?.D.B�à A]á

s
B�#&B�C5B�?~ß$%4G�D.F(GXß,F(?Q�ß,%4G ã Þ.BYG$B�Q A ?5!$B / F(ß$F&B�?.D.% n1 Q4B I B+G�B+# / !XF&C�B+!$% â �§�§� â ns

Q4B I B�G)B�#u°.#§ß,F(C�% â ß,B+?7B+C�%4G ä
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ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^ñ¬�^ç¹�í j z aeÄ2tuÆej;f"cltsclÆej|guÄ�fhg z;Ç �"r�r$aXÎJÆ�a"j=o{gsr�clÆerEfhgL�@j=cyd2Æ]Ä�g z�Ð|��: ÏhÔ ª�Ö Ï T Ï~Ô : î MJÕ=Ò�Ñ�ª;Ð Ï <�Ò/ª;Ð Ô�Ï T Ï M�Ñ'Ò�ÑLÓ¿Ð�Ö Ï

n
Ï ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;<3¦�Öiª;Ð3Ö Ï e�Õ.�

s
Ï ¦ Ï : Ï Ð¿M�ª;< N|îUÏ < Ï¥Ô�Ï T�ÑyM Ï Ð

n1 > 1
¦
n2 > 1

¦�^L^'^g¦
ns > 1

\ Ï Ò Ï < Ô�Ï <+T Ï Ò"M�Ñ��\7Õ=: Ï Ð;M Ï.��tuÆed2ÆWg z j=¢hd2gsruÆ
PRn1,n2...,ns

n

fhg�f"c&Äso'cyj=oÈaeÄ-Æer$fhgsj;ahtsclÆej|guÄYfhg-guÄ+a z c&ÄsolatuÆejPg z gsd2gsj=oqÆ]Ä6r,g Ç gso'c'fNÆ]Ä � à©gWt$a z t Ã z a5d2g$f"c'a"j=oqg z aYÎJ}ersd Ã z a�×

PRn1,...,ns

n =
n!

(n1)!...(ns)!
.

©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^ñ¬�^ ºÉ� gso{gsr�d�cyj;a"r z aeÄ Ç a z a Å rXaeÄ6fhg i�z gso'rXa*Ä�w Ã g�Ä]g Ç Ã g,fhgsj¥tuÆej7Äso'r Ã cyrtuÆed2Æ�ruguÄ Ã z ola�fhÆ2fhgWÆerXfhgsj;a"r z aeÄ z gso'r$aeÄ0fhg z a Ç a z a Å rXaStuÆ]tuÆJf"r�c z Æ � í�z ruguÄ Ã z ola�fhÆSguÄ+×

PR2,39 =
9!

2!3!fhÆej;fhg�g z�Ê0Ç ruÆex]clgsj|g�fhg z aeÄ�fhÆ]ÄWtuguÄ6m�g z o�r,guÄ�fhg z aeÄ6o�r,guÄ�Æ]guÄ �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼HÜ`í�z j Ã gsx"Æ�Äsc&Äsoqgsd�a�fhgRd�a"o'r�clt Ã z ahtscl}ej`fhg1a Ã oqÆed2}ex]c z guÄ�guÄsola Å z gutugÃ j;a2d�a"o'rhált Ã z aYÎJÆer�d�a~f�a Ç Æer�o�r,guÄ�tuÆej7Ä]Æej;a"j=o{guÄ�Ä]gÈk Ã c'f�aeÄ0fhg��ntsc Î�rXaeÄ �c � � gsoqgsr�d�cyj;a"r�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg�d�a"o'rmált Ã z aeÄ0f"c ÎJgsr,gsj=oqguÄ0w Ã gWgXb4c&Äso{gsj �cyc � � gsoqgsr�d�cyj;a"rEt Ã �"j=oÈaeÄ�d�a"o�rmált Ã z a*Ä�º7a"m�tuÆej z aeÄWd�c&Äsd�aeÄ z gso�rXaeÄWm�j=¢Nd2gsr,Æ]Äw Ã g z a5d�a"o�rmált Ã z a�×

BBK 1224cycyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�t Ã �"j=olaeÄ�d�a"o'rhált Ã z aeÄWgsd Ç clg87]a"j Ç Æer C m�o{gsr�d�cyj;a"j Ç Æer � �cyx � � gsoqgsr�d�cyj;a"rYt Ã �"j=olaeÄ�d�a"o�rmált Ã z aeÄ)Ä]Æej�t$a Ç clts¢.aeÄ�gsj z a Ç a"rsoqgYfhg z Æ]ÄYf�á§k"cyoqÆ]Ä �x � � gsoqgsr�d�cyj;a"r�t Ã �"j=oÈaeÄ6d�a"o�rmált Ã z aeÄ-º7a"mStuÆ*j�Ä Ã Ä�o'r,guÄ z gso�rXaeÄ�c§k Ã a z guÄ �x]c �\  fhgsdåw Ã g�cyc � tuÆej z a2d�a"o'rmált Ã z a
BBC 1122.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼uÐ�í Äsola Å z gutugsd2Æ]Ä Ã j�² Ã glkhÆ�fhgWac7]a"rEgsj¨g z w Ã g�ÄJg�x"gsj;fhgsj Å Æ z gso{Æ]ÄWfhg* tsc Î�r$aeÄ�� Ç gsr�d�cyo�clgsj;fhÆ�w Ã g�gsd Ç clgutugsj Ç Æer 9 � mEgsj�g z w Ã g�Ä]g�gXb4o'rXaNg Ã j�j=¢hd2gsr,Æ�fhg* tsc Î�rXaeÄYm6Ä]g Ç r,gsd�c'a"j�o{Æ+fhÆ]Ä z Æ]Ä Å Æ z gsoqÆ]Ä�w Ã g�tuÆej=o�clgsj|gsj�gXb~ahtsola"d2gsj=o{g z aeÄYd�c&Äsd�aeÄtsc Î�rXaeÄ�w Ã g¥g z j=¢hd2gsr,Æ gXb4o'rXa�á'fhÆ � iYÆer1gL²Jgsd Ç;z ÆRÄsc-Ä+a z g1g z
12345

�2guÄ Ç rugsd�c'a�fhÆola"d Å c��sjPg z 21345 Ú Ä�c�Ä+a z gWg z 22345 ola"d Å c��sj�Ä]g Ç r,gsd�c'a�g z 23245 �c � � gsoqgsr�d�cyj;a"r�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg Å Æ z gsoqÆ]Ä Ç r,gsd�c'a�fhÆ]Ä�Äsc�Ä+a z gWg z 12345 �cyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�g z j=¢Nd2gsr,Æ5fhg Å Æ z gso{Æ]Ä Ç r,gsd�c'a�fhÆ]Ä�Äsc�Ä+a z gWg z 22344cycyc � � gso{gsr�d�cyj;a"r�g z j=¢hd2gsruÆ5fhg Å Æ z gso{Æ]Ä Ç r,gsd�c'a�fhÆ]Ä�Äsc3Ä+a z g�g z 11222 �
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cyx � à¡c|g z Äsc&Äsoqgsd�a�fhg Ç r,gsd�clÆ]Ä°Ä]g�guÄsola Å z gutug�gsj Ç r,Æ Ç Æer,tscl}ejEa z f"cyj|gsr,Æ�rugut$a Ã f�a�fhÆ]�Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ z a�oqgsrutugsrXa Ç a"rsoqg�fhg z a�rugut$a Ã f�ahtscl}ej�Ä]g�rug Ç a"r�oqg�gsj=o�r,g z Æ]Ä�k�a4j¡a~fhÆer,guÄ �� gso{gsr�d�cyj;a"r�t Ã � z guÄ�g z o'c Ç Æ5fhg Å Æ z gsoqÆ]Ä�w Ã g6o�clgsj¿gsjRd2gsj|Æ]Ä Ç Æ]Äsc Å c z c'f�a�fhguÄ�fhg�Ä+a z cyrm2t Ã � z guÄ0g z o�c Ç ÆEw Ã g-d5�eÄ Ú Æ Å Ä]gsr�xea"r-w Ã g0t Ã a"j;fhÆ z a5f"c ��t Ã z oÈa�f5fhg�Ä+a z cyr�a Ã d2gsj=olaoÈa"d Å c��sj z ÆWº7ahtugWg z7Ç Æ]Äsc Å z g Ç r,gsd�clÆ �

Ø Ï < î :nÑ Ï ÐUÖcª â B�GY#(%EC�F&GXC5% ä
•  O#=?�°.C�B+!X%�D.B�%4!XD.B+? A*I F(%4?.B+G@D.B�Þ.? A #&F(GXß A D.B n B�#&B�C5B�?~ß$%4G I %4? s B�#&B�C5B�?~ß,%"G!$B / B�ß$F&D.%4G â n1 > 1

Q4B I B+G�B�# / !$F(C5B�!$% â �§�§� â ns > 1
Q4B I B�G�B+#H°.#§ß,F(C�%.�

•  O#�?�°.C�B+!X%�D7B / B�!$CWÞ7ß A*I F&%"?.B+G I %4? !XB / B�ß$F I F&Z4?�D.B n
B�#&B+C�B�?~ß,%"G I %"?`# A G!$B / B�ß$F I F(%4?.B�G ã Þ.B�G$B6F&?7D.F I+A ? ä

P n1,...,ns

n =
n!

n1!...ns!
.

JÍ�8Z §r¦0� øÍ¥+���%¤�¥�¦0�í¢'§
 @#�°.#§ß,F&C�% I %4? I B / ß,%1D7B I %4CWV7F&? A ß$%4!$F A�ã Þ.B2Q A C5%"G A D.B��=?7F&!0B+G�B�#�D.B�tuÆed Å cyj;a3PtsclÆej|guÄ ã Þ.B�à A"I B�!XB�¾LB�!$B�? I F A�A #©G$F&H"Þ.F&B�?~ß,B / !$%4V7#&B+C A7ä
> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ©^ ® A D A Þ.? ARI # A GXB2D.B	1zÔ A #&Þ7C5?.%"G â D.B I Þ`�"?�ß A G�C A ?7B+! A G�G$B / Þ.B+D.BB+#&B�H4F(!�B+#©ß,!2æ&% ã Þ.B�F(!.� A # A G�!$B�Þ.?.F(%4?.B+G�D.B�# I # A Þ.GXß$!$%.�

ë V.G7��!XQ4B�G$B ã Þ.B A D.F�¾LB+!XB+? I F A D.B+# / !X%4V.#(B+C A D.BW# A G�Q A !$F A"I F(%4?.B�G�¿ / %"!�B{ÝXB+C / #(%B+#&B I+I F&Z4?�D.B6D.B�#&B+H A D.% â GXÞ.V;D.B+#(B+H A D.% á Q4% IJA # Â A à7%4! A #&%"G�ß,!2æ&%4G
{Manuel, Juan, Felipe}

á

{Juan,Manuel, Felipe}G$%4?RB�#3C�F&G$C�%Ä¿'#(%4G A #&Þ.C�?.%4GYB�#&B�H4F&D7%4G / A ! A F(! A # I # A Þ.GXß$!$%2G$%"?R#&%4GYC5F(G$C�%4G�ß$!$B�G|Â âB+GXß$%�B+G â ?.%�F(?7À=Þ á B5B+#�%4!XD.B+?t¿LC5F(B+?~ß$! A G ã Þ.B5B+?nB+# / !X%4V.#(B+C A D.B5# A B+#(B I+I F&Z"?nD.BD.B+#(B+H A D.% â B�#�ß,!2æ&% / !XF&C�B+!$%�F&?.D.F IJA�ã Þ.B Manuel
B+GYB+#�D.B+#(B+H A D.% á B�?�B�#�GXB+H4Þ.?7D.% âG$F&?�B+CWV A !$H4% â B+G Juan B�#�D.B+#(B+H A D.% â / %4!�#&% ã Þ.B�G$%"?�D.F(GXß$F&?~ß$%4G|Â��



êW�zµ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
ã=%4!$C A #(CEB+?�ß,B-G$B / Þ.B+D.B / # A ?�ß,B A !�B+#�GXF&H"Þ.F&B�?~ß,B / !$%4V.#(B+C A B ã Þ.F§Q A #(B+?�ß,B ä

> Ô ª¡ì�¦ Ï :PÕ©^ ®�Bsß,B+!XC5F(? A ! I Þ`�"?~ß$%4G�GXÞ.V I %4?�ÝXÞ.?~ß$%4G�D.BÅ×�B+#(B+C�B+?�ß,%4G�ß$F&B�?.B�Þ.? I %4?Q�ÝXÞ7?~ß,%ED.B61zÔWB+#(B+C�B+?~ß$%4G â B+G�D.B I F&! â D.B N85

�
³NF�B�?1#&Þ.H A !�D.BW!XB+G$%"#(Q4B+!�B+# / !$%4V.#(B+C A / # A ?~ß$B A D7% â I+A # I Þ.# A C�%4G V85,3 B+?�ß,%4? I B+GB�GXß A C5%"G I %4C / Þ7ß A ?.D.% â ?.%E#(%4G�G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G â G$F(?.%E# A G�G$B�#&B I�I F(%4?.B�G�%4!$D.B�? A D A G�D.Bß$!$B�G�B�#&B�C5B�?~ß,%"G+�T®�B�B+G¯ß A C A ?.B+! A�IJA D A G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D.B�×WB�#&B+C�B�?~ß,%"G�#(%WB�GXß A C5%"GI %4?~ß A ?.D.%�C��"G�D.B6Þ.? A Q4B��*�) �² A"I ß A C5B�?~ß$B�#&% I %4?�ß A C�%4G�ß A ?~ß A G�Q4B I B+G I %4C�%EC A �?7B+! A G�D.F(GXß$F&?~ß A G�à A]á�A D.B0!XB+%4!XD.B+? A !$#(% â B+G�D.B I F&! â P3 Q4B I B+G��#´)%4?�Þ.?�B{ÝXB�C / #(% ä #(%4GGXB+F(G�ß$!$F(%4G�GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B�G ä

{Manuel, Juan, Felipe}
{Manuel, Felipe, Juan}
{Juan,Manuel, Felipe}
{Juan, Felipe,Manuel}
{Felipe, Juan,Manuel}
{Felipe,Manuel, Juan}GX%4?SB+#|C�F&GXC5%0G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%ED.B�×�B+#(B+C�B+?~ß$%4G â %4!$D.B�? A D7%4G�GXÞ.G�B+#(B+C�B+?�ß,%4G)D.B�ß,%hD A G# A G�C A ?.B�! A G / %4G$F(V.#&B�G+�©¨3%4!�ß A ?�ß,%EB+# / !$%4V.#(B+C A G$B6!$B+GXÞ.B+#§Q4B I %4C / Þ7ß A ?.D.% ä

Total :
V85,3
P3

.

¨ A ! A â B�¾LB I ß$F(Q A C5B�?~ß,B â G$Z"#&% I %4?~ß A ! I+A D A GXÞ.V I %4?�ÝXÞ.?~ß$%5Þ.? A Q4B��"�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^Á·©^ Ü`_3z a"d�a"d2Æ]Ä Ð|3: ÏhÔ ª�Ö Ï Ò/ª;:1ì3Ñ�Ð�Õ=Ò�Ñ�ª;Ð Ï <2Ö Ï

m
Ï ¦ Ï : Ï Ð��MWª¿<2M�ª;:nÕ.Öcª;<SÖ Ï

n
Ï Ð

n ª w Ã g2guÄ]tsr�c Å cyd2Æ]Ä Cm,n ª a z j=¢hd2gsruÆ�fhg0Ä Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ]Äfhg
n
g z gsd2gsj=oqÆ]ÄWgsj

Nm ª Ä]gWt$a z t Ã z a

Cm,n =
Vm,n

Pn

=
m!

n!(m− n)!
.

ª ª=M]Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð@^  OG I !XF&V.F(!$B�C5%"G
Cm,n

I %4C�% (m
n

) �
[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð�¬U^Á·©^ÁÐ iYÆer�fNgL�Oj=cltscl}ej

0! = 1
m (m

0

)

= 1 �
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Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á·©^Á ï z j=¢hd2gsruÆ (m

n

) Ä]g z g2fhgsj|ÆedEcyj¡a Ð©U: Ï~Ô ª�Ò/ª¿:1ì3Ñ'ÐUÕ7MWª Ô Ñ«ª
m
<�ª;ì Ô�Ï

n �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼u·¶ Æed Ç ruÆ Å a"r z aYÎJ}ersd Ã z a�a"j=oqgsrsclÆer�d2gsj=oqgWguÄ]tsr�cyoÈa�×

(

m

n

)

=
m!

n!(m− n)!
.

©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç·©^ñ¬ ��« � gso{gsr�d�cyj;a"r0g z j=¢hd2gsruÆ�fhg Ç Æ]Äsc Å z guÄ0g$w Ã c Ç Æ]Ä6fNg Å a z Æej|tuguÄsoqÆ��¬2d�clgsd Å r,Æ]Ä « w Ã g�Ä]g Ç Ã g$fhgsj�ÎJÆer�d�a"r�tuÆej � 9-Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ �
C10,5 =

V10,5
P5

=
10× 9× 8× 7× 6

5× 4× 3× 2
.

Ê « � gsoqgsr�dEcyj¡a4r�gsj�t Ã �"j=oqÆ]Ä�fhg�g zyz Æ]Ä|² Ã glk�aWg z ² Ã k�a�fhÆer zyz a"d�a�fhÆ p a"r�o áyj � �Bà©} z ÆÃ jW² Ã k�a�fhÆer�Ä]g zyz a"d�a p a"r�o áyj � «

C10,5 − C9,5 =

(

10

5

)

−
(

9

5

)

w Ã g2guÄ5t$a z t Ã z a"r�g z j=¢hd�gsr,Æ�o{Æeola z fhg2g$w Ã c Ç Æ]Ä�mSruguÄsola"r5g z j=¢hd2gsruÆ�fhg2g$w Ã c Ç Æ]Ä5gsjz Æ]Ä�w Ã g�j|Æ�² Ã gÈk�a p a"rso�áyj �
Ø Ï < î :nÑ Ï ÐUÖcª â B�GY#(%EC�F&GXC5% ä
•  O#�?�°.C�B�!$%�D7B�GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%4GYD.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4G�D.B Nm

�
•  O#�?�°.C�B+!X%�D.B6G$B�#&B I+I F&%4?.B�GY?.%�%"!$D.B�? A D A G�D.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4G�B+?�Þ.? I %4?eÝXÞ.?�ß,%D.B

m
B+#(B+C�B+?~ß$%4G+�

•  O#U?�°.C�B+!X%2D.B I %4CWV.F(? A"I F&%4?7B+GYD7B m B+#&B�C5B�?~ß$%4GYß$%4C A D A GYD7B
n
B+?

n â B�GXß$%B+G â
Cm,n = 0 si m < n

Cm,n =

(

m

n

)

=
Vm,n

Pn

si m ≥ n.

8 ¦'K î ÐUÕ=<�T Ô ª¡T3Ñ Ï Ö�Õ=Ö Ï <�Ö Ï ¦�ª;<EÐ|3: Ï~Ô ª;<�Ò/ª;:1ì3Ñ�Ð�Õ7M�ª Ô Ñ«ª¿<
³NB A ?

m
á
n
?-°.C5B�!$%4G�B+?~ß$B+!X%4G

m ≥ n
B+?~ß$%4? I B+G ä



êW� Õ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç

1)

(

m

n

)

=

(

m

m− n

)

.

2)

(

m

n

)

=

(

m− 1

n− 1

)

+

(

m− 1

n

)

.

3)

(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ ...+

(

n

n

)

= 2n.

Ã A / !X% / F(B+D A D ê Â�QhF&B�?.BSD.BS%4V.GXB+!XQ A !EB�#�G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B�à.B I à.% ä F&?�ß,B�! / !XB�ß,B�C5%"G�B�#?-°.C�B+!$% I %4CWV.F(? A ß$%4!$F(% (m
n

) I %4C5%�B�#@?-°.C�B+!$%�D.B�GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%4G0D7B
n
B+#(B+C�B+?�ß,%4GD7B�Þ.? I %4?�ÝXÞ.?~ß$%

A
D7B

m
B+#(B+C�B+?~ß$%4G+�� O#&B+H"F&!�Þ7?.%5D.B�B�GXß$%4G�GXÞ.V I %4?�ÝXÞ.?~ß$%4G

B ⊂ AI %4?.GXF&GXß$B-B�?SD7B�ß,B�!$C�F&? A !�#(%4G
n
B�#&B�C5B�?~ß,%"G ã Þ.B I %4?!¾L%"!$C A ?

B
%�B ã Þ.F§Q A #(B+?~ß$B+C�B+?�ß,BGXB�� A # A !�#(%4G

m − n
B�#&B�C5B�?~ß,%"G ã Þ.B I %4?!¾L%"!$C A ?

A − B
�¨3%4!Eß A ?�ß,%PB+?

A
à A]áBm² A"I ß A C5B�?~ß$B�ß A ?~ß$%4G�GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?�ß,%4G)D.B

n
B�#&B�C5B�?~ß$%4G I %4C�%0D.B

m−n
B�#&B�C5B�?~ß,%"G+�

Ã A / !$% / F&B�D A D µ Â-G$B�D7B+D.Þ I B5D.BE#&%�GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B*�ÊÒq?~ß,B�! / !XB�ß$B+C�%4G�D.BE?hÞ.BsQ4% (m
n

)

I %4C�%6B�#=?-°.C�B+!$%�D.B�G$Þ7V I %4?�ÝXÞ.?~ß$%4G�D.B
n
B�#&B�C5B�?~ß,%"GOB+?

A
¿ |A| = m

Â���ã3F Ý A C�%"G�Þ.?B�#&B�C5B�?~ß,%
a ∈ A

��Ã�%4GYG$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G�D.B
n
B�#&B�C5B�?~ß,%"GYD.B

A
GXB0D.F(QhF&D7B+?�B�?~ß$%4? I B�GB�?�#(%4G ã Þ.B I %4?~ß$F&B�?.B+? A

a
á #(%4G ã Þ.B�?.%E#&% I %4?�ß,F&B�?.B+?|� O#�?�°.C�B+!X%�D7B�G$Þ.V I %"?eÝXÞ.?�ß,%4G�D.B

n
B�#&B�C5B�?~ß,%"GED7B

A
ã Þ.B I %4?~ß$F&B�?.B+? A

a
B�GBm² A"I ß A C5B�?~ß$B ä

(

m− 1

n− 1

)

á�A�ã Þ.B / Þ.B�D.B@F&?~ß$B+! / !$Bsß A !XG$B I %4C�%�B+#4?�°7C5B�!$%�D7B@G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"GUD.B n−1 B+#(B+C�B+?�ß,%4GD7B
A− {a} � O#�?-°.C5B�!$%ED7B6G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%"GYD.B

n
B+#(B+C�B+?�ß,%4G�D.B

A
ã Þ.B6?.% I %4?�ß,F(B+?.B�? A

a
B�GBm² A"I ß A C5B�?~ß$B ä

(

m− 1

n

)

á�A�ã Þ.B / Þ7B+D.B0F&?�ß,B�! / !XB�ß A !$G$B I %4C5%�B�#�?�°.C�B+!X%5D.B�G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G�D.B n B+#(B+C�B+?�ß,%4GD7B
A− {a} �¨3%4!�ß A ?~ß$%�# A�I+A ?�ß,F&D A DSß,%"ß A #©D.B6G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G�D.B

n
B�#&B�C5B�?~ß,%"G�B�G ä

(

m

n

)

=

(

m− 1

n− 1

)

+

(

m− 1

n

)

.



FhõXW�õ ð�ôv¤a�)é{��ç�ð�ésô�����¥ ê�� Ô
Ã A / !X% / F(B+D A DÅ×zÂ�GXB / Þ.B�D.B�D.B+D.Þ I F&!UD.B�# A ¾LZ"!$CWÞ.# A D.B�# ì3Ñ�Ðiª;:¨Ñ«ª5Ö ÏWª�Ï.® M�ª;Ð âã Þ7B�!$B I %4!XD A C�%4G ä

(a+ b)n =

(

n

0

)

an +

(

n

1

)

an−1b+ ...+

(

n

n− 1

)

abn−1 +

(

n

n

)

bn,

B+GYD7B I F&! ä
(a+ b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

an−kbk.

 @G¯ß A ¾LZ4!$CWÞ7# A G$B / Þ.B+D7B�D7B+C�%4GXß$! A ! / %4!©F&?.D7Þ I+I F&Z4?�GX%4V.!$B n Þ.G A ?.D.%�# A G / !$% / F&B+D A D.B�GD.B6#&%4G�?-°.C�B+!X%4G I %"C�V7F&? A ß$%4!$F§%4G+�
³NF A / #&F IJA CE%4G�B�GXß A ¾LZ4!XCWÞ.# AWA a = 1

á
b = 1

ß,B�?.B+C�%4G ä

(1 + 1)n = 2n =

(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ ...+

(

n

n− 1

)

+

(

n

n

)

.

 OGXß A F(D.B+?�ß,F(D A D0C�Þ7B+GXß$! A�ã Þ7B â G$FN#&# A C A CE%4G TUÕ Ô M Ï <�Ö Ï A â D.B�?.%"ß A D.% P (A) â A #I %4?eÝXÞ7?~ß,%Ê¾L%4!XC A D.% / %4!�ß,%hD7%4G�#&%4G�GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%4G�D.B A â B+# IJA !XD.F&? A #©D.B6# A G / A !Xß,B�GD.B
A
Q4B+!XFÁ� I+A7ä

|P (A)| = 2|A|.

¨3%4! ã Þ.BYB�# I %4?eÝXÞ.?�ß,%6ß,%*ß A #.D.B�G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G�G$B / Þ.B+D7B�B�G I !XF&V.F(! I %4C�%6Þ.?.F(Z4?ED.BY#(%4GG$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G�D.B ¶ B+#(B+C�B+?~ß$%4G I %4?n#(%4G�D.B5Þ.?nB�#&B�C5B�?~ß$% â I %4?n#&%4G6D.B µ �§�(�Sà A G¯ß A#&#&B�H A ! A #c°.?.F I %�GXÞ.V I %"?eÝXÞ.?�ß,%SD.B
A
D.B |A| B+#&B�C�B+?~ß$%4G ã Þ.BWB�G-B+# / !$% / F(% A �- @G¯ß A°.#(ß$F&C A ¾LZ4!XCWÞ.# A ß A CWV.Fç��?�G$B / Þ.B�D.BWD.B+C�%4G¯ß,! A ! / %4!�F&?.D.Þ I+I F&Z4?�GX%4V.!$B�B�# IJA !XD.F&? A #D.B

A
�
ð�? A Q4B��2QhF(GXß A G�B�GXß A G / !$% / F(B+D A D.B+G0D.B2#(%4G0?-°.C�B+!X%4G I %4CWV.F(? A ß,%"!$F(%"G6Q"B A C�%4GI %4C�%EG$B / Þ.B�D.B�C5%hD7FÁ� I+A !�B+# / !$%4V.#(B+C A D.B6# A G I %4CWV.F(? A"I F(%4?.B�G+�

> Ô ª¡ì�¦ Ï :nÕ©^ ³NB A ?
x â y â z ß,!$B�G�F&?.D.Bsß,B�!$C�F&? A D A G â #&# A C A C�%"G�d2Æej|Æed�clÆ2fhg�k"r$a�fhÆ

d
A Þ7? A Bh² / !XB+G$F(Z4?1D.B�#Uß,F / % xaybzc

I %4?
a + b + c = d

�#®�Bsß,B�!$C�F&? A !YB+#3?-°.C5B�!$%D.B6C5%4?7%4C5F§%4G�D7FÁ¾LB+!XB+?�ß,B+G�D.B6H4! A D.%�Ô�B�?�D.F I à A G�ß$!$B+G�F&?7D.B�ß$B+!$C�F(? A D A G��
ë V.G$B�!XQ A C5%"G ã Þ.B�Þ.?SC5%"?.%4C�F(%0D.B�H"! A D.%ÊÔ�B�G / %4!)B{ÝXB+C / #(% x3yz ã Þ.B / %hD.!7æ Aß A CWV.FÁ�+?�B+G I !$F(V.F&!XG$B I %"C5%

x2yxz â %�D7B I Þ A # ã Þ7F&B+!�%"ß$! A C A ?.B+! A / %"G$F&V7#&BY!$B�G$Þ.#§ß A D.%D.B�!XB+%4!XD.B+? A !�# A G�Q A !XF A V7#&B+G»¿'G$F(B+C / !$B0ß,%"C A ?7D.%2ß,!XB+G�Q4B I B�G�# A x â Þ.? A Q4B���# A y áÞ.? A Q4B���# A
z
Âs�@ OGXß,%�CWÞ.B+G¯ß,! AEã Þ.B�B�#�%4!$D.B�?�D7B6# A G�GXB+#(B I+I F&%4?7B+GY?7%�B+G�!$B+#(B�Q A ?~ß$B"�



êW�/ê ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
�@B A C5%4G I Z4C�% I %"?~ß A !-B+G¯ß,%4G�C�%4?.%4C�F(%"G�D.B»¾L%"!$C A F(?~ß,B�#&F(H"B+?~ß$B"�%´)%"C5% / %hD.Bm�C�%4G�!$B�%4!$D7B+? A !�# A G)Q A !XF A V.#(B+G / %hD.B+C�%4G�G$Þ / %4?.B�! ã Þ.B I+A D A C�%4?.%"C5F(%�D.B�H4! A D7%�ÔB�GXß.��B�G I !XF(ß$% I %"C5%EB�?�# A D.Bh�=?.F I F(Z4? ä

xaybzc a+ b+ c = 5D7B-C�%hD.% ã Þ.B-GXB-#(B / Þ.B�D.B A G$F(H4? A !�Þ.? A / A # A V.! A ¾L%"!$C A D A / %4!�Þ.?.%"G á�I B�!$%4G)D.B�# AGXF&H4Þ7F&B+?�ß,B�C A ?.B�! A
x3yz → 1110101. O#�?-°.C5B�!$%¥D.B�Þ.?.%4GEà A G¯ß A B+# / !$F&C�B+! ¶ F&?.D7F IJARI Þ9�"#�B+GEB+#�Bm² / %4?7B+?�ß,B�D.B�# A x âD7B+G / Þ9�+G�D.B+# / !XF&C�B+! ¶ á à A GXß A B�#�G$B+H"Þ.?.D.% ¶ à A]á Þ.? ê ã Þ.B0F(?.D.F IJA B�#�Bh² / %4?.B�?~ß$BD7B�# A

y
á B�#H°.#(ß$F&C�% ê B�#�D.B6# A

z
� ë ß,!$%EBqÝXB+C / #&% ä
x4y → 1111010 O# / !X%4V.#&B�C A B+G / %4!�ß A ?~ß,%RD.Z4?7D.B I %"#&% I+A !�B+GX%4G I F(? I %RÞ.?.%4G ã Þ7B I %4!X!$B+G / %4?.D.B�?A�ã Þ.B5B+#@H4! A D.%�D7B+#�C�%4?.%"C5F(%SB+G I F&? I %.�í� A]á¥ã Þ.B5B+#&B�H4F(! I F(? I %�#(Þ.H A !$B+G6B+?�ß,!$BóÝ

/ %"G$F&V7#&B+G / A ! A�I %4#(% IJA !�#(%4G°Þ7?.%4G â B+G¯ß,%6B�G â B+GXß A C�%4G I %4C / Þ7ß A ?.D.%�#(%4G�G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4GD7B I F&? I %�B�#&B+C�B�?~ß,%"G�D.B6Þ.? I %4?eÝXÞ.?�ß,%�D.BÅÝ�B�#&B�C5B�?~ß,%"G+�
Total :

(

7

5

)

= 21

Ã�%4G / %hD7B+C�%4G�B�G I !XF&V.F(! ä
x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4,

y5, y4z, y3z2, y2z3, yz4,

z5, x4z, x3z2, x2z3, xz4,

x3yz, xy3z, xyz3,

x2y2z, xy2z2, x2yz2. OGXß,B�C�F&GXC5%W! A �+%4? A C5F(B+?�ß,% / B�!$C�F(ß,B IJA # I Þ7# A !�# A ¾LZ4!XCWÞ.# A H4B�?.B+! A #l�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^Á·©^ç· à©g$a Ã j�tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg m g z gsd2gsj=oqÆ]Ä ª fhgL�@j=cyd2Æ]Ä0g z j=¢hd2gsruÆEfNgÒ/ª;:1ì3Ñ�Ð�Õ=Ò�Ñ«ª¿Ð Ï <�Ò/ª¿Ð Ô�Ï T Ï M�Ñ'Ò�ÑLÓ;ÐvÖ Ï

m
Ï ¦ Ï : Ï Ð;M�ª;<�MWª¿:PÕ=Öcª;<�Ö Ï

n
Ï Ð

na z j=¢Nd2gsr,Æ�fhg�Ä]g z gututsclÆej|guÄWj|Æ�Æer$fhgsj;a�f�aeÄEfhg
n
g z gsd2gsj=oqÆ]Ä��XtuÆej Ç Æ]Äsc Å z guÄWr,g Ç gso�c�PtsclÆej|guÄ « gsj Ã jptuÆejJ² Ã j=oqÆSfhg m g z gsd2gsj=oqÆ]Ä � à©g�fhgsj|ÆeoÈa CRm,n

m5Ä]g5t$a z t Ã z aSd2g�Pf"c'a"j=oqg z a�ÎJ}er�d Ã z a�×

CRm,n =

(

m+ n− 1

n

)



FhõXW�õ ð�ôv¤a�)é{��ç�ð�ésô�����¥ ê�� Ý
©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç·©^Á¹ ��« � gso{gsr�d�cyj;a"r5t Ã �"j=o{Æ]Ä Ç Æ]Äsc Å z guÄWruguÄ Ã z ola�fhÆ�Ä Ç Ã g$fhgsjpahtuÆej=o{g�Ptugsr0a z�z a"j+7Ja4r�o'r,guÄ�f�a�fhÆ]Ä6cyj;f"c&Äso'cyjhk Ã c Å z guÄ�Äscyd Ã z oÈ�"j|g$a"d2gsj=oqg+×

CR6,3 =

(

8

3

)

= 56.

Ê « à¡cUÄ]g�gXb4o'r$ahgsj�Äscyd Ã z ol�"j|g$a"d2gsj=oqg0tscyj|tuÆ5t$a"rsolaeÄ�fhg�tscyj|tuÆ Å a"r$aX²�aeÄ0guÄ Ç a"¸|Æ z aeÄ�¯� 9 t$a"r�olaeÄ « g z j=¢hd2gsruÆ5fhg Ç Æ]Äsc Å c z c'f�a�fhguÄ0guÄ+×

CR40,5 =

(

44

5

)

.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼9¬ ��« � a�f�a Ã j;a5j Ã7Å g0fhg6° � Ê�Ç Ã j=o{Æ]Ä0f"c ÎJgsr,gsj=oqguÄ ª fhÆej;fhg�j Ã j¿t,a�o'ruguÄfhg0g zyz Æ]Ä�guÄsoÈ�"j�a z cyj|g$a�fNÆ]Ä ª fhgso{gsr�d�cyj;a"r6g z j=¢hd2gsr,ÆEfhg-o'r�c'�"jhk Ã z Æ]Ä�f"c&Äso�cyj=oqÆ]Ä6w Ã g�Ä]gÇ Ã g$fhgsj�ÎJÆer�d�a"r�tuÆej¥f"cltuº=Æ]Ä Ç Ã j=o{Æ]Ä �Ê « à¡c|gsj=o'r,g z Æ]Ä Ç Ã j=oqÆ]Ä)fhg ��« gXb4c&Äsoqgsj(¬ Ç Ã j=o{Æ]Ä)w Ã g�guÄsoÈ�"j�a z cyj|g$a�fhÆ]Ä ª tuÆed Ç Ã ola"rt Ã �"j=oqÆ]Ä�o'r�c'�"jhk Ã z Æ]Ä-Ä]g Ç Ã g$fhgsj�ÎJÆer�d�a"r �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼u· ��« à©g$a"j E Å Æed Å Æ]Ä�w Ã g¨tuÆej=o�clgsj|gsj�t$a�f�a Ã j|Æ¤fhg¨g zyz Æ]Ä±¬ Å Æ z aeÄj Ã d2gsrXa�f�aeÄ�fhg z � a z ¬�fhg�d2Æ+fhÆ�w Ã g z aeÄ Å Æ z aeÄ�fhg Å Æed Å Æ]Ä�f"c&Äso'cyj=o{Æ]Ä�tuÆej�g z d�c&Äsd2Æj=¢Nd2gsr,Æ�Ä]Æej¤cyj;f"c&Äso'cyjhk Ã c Å z guÄ�gsj=o'r,g2Ähá � i�Æer Ã j Ç r,Æ]tuguÄ]ÆRd2gut$�"j=cltuÆ�t$a�f�a Å Æed Å Æfhg Ç Æ�Ä�cyoÈa¤gsj Ã j;a tuguÄsola Ã j;a Å Æ z a ª Äscyd Ã z oÈ�"j|g$a"d2gsj=oqg�t�ÆejÉg z r,guÄso{Æ fhg Å Æed Å Æ]Ä �� gso{gsr�d�cyj;a"r0g z j=¢hd2gsruÆ5fhg6r,guÄ Ã z ola�fhÆ]Ä Ç Æ]Äsc Å z guÄ �Ê « � gsoqgsr�d�cyj;a"r2t Ã �"j=oqÆ]Ä5fhg�guÄso{Æ]ÄEr,guÄ Ã z oÈa�fhÆ]Ä2t�Æej=o'clgsj|gsjpa z d2gsj|Æ]Ä Ã j;a Å Æ z aj Ã d2gsrXa�f�a�tuÆejPg z ¬ �
Ø Ï < î :nÑ Ï ÐUÖcª â B�GY#(%EC�F&GXC5% ä

•  O#�?-°.C5B�!$%ED.B6GXB+#&B I+I F&%4?7B+G�?.%�%4!XD.B+? A D A GÅ¿ I %4?�B�#&B�C5B�?~ß$%4G�!$B / Bsß,F(D.%4G|Â)D.B nB+#(B+C�B+?�ß,%4G�B+?�Þ.? I %4?�ÝXÞ.?~ß$%�D.B
m
B�#&B�C5B�?~ß,%"G+�

•  O#¿?-°.C�B+!$%0D.B I %"CWV.F&? A*I F(%4?.B+G I %4?�!XB / Bsß,F I F&Z"? m B�#&B�C5B�?~ß,%"G�ß,%"C A D7%4G�D.B
nB+?

n
ä

CRm,n =

(

m+ n− 1

n

)

.



êW� 1 ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
Jí�2� £f£�¦0ø��6ø¸¥hÎ�¥+¼��0¼
ðY? A D.B�# A G A / #(F IJA*I F(Z4?7B+G¨¾LÞ.?.D A C�B+?~ß A #&B�G�D7B�# A�I %4CWV.F(? A ß$%4!$F A B+GEB�# I �"# I Þ.#(%1D.B/ !$%4V A V.F&#(F(D A D.B�G â B�G0D.B I F&! â B�GXß$F&C A ! I %4? ã Þ9�5G$B�H4Þ.!XF&D A D�Q A�A % I Þ.!$!XF&!6Þ7?nGXÞ I B�G$%.�Ã A !XB+H"# A V`�*G$F I+A / %4!�# A0ã Þ.B-GXB-!$F(H4B+?2#(%4G�Bh² / B+!XF&C�B+?�ß,%4G ã Þ.B�ß,F(B+?.B�?�Þ.? A�IJA ?�ß,F(D A D�.?.F(ß A�á B ã Þ.F / !$%4V A V.#&B0D.B�!$B�G$Þ.#§ß A D7%4G�B+G ã Þ7BW# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D.B ã Þ.BW% I Þ.!$! A Þ.?GXÞ I B�G$%¬D7B�ß,B�!$C�F&? A D.%pB�G�B+# I % I F(B+?~ß$B1D.B+#-?�°7C5B�!$% D7B I+A G$%"G�B+?�#&%4G ã Þ7B¥% I Þ.!X!$BB�GXß$B2G$Þ I B+GX%1B�?~ß$!$B5# A�IJA ?~ß,F(D A D�ß$%"ß A #@D.B I+A G$%"G / %4GXF&V.#(B+G�� ë G7æ A #°ß,F&! A !6Þ.?nD A D.% â# A / !$%"V A V.F(#&F(D A D�D.B ã Þ.B�G A #&H A Þ.? ê B�G 1/6 / %4! ã Þ.B�#(%4G / %4G$F(V.#&B�G-!$B�G$Þ.#§ß A D7%4G-G$%4?B�# I %4?eÝXÞ.?�ß,% {1, 2, 3, 4, 5, 6} á B�# I+A G$% ã Þ.B�?.%4G�F(?~ß$B+!$B�G A ¿'B�# ê Â-B�G�Þ.?.%�D.B�B�GXß,%"Gê / %"G$F&V7#&B+GW!$B+GXÞ.#(ß A D.%4G��DÃ A F&D.B A D.Bó¾L%4?.D.%¥B�G ã Þ7B�GXF�Þ.?7%¥ß,F(! A ! A Þ7?�D A D7%�Þ7? AI+A ?~ß$F&D A DpCWÞ á¨A #§ß A D.B2Q4B I B+G â #&B2G A #(D.!7æ A ?6¿LC±�*GW%1C5B�?.%4G.Â�# A C5F(G$C A�IJA ?�ß,F(D A DD7B�!XB+G$Þ7#(ß A D.%4G ê â ã Þ7B µ â �§�(� â ã Þ.B ê �Y OGXß A #(B á G$B0G$Þ.B�#&B I %4?7% I B+! I %4C�%±Ã�B á D.B0#(%4GH"! A ?.D7B+G�?�°.C�B+!X%4G+�

¨3B+!X%�Q4%"#(QhF&B�?.D.% A #.à.B I à7%0D.B ã Þ.BY# A / !$%4V A V.F&#(F(D A DWB+G@Þ.? IJA C / %6D.B A / #(F I+A"I F(Z"?D7B�# A�I %4CWV.F(? A ß,%"!$F A â / %hD.B�C5%4G I %4C / #(F I+A !|B+# / !X%4V.#(B+C A)á / B+D.F(!�# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D.Bã Þ.B A #.ß,F&! A !OD.%"G�D A D.%4G I %4?.GXB I ÞNß,F(Q A C�B+?~ß$B�G$BY%4V7ß$B+?.H A Þ.? A / A !$BqÝ A D.BYGXB+F&GXB+G���¨3%"!BqÝXB+C / #&% â B�GXß,B�ß$F / %�D7B6B�GXß,Þ7D.F&%EB�G�¾LÞ.?7D A C�B+?�ß A # / A ! AEA GXF&H"? A ! / !$B+C�F&%"G�B+?�ÝXÞ.B+H"%4GD7B A � A ! â / A ! A B+G¯ß A V7#&B I B+!�B+# / !XB I F&%1D.BSÞ.? A / %4#(Fç� A D.BSG$B�H4Þ.!$%"G+�§�(�DÃ ARIJA ?�ß,F(D A Dß$%"ß A #.D.B�!$B�G$Þ.#§ß A D.%"G@B+G
V R6,2 = 36 â B�#=!$B�G$Þ.#§ß A D.% (6, 6) B+G@Þ.?.%�D.B�B�#&#(%4G / %"!Oß A ?~ß$%GXÞ / !X%4V A V7F&#&F§D A D¨B+G 1/36
� ë V.G$B�!XQ4B�C5%4G�GXF&? B+CWV A !$H4% ã Þ7B�# A / !$%"V A V.F(#&F(D A DpD.Bã Þ.BEG A #&H A Þ.?Û× á Þ.? µ B+G)ÝXÞ.G¯ß A C�B+?�ß,B�B+#°D.%4V.#(B á�ASã Þ.BEG$%4?¥D.%4G6#(%4G-!$B�G$Þ.#§ß A D.%"G

/ %"G$F&V7#&B+G ä (2, 3) á (3, 2)
�

®�B��.? A C�%4G I %4? / !XB I F(G$F(Z4?�#&%4G I %4? I B / ß$%4G+�
²v³@´�³ ý µ¶��KSL��TG�FHO·�R�TOQL=KMI�O
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^Á¹©^ Ü Ì�jnÏ�9 T ÏhÔ Ñ': Ï Ð¿M�ª`Õ=¦ Ï Õ7M�ª Ô Ñ«ª guÄ Ã j Ç r,Æ]tug$f"cyd�clgsj=oqÆ�t Ã m�Æ]ÄÇ Æ]Äsc Å z guÄ�r,guÄ Ã z ola�fhÆ]Ä�ÎJÆer�d�a"j Ã j�tuÆejJ² Ã j=oqÆ�tuÆej|Æ]tsc'fhÆ2m�ola z w Ã gEa z gLÎJgutso Ã a"r5g z gXbrPÇ gsr�cyd2gsj=oqÆ�g z ruguÄ Ã z oÈa�fhÆ�Æ Å oqgsj=c'fhÆ5fhg Ç gsj;fhg�fhg z ac7]a"r �
©�
+Ï :nT�¦«ª;<�¬�^Á¹©^ÁÐ�_ a"j+7]a"r Ã j f�a�fhÆ�guÄ Ã j�gXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆ�a z g$a"o{Æer�clÆ Ç Æer$w Ã g2g z r,g�PÄ Ã z ola�fhÆ�� Ã j1j=¢Nd2gsr,Æ5fhg z � a z E¸« fhg z©z a"j+7]a"d�clgsj=oqÆ�fhg Ç gsj¡fNg�fhg z ac7]a"r �_ a�gXb4o�rXahtutscl}ej1fNg Ã j;a�t$a"r�oÈa�fhg Ã j;a Å a"rXaX²�a �_ a�gXb4o'rXahtutscl}ejPtuÆej7Ä]gut Ã o'cyxea5mEÄscyj1r,g Ç Æ]Äscltscl}ej¥fhg0fhÆ�Ä Å Æ z aeÄ6j Ã d2gsrXa�f�aeÄ0fhg Ã jÅ Æed Å Æ�w Ã gWtuÆ*j.o�clgsj|gWt Ã a"o'ruÆ Å Æ z aeÄ�t�Æej z Æ]Ä6j=¢hd2gsruÆ]Ä � a z � �_ a�g z gututscl}ej¥fhg6o'ruguÄ6j|Æed Å r,guÄ Ç Æer-Ä]Æer�oqguÆSgsj Ã j�k"r Ã Ç Æ2fhg � 9.9-Ç gsruÄ]Æej;aeÄ �



Fhõ��4õ¬ñ�ö�ô2�)ç��)é{è�é{��ç-� ê��/�
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^Á à©g zyz a"d�aRÏ <+TUÕ=Ò�Ñ«ª : î�Ï <�M Ô Õ=¦ fhg Ã jÉgXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆna z g$a"o{ÆfPrsclÆ1m1Ä]g�fhgsj|ÆeoÈa

Ω
a z t�ÆejJ² Ã j=oqÆPfhg Ç Æ]Äsc Å z guÄ�ruguÄ Ã z ola�fhÆ]Ä�fhg�f"cltuº=ÆngXb Ç gsr�cyd2gsj=o{Æa z g$a"o{Æer�clÆ �

©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç¹©^ñ¬±í j g z gXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆ1a z g$a"o{Æer�clÆ¥fhg z�z a"j+7]a"d�clgsj=oqÆ1fhg Ã j f�a�fhÆ ªÄ Ã guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso�rXa z guÄ Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} �í j z a�gXb4o'rXaht�tscl}ejpfhg Ã j;a�t$a"r�oÈa1fhg Ã j;a Å a"rXaX²�a ª �{f"c§k�a"d2Æ]Ä�guÄ Ç a"¸|Æ z a1tuÆej¹� 9t$a"rsolaeÄ « ª g z guÄ Ç ahtsclÆ1d Ã guÄso'rXa z Ω guÄ Ã j tuÆejJ² Ã j=oqÆnfhgRt$a"rXf"cyj;a z � 9 ÎJÆer�d�a~fhÆ Ç Æert$a�f�a Ã j;a�fhg z aeÄWt$a"r�oÈaeÄ0fhg z a Å a"rXaX²�a �í j z a�gXb4o�rXahtutscl}ej¥fhg z aeÄ Å Æ z aeÄ6j Ã d2gsr$a�f�aeÄWg z guÄ Ç ahtsclÆEd Ã guÄso'r$a z guÄ Ω c§k Ã a z az aeÄ Ç a"r,gL²�aeÄ0Æer$fhgsj;a�f�aeÄW��Äscyj�g z gsd2gsj=o{Æ]Ä-r,g Ç gso�c'fhÆ]Ä « fhg Ã jPtuÆejJ² Ã j=o{Æ�fhg2��g z gsd2gsj0Po{Æ]Ä ª guÄso{Æ�guÄ ª |Ω| = 4× 3 �í�z tuÆejJ² Ã j.o{Æ�fhg�o'rhálÆ]Ä�fhg Ã j�tuÆ*j+² Ã j=oqÆ6fhg � 9.9�Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ�guÄ�g z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso�rXa z
Ω
fhg z ¢ z o'cyd2ÆpgXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆ�a z g$a"o{Æer�clÆPfhg z Æ]ÄRgL²Jgsd Ç;z Æ]ÄSm�o'clgsj|gRt,a"rXf"cyj;a z |Ω| =

(

100
3

) �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^Á· à©g)fhgsj|Æed�cyj;a < î Ò Ï <�ª a�t$a�f�a�Ä Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ�fhg z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄ�Po�rXa z

Ω
fhg Ã jngXb Ç gsr�cyd2gsj=o{Æ�a z g$a"oqÆersclÆ �

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð�¬�^Á¹�^Á¹Cº Æ]Ä�tugsj=o'r$a"r,gsd2Æ]Ä�gsj�gXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆ]Ä�t Ã m~ÆPguÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄ�Po�rXa z guÄ Ã jntuÆejJ² Ã j=o{Æ��@j=cyoqÆ �
©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç¹©^ ºÉí j¤g z guÄ Ç ahtsclÆSd Ã guÄso�rXa z fhg z°z a"j+7]a"d�clgsj=oqÆ�fhg z f�a�fhÆ Ç Æ+fhgsd2Æ]Äg z glk"cyr�g z Ä Ã tuguÄ]Æ S ×OG A"I+A !OÞ.?EÞ7?.% ª tuÆer�r,guÄ Ç Æej;f"clgsj=o{g�a z Ä Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ Ã j=cyola"r�clÆ S =
{1} � U g z Ä Ã tuguÄ]Æ S ′ ×�G A"I+A !�Þ.?�?�°7C5B�!$% / A ! ª tuÆer�ruguÄ Ç Æej;f"clgsj=oqg�a S ′ = {2, 4, 6} �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^Á¼ à©g$a

E Ã j gXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆRa z g$a"oqÆer�clÆ ª Ω Ä Ã guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso�rXa z ªfhg�t$a"rXf"cyj;a z �@j=cyoqÆ-m6fNg)d2Æ+fhÆ�oqÆ+fNÆ]Ä z Æ]ÄYg z gsd2gsj=o{Æ]Ä�fhg
Ω
Ä]Æej5c§k Ã a z d2gsj=o{g Ç Æ]Äsc Å z guÄ �à©g�fhgL�@j|g z a T Ô ª;ìUÕ.ì3Ñ�¦'Ñ�Ö�Õ=Ö¤Ö Ï1î Ð < î Ò Ï <�ª

S ⊂ Ω
tuÆed2Æ�g z tuÆ]tsclgsj=o{g+×

p(S) = |S|/|Ω|.
 OGY# A Ø Ï K;¦LÕPÖ Ï») Õ.T�¦LÕ=Ò Ï ã Þ.B�F&?.D.F IJAWã Þ7B0# A / !$%"V A V.F(#&F(D A DSD.B�Þ.?�G$Þ I B+G$%2# AD A B�# I % I F(B+?�ß,B6D.B�#�?-°.C�B+!$%ED.B Ò4Õ=<�ª;< � Õ�\Yª Ô Õ7ì�¦ Ï < B+?�ß,!$B6B+#�D7B Ò4Õ.<�ª;<�T�ª;<JÑ'ì3¦ Ï < �

©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç¹©^ÁÆ ��« � gsoqgsr�d�cyj;a"r�t Ã � z guÄ z a Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f5fNg0ahtugsrsola"r � �ngsj z aeÄw Ã cyj=clg z aeÄ � í�z j=¢Nd2gsr,Ænfhg1t$aeÄ]Æ]Ä6Î�a"x"Æer$a Å z guÄ�guÄ � ª g z fhg z Æ]Ä�r,guÄ Ã z oÈa�fhÆ]Ä�fhg z Æ]ÄÇ a"rso'c'fhÆ]Ä ª m�g z guÄ Ç ahtsclÆ-d Ã guÄ�o�rXa z guÄ Ω g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ0fhg z c&ÄsolaeÄ�fhg z Æejhk"cyo Ã f � �SfhÆej;fhg



µ:¶/¶ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
t$a�f�aWg z gsd2gsj=o{Æ6fhg z a z c&Äsola�guÄ Ã j � ªUÃ j;a�bEÆ Ã j Ê ��ï Ähá z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f�fhgYahtugsr�ola"rÃ j;aSw Ã cyj=clg z a�guÄ

1

314
.

Ê « ¶ Ã � z guÄ z a Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�fnfhg�k�a"j;a"rRgsj z a z Æeo{gsrmá'ano�rXa�f"cltsclÆej;a z g z�Ç r,gsd�clÆkhÆerXfhÆ � í�z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso�rXa z Ä]Æej z Æ]Ä@j=¢Nd2gsr,Æ]Ä�fhg¢¬�tsc Î�rXaeÄ ª Ç ÆerOoÈa"j=oqÆ�Ä]Æej � 9.9 � 9.9.9 ªaeÄhá z a Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f5fhg�k�a"j;a"r�guÄ
1/105.

° « í j z a z Æeo{gsrmá'a Ç r�cyd�cyo�cyxea1Ä]g�o'clgsj|gsj�w Ã g1g z glk"cyr E j.¢Nd2gsr,Æ]ÄRgsj=o'r,g¼� i�Ç Æerola"j=o{Æ z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhg�k�a"j;a"r�guÄ+×

1/

(

49

6

)

.

� « à©g-gXb4o'rXahgsj	°�t$a"r�oÈaeÄYfhg Ã j;a Å a"rXaX²�a�guÄ Ç a"¸|Æ z a5�½� Ç a z Æ]Ä ª j Ã d2gsrXa�f�aeÄ�tuÆej z aeÄtsc Î�rXaeÄYfhg z � a z�¾ m-Ä]ÆeoÈa ª t$a Å a z¹z Æ�m6r,gsm�fhg�t$a�f�a Ç a z Æ « ª fhgso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�ffhg1w Ã g z aeÄ�o'ruguÄ�t$a"r�oÈaeÄ�gXb4o'rXa"c'f~aeÄ�Ä]g$a"j z apd�c&Äsd�a¬t$a"rsola¤gsj f"c&Äso'cyj=o{Æ Ç a z Æ � í�zj=¢hd2gsr,Æ¬fhgpt$aeÄ]Æ]Ä Ç Æ]Äsc Å z guÄnguÄ (40
3

) � _ Æ]Ä¨t$aeÄ]Æ]Ä�Î�a"x"ÆerXa Å z guÄ�Ä]g¨t$a z t Ã z a"jÉfhg z aÄsc§k Ã clgsj=oqgWd�a"j|gsr$a�×6Ä Ã Ç Æ*j~k�a4d2Æ]ÄWw Ã g��=²JÆ�g z j=¢hd2gsr,Æ � � z Æ]ÄEaeÄ]guÄ « � í j=o{Æej|tuguÄ z aÅ a"rXaX²�a�tuÆej=o'clgsj|g¡�naeÄ]guÄ ª Ç Æer0oÈa"j=oqÆ ª gXb~ahtsoÈa"d2gsj=oqg6º7a"m (4
3

)

= 4
Ç Æ]Äsc Å z guÄ�o'rhálÆ]ÄWfhgaeÄ]guÄ � ¶ Æed2Æ5oqgsj|gsd2Æ]Ä � 9�Ç Æ]Äsc Å z guÄ0j.¢Nd2gsr,Æ]Ä6º7a4m 10 × 4 = 40
t$aeÄ]Æ]Ä�Î�a"x"Æer$a Å z guÄ ªÇ Æer�oÈa"j=oqÆ

40/

(

40

3

)

.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼u¹·¶ a z t Ã z a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f�fhg�ahtugsr�oÈa"r � °�m�j|Æ � ��gsj z aeÄYw Ã cyj=clg z aeÄ �
  fhgsd Ç a"rXa�ahtugsr�oÈa"r�¬5m5j|Æ E gsj z a z Æ*oqgsrmá'a Ç r�cyd�cyo'cyxea �

¨3%hD.B+C�%4G�B�?~ß$%4? I B�G�Þ7G A !�# A G / !X% / F(B+D A D.B+G�D.BR#&%"G IJA !$D.F(? A #&B�G2D.B I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G�.?.F(ß$%4G / A ! A0I+A # I Þ.# A ! / !$%"V A V.F(#&F(D A D.B+G@D.B�GXÞ I B�G$%4G�D.Bh�=?.F(D.%4G I %4C5%�Þ.?.F(%4?.B+G â F(?~ß,B�!��GXB I�I F&%"?.B+G áSI %4C / #&B+C�B+?�ß A !$F(%4G��
> Ô ª¡T�Ñ Ï Ö�Õ=ÖìÜ=^ © ¦�< î Ò Ï <�ª

Ω
^ ´)%"?.G$F(D.B+!XB+C�%4G�B�#UG$Þ I B+GX%SD A D.% / %"!�B�# I %"?eÝXÞ.?�ß,%

Ω â B�GYD.B I F(! â ß$%hD.%EB+#�B�G / A"I F&%�CWÞ.B�GXß$! A # â GXB6Q4B�!$FÁ� IJA7ä
p(Ω) = |Ω|/|Ω| = 1.
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> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Ö�Ð©^ O î ì@Òzª;Ð 
Jî Ð¿M�ª;<"^ ³NF S ⊂ T ⊂ Ω
B�?~ß$%4? I B+G |S| ≤ |T | ≤ |Ω| á

|∅| = 0
��¨3%"!�ß A ?~ß,% ä

0 ≤ p(S) ≤ p(T ) ≤ 1.) Õ�T Ô ª;ìUÕ.ì3Ñ�¦'Ñ�Ö�Õ=ÖpÖ Ï Ò4Õ=Ö�Õ1< î Ò Ï <�ª Ï < Ï Ð¿MWª¿ÐUÒ Ï < î Ð�Ð|3: ÏhÔ ª1Ò/ª;:nT Ô�Ï ÐUÖ3Ñ¯�Öcª Ï Ð¿M Ô�Ï È¿�~Ü=^
> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Öt�^6À�ÐUÑ'Ó;Ð£Ö Ï < î Ò Ï <�ª;<"^ YU%4C5B�C5%"G�D.%4G�G$Þ I B+GX%4G

S
á
T
B�?~ß$%4? I B�G

p(S ∪ T ) = p(S) + p(T )− p(S ∩ T ).
> Ô ª¡T�Ñ Ï ÖUÕ.Ör¬�^Á:Åª;:nT3¦ Ï : Ï Ð;M]Õ Ô Ñ«ª�Ö Ï¤î Ð±< î Ò Ï <�ª�^ ³NB A

S ⊂ Ω
Þ7?pGXÞ I B�G$%B+?~ß$%4? I B+GYB+#�G$Þ I B�G$% I %4C / #&B�C5B�?~ß A !$F(%WB+G

S = Ω− S = {x ∈ Ω : x /∈ S}
á G$Þ / !$%"V A V.F(#&F(D A DSB+G ä

P (S) = 1− P (S). OGXß A / !X% / F(B+D A DÍÕEB+G I %4?.GXB I Þ7B+? I F A D.B�# A G A ?�ß,B�!$F(%4!$B�G á�AEã Þ.B
S ∪ S = Ω S ∩ S = ∅.

©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç¹©^�Ü-È c « à©g$a�g z gXb Ç gsrscyd2gsj=oqÆ�a z g$a"oqÆer�clÆ�t�Æej7Äsc&Ä�o{gsj=oqgEgsj z a"j+7]a"r�fhÆ�Äf�a�fhÆ]Ä�Ä Ã t�guÄscyxea"d2gsj=oqg ª t$a z t Ã z a"r z a Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f�fhg�w Ã g z a-Ä Ã d�a�fhg z Æ]Ä)ruguÄ Ã z ola�fhÆ]ÄÄ]g$am� � í)z Ä Ã tuguÄ]Æ S ×nD.%"G I F�¾L! A G ã Þ.B1G$Þ.C A ?tÕ£Ä]g Ç Ã g$fhg Ç Æej|gsr¥tuÆed2Æ Ã j=cl}ejf"c&ÄL² Ã j=olaWfhg z Ä Ã tuguÄ]Æ S ′ ×OG A"I+A !°D.%4G°D.%4G$B�G ª m S ′′ ×OG A"IJA !°Þ.? ê á Þ.?�×�� S ′∩S ′′ = ∅ « �� g6d2Æ+fhÆ5w Ã g+×
p(S) =

1

36
+

2

36
.

cyc « à©g$a Ã jvg$w Ã c Ç Æ fhg�k"cyd�j;aeÄsc'a fhg � 9 d�clgsd Å r,Æ]Ä1fhg z Æ]ÄPt Ã a z guÄ�Ä]} z Æ Ã j|ÆÄ]g1a Ç g zyz c'f�a p Ã ¸¿Æ�7 � � gso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�fpfhg1w Ã g�gsj Ã jÉg$w Ã c Ç Æ¨fhg»¬d�clgsd Å ruÆ]Ä�g z glk"c'fhÆ]Ä�gsj=o�r,g z Æ]Ä � 9 guÄso�� p Ã ¸|ÆÂ7 � à©g$a£g z Ä Ã tuguÄ]Æ S
×"è�Þ9�7%/�¥?.%B+GXß.��B+?¨B�#�B ã Þ.F / %��XtuÆed Ç;z gsd2gsj=oÈa"r�clÆ�fhg z Ä Ã tuguÄ]ÆRfhg z w Ã g�w Ã gsr,gsd2Æ]Ä�t$a z t Ã z a"r�Ä ÃÇ ruÆ Å a Å c z c'f�a�f « ª g z j=¢Nd2gsr,Æ�fhg2g$w Ã c Ç Æ]Ä5gsj z Æ]Ä�w Ã g�j|Æ�guÄsoÈ� p Ã ¸|ÆÂ7SguÄ5g z j=¢hd2gsr,Æfhg�g$w Ã c Ç Æ]ÄOÎJÆer�d�a�fhÆ]ÄWtuÆej z Æ]ÄO² Ã k�a�fhÆ*r,guÄ�ruguÄsola"j=o{guÄ ª gsj=oqÆej|tuguÄ0×

1− p(S) = 1−
(

9

5

)

:

(

10

5

)

.
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U Å Ä]gsr�xea"d2Æ]Ä�w Ã g

(

9

5

)

:

(

10

5

)

= 1/10

z ÆSw Ã g0Ä]g Ç Ã g$fhg�cyj=o{gsr Ç r,gsoÈa"rEtuÆed2ÆSw Ã g ª a z º7a Å gsr � 9 ² Ã k�a�fhÆer,guÄ ª z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�ffhg�w Ã g Ã j|ÆWfhg�g zyz Æ]ÄYj|ÆEguÄso��6gsj�g z g$w Ã c Ç Æ�guÄ6g z tuÆ]tsclgsj=oqg�fhg 1/10 ª g z ² Ã k�a�fhÆer�w Ã gj|Æ�guÄsol��gsj=o'rug z Æ]Ä@² Ã k�a�fhÆer,guÄ0w Ã g�º7a"m �
²v³@´�³KÃ "ÍOk&#ITKSL��TOÄ��$�FHO.��C9ITR=FHO�Å�F'�QF�C ���©ÆHGJF���O
Ã A !XB+H4# A D.B�Ã A / # A"I B�à A ¾LÞ.? I F&%4? A D.% / A ! A�A G$F(H4? A ! / !$%4V A V.F&#(F(D A D.B+G�B�?¥Þ.?1B+G / A �I F&%�CWÞ.B+G¯ß,! A #°D7%4?.D.BWß$%hD.%4G-G$Þ.G�B+#(B+C�B+?�ß,%4G-G$%"?¥B ã Þ.F / !$%4V A V.#&B�G â / B+!$% A D.B�C±�*G�à AC�%4G¯ß,! A D.% I Z4C5% A G$F(H4? A ! / !$%"V A V.F(#&F(D A D.B�G�B�?1Þ.?RB�G / A"I F&%2C�Þ7B+GXß$! A #UD.%"?.D.B�#&%4G�B�#��B�C5B�?~ß$%4G�D.B

Ω
?7%�G$B A ?¥?.B I B+G A !$F A C�B+?~ß$B�B ã Þ.F / !$%"V A V.#(B+G â B+G¯ß,%�B�G â D.B�? A ß$Þ.! A #&B�� Aà7B�ß,B�!$%4H��+?.B A �

ë G2æ|GXB A
Ω
B�#¿B+G / A"I F&%WCWÞ7B+GXß$! A #u�=?.F§ß,%0D.B�Þ.?�Bh² / B�!$F&C�B+?�ß,% A #&B A ß,%"!$F(%�D.B�C5%hD7%ã Þ.B

Ω = {a1, a2, ..., as}.³NFN?.%�ß,%hD.%"G°#(%4G3B+#(B+C�B+?�ß,%4G�D7B+#7B�G / A*I F&%-CWÞ.B�GXß$! A #NGX%4?�B ã Þ7F / !X%4V A V7#&B+G / %hD.B�C5%"GA G$F&H"? A !¡¿LB+?t¾LÞ7? I F(Z4? D.BR%4V.GXB+!XQ A"I F(%4?.B�G â / %4!�BqÝXB+C / #&%-Â / !$%"V A V.F(#&F(D A D.B�G A¨IJA D AB�#&B�C5B�?~ß,%ED7B+#�B+G / A"I F&%�CWÞ.B�GXß,! A # â á D.B�V;B+?�Q4B+!XFÁ� I+A ! äF Â
1 ≥ p(ai) ≥ 0 / A ! AEI+A D A i ∈ {1, ..., s} �F&F Â
p(a1) + p(a2) + ...+ p(as) = 1

�
« A D.B+C��"G�!$B�G / Bsß A !�# A G / !X% / F(B+D A D.B+G�D7B�#&%"G�G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G â # A G�Þ.?7F&%4?.B�G á #(%4GI %4C / #&B�C5B�?~ß A !$F(%"G+�

[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð�¬U^Á¹©^�ÜuÜ í j z Æ]Ä�t$aeÄ]Æ]Ä�fhÆej;fhgYo{Æ+fhÆ]Ä z Æ]Ä6g z gsd2gsj=oqÆ]Ä�fhg
Ω
Ä]Æej�g$w Ã c�PÇ r,Æ Å a Å z guÄ ª Ç a"rXa�t,a�f�a ai ∈ Ω

Ä]g�o'clgsj|g
p(ai) = 1/|Ω|.

©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á¹©^�ÜQÐ�� Ã rXa"j=o{g6xea"r�clÆ]Ä0f�á'aeÄWÆ Å Ä]gsr�xea"d2Æ]Ä6w Ã gWgsj Ã j�² Ã glkhÆ5fhg0f�a�fhÆ]Äg z r,guÄ Ã z ola�fhÆ � Ä+a z g2g z fhÆ Å z g�fhg�x"gutuguÄ�w Ã g2g z r,guÄ Ã z oÈa�fhÆ Ê ª g z�Ê Ä+a z g2g z fhÆ Å z g�fhgx"gutuguÄ�w Ã g z Æ]Ä�fhgsd��eÄ ª d�clgsj=o'rXaeÄ z Æ]Ä5Æeo'ruÆ]Ä�r,guÄ Ã z ola�fhÆ]Ä0Ä+a z gsj�oqÆ+fhÆ]ÄWd��eÄ�Æ2d2gsj|Æ]Äz aSd�c&Äsd�a�t$a"j=o�c'f�a�f�fhg�x"gutuguÄ ª gsj=o{Æej|tuguÄ Ç Æ+fhgsd2Æ]ÄWaeÄsc§k"j;a"r z aeÄ Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�fhguÄ�fhgz aEÄsc§k Ã clgsj=o{gOÎJÆer�d�a~×
p(3) = a
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p(4) = a

p(5) = a

p(6) = a

p(2) = 2a

p(1) = 4a

¶ Æed2Æ
1 ≥ a ≥ 0

m
4a+ 2a+ a+ a+ a+ a = 10a = 1

gsj=oqÆej|tuguÄ
a = 1/10 �� gWguÄso{g6d2Æ+fhÆ"×

p(1) = 4/10

p(2) = 2/10

p(i) = 1/10 i = 3, 4, 5, 6.

l Ç a"rXa¨t$a z t Ã z a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f¥fhg�t Ã a z w Ã clgsr�Ä Ã tuguÄ]Æ S Å aeÄsola"r$�¨guÄ]tsr�c Å cyr z ÆtuÆed2Æ Ã j=cl}ej�f"c&ÄL² Ã j=ola¨fhgSÄ Ã ÄSÄ Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ]Ä Ã j=cyoÈa"r�clÆ]Ä � iYÆer�gL²Jgsd Ç;z ÆRÄJg,a S g zÄ Ã tuguÄ]Æ ª g z ruguÄ Ã z ola�fhÆ�Ä]g$a Ç a"r ª gsj=oqÆej|tuguÄ S = {2, 4, 6} ª Ç Æer z Æ5w Ã g
p(S) = p(2) + p(4) + p(6) = 2/10 + 1/10 + 1/10 = 4/10.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼Mº à©g$a Ã j�tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg � ¬Et$a"r�oÈaeÄ�fhg Å a"rXaX²�aeÄ�c§k Ã a z guÄ ª oqÆ+f�aeÄ�fhg z d�c&Ä�Pd2Æ Ç a z Æ"×�º7a"m	°�aeÄ]guÄ ª °�fhÆ]Ä]guÄ ª � o�r,guÄ ª �pt Ã a"o'r,Æ]Ä ª Ê t$a Å a zyz Æ]Ä0m Ê r,gsm~guÄ � à©g$a�g zgXb Ç gsrscyd2gsj=oqÆEa z g$a"o{Æer�clÆ2gXb4o�rXahgsr Ã j;a�t$a"r�oÈa2a z ac7]a"r�fhg z aeÄ � ¬ � � gso{gsr�d�cyj;a"r0g z guÄ�PÇ ahtsclÆ5d Ã guÄso�rXa z Ω mSaeÄsc§k"j;a"r Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�fhguÄ�r$ac7eÆej;a Å z guÄ0a�t$a�f~a�g z gsd2gsj=oqÆ2fNg Ω �¶ a z t Ã z a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f5fhg z Ä Ã tuguÄ]Æ z a�t$a"r�ola�gXb4o'r$a�á'f�aEÄ]g$a Ã j;a��3k Ã r$a �
²¡³@´�³ ü Ç GPFrÈ-Fj�É&�R��vÊaË¯I�C9L=I��#R=FHO��xR=FHI��=�TC!L=I�O
ë / A !Xß$F&!�D.B A à.%4! A�I %"?.G$F(D.B+! A !$B�C5%4G�Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$%4G A #(B A ß,%4!$F(%"G©ß A #&B�G ã Þ.B�G$Þ0B+G / A"I F&%C�Þ7B+GXß$! A #

Ω
ß,F&B�?.B6GXF&B�C / !$B IJA !XD.F&? A #S�=?.F§ß,%7�� A C�%4G A F&?�ß,!$%hD7Þ I F(!U# A G�xea"r�c'a Å z guÄ�a z g$a"o{Æer�c'aeÄ I %4C�%�Þ7?WC���ß,%hD7% / !X%4V A V7F&#çæ§GXß,F I %/ A ! A B+G¯ß,Þ.D7F A ! IJA ! A"I ß$B+!2æ&GXß$F I+A G�?hÞ.C���!$F I+A G�D.B I %4?�ÝXÞ.?~ß$%4G+�

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^�Ü� Ì�j;a \7Õ Ô Ñ'Õ7ì�¦ Ï Õ.¦ Ï Õ7M�ª Ô ÑLÕ guÄ Ã j;a3Î Ã j|tscl}ejEfhg z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄ�Po�rXa z fhg Ã jngXb Ç gsr�cyd2gsj=oqÆ5a z g$a"oqÆer�clÆ�gsj z Æ�Ä6j=¢hd2gsr,Æ]Ä6rug$a z guÄ �
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©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á¹©^�Ü-¬ Í Æed�a"d2Æ]Ä Ã j¥tuÆejJ² Ã j=o{ÆWfhg � 9YÇ gsruÄ]Æej;aeÄ � à©g$a2g z gXb Ç gsr�cyd2gsj=o{Æa z g$a"oqÆer�clÆptuÆej7Äsc&Äso{gsj=oqg1gsj¤Ä]g z gututsclÆej;a"r Ã j;apfhg¥guÄsolaeÄ � 9�Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ�a z ac7]a"r ª Ç Æerola"j=o{Æ

Ω
guÄ�g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ1fhg z aeÄ � 9�Ç gsr,Ä]Æej;aeÄ � � gL�@j=cyd2Æ]Ä z a1xea"r�c'a Å z g�a z g$a"o{Æer�c'a

H
tuÆed2Æ z a�Î Ã j|tscl}ej H : Ω → R

w Ã g�aeÄsc§k"j;aSa�t$a�f�a Ç gsr,Ä]Æej;a�Ä Ã a z o Ã rXa � � U o�r,Æ]ÄgL²Jgsd Ç;z Æ]ÄEÄ]Æej z a�aeÄsc§k"j;ahtscl}ej�fNg Ç guÄ]Æ ª fhg2j=¢hd2gsruÆ1fhgSaeÄsc§k"j;a"o Ã rXaeÄ�gsj¤w Ã g�guÄsol�d�a"o'r�clt Ã z a�fhÆ �y�y� «

´)%4?¬B�GXß A D.B��.?.F I F&Z4? D.B�Q A !$F A V.#(B A #(B A ß$%4!$F A â / %hD.B�C5%4GEC�%4G¯ß,! A !�D.%4GEF&?.G¯ß,!$Þ��C�B+?�ß,%4G6D.B5# A B+G¯ß A D9æ(GXß$F IJA D.B�G I !$F / ß,F(Q A7ä # A Ï <�T Ï~Ô Õ=Ðj?�Õ�:nÕNM Ï : µ M�Ñ'Ò4Õ ã Þ7B2à A"I B!XB�¾LB�!$B+? I F A0A #=Q A #(%4!@B+G / B�! A D7% ã Þ.B�ß$%4C A # A Q A !XF A V.#(B A #(B A ß$%4!$F A-á # A \.Õ Ô ÑLÕ=Ðj?�Õ ã Þ7BB�GYÞ.? A C5B�D.F&D A D.B6# A D.F&G / B+!XG$F&Z"?�D.B6#(%4G�Q A #(%4!XB+G ã Þ.B�ß,%4C A # A Q A !$F A V.#(B"�

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ�ª;Ð Ï <»¬�^Á¹�^�Ü�· à©g$a
X : Ω→ R Ã j;a5xea"rsc'a Å z g�a z g$a"o{Æer�c'a �

à©g�fhgL�@j|g z a�Ï <+T Ï~Ô Õ=Ð�?�Õn:nÕNM Ï : µ M�Ñ'Ò4Õ fhg
X
tuÆed2Æ"×

E(X) =
∑

s∈Ω

p(s)X(s).

à©g�fhgL�@j|g z a \7Õ Ô Ñ'Õ.Ð�?�Õ fhg
X
tuÆed2Æ"×

V (X) =
∑

s∈Ω

p(s)(X(s)− E(X))2.

à©g�fhgL�@j|g z a Ö Ï <�\�ÑLÕ=Ò�Ñ'Ó;Ð�M_4'T3Ñ'Ò4Õ fhg
X
tuÆed2Æ"×

σ(X) =
√

V (X).

 OGXß A G°C5B�D.F(D A G3D.B�G I !$F&V;B�?�# A Q A !$F A V.#(B A #&B A ß,%"!$F A â F(?.D.F IJA ?7D.%�GXÞWQ A #&%4!UB+G / B+! A D.%%EC5B�D.F&% â B6F&?.D7F IJA ?.D.%�#&%ED7F&G / B�!$GX%4GY% I %4? I B+?�ß,! A D.%4G ã Þ.B�B�GXß|�*?�G$Þ7G�Q A #(%4!$B�G+�

©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á¹©^�ÜQ¹ à©g$a Ã j±tuÆejJ² Ã j=oqÆ¬fhgÌ� 9 a z Ã dEj¿Æ�Änt Ã m�Æ]Ä¥ruguÄ Ã z oÈa�fhÆ]Ängsj Ã jgXb~a"d2gsj�fhg p a"o{gsd��"o'clt$aeÄ6guÄ�g z Äsc§k Ã clgsj=o{g�� z a�j|Æeola2guÄ Ã j�j=¢hd2gsruÆEgsj=oqgsruÆWfhg z�9 a z� 9 « ×



Fhõ��4õ¬ñ�ö�ô2�)ç��)é{è�é{��ç-� µ�¶ Ô
ª ª=M]Õ ª 3: ÏhÔ ªnÖ Ï Õ.¦ î :¨Ðcª;< > Ô ª¡ì3Õ.ì3Ñ�¦'Ñ'Ö�Õ=Ö
¶ ê ê_^ Õ ¶ê µ µr^ Õ ¶
µ × × ^ Õ ¶
× × × ^ Õ ¶
Õ × × ^ Õ ¶
Ô µ µr^ Õ ¶
ê ê�¶ ê�¶.^ Õ ¶
Ý ê�¶ ê�¶.^ Õ ¶
1 × × ^ Õ ¶
� µ µr^ Õ ¶ê�¶ ê ê_^ Õ ¶

_ a0j|ÆeoÈa�guÄ Ã j;a�xea"r�c'a Å z g�a z g$a"oqÆer�c'aEt Ã m�Æ�fhÆed�cyj=clÆWguÄ-g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ0fhg z Æ]Ä�a z Ã d�j|Æ]Ä�XtuÆej7Äsc'fhgsr$a�fhÆ¥tuÆed2Æ�g z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso�rXa z fhg z gXb Ç gsr�cyd2gsj=o{Æ"×5B+#(B+H"F&!0Þ.? A #(Þ.C�?.% «gsj¤g z tuÆejJ² Ã j=o{Æ�fhg z Æ]Ä�j=¢hd2gsr,Æ]Ä�gsj=o{gsr,Æ]Ä2fhg zS9 a z � 9 �Sï k"r Ã Ç a"j;fhÆ z Æ]Ä5a z Ã d�j|Æ]Äw Ã g�o'clgsj|gsj z a2d�c&Äsd�a�j|Æeola�Ä]gWÆ Å o�clgsj|g ª tuÆej z Æ]Ä0f�a"o{Æ]Ä0fhg z a2ola Å z a�×

E(X) = 0(1/40) + 1(2/40) + 2(3/40) + 3(3/40) + 4(3/40) + 5(2/40)+

+6(10/40) + 7(10/40) + 8(3/40) + 9(2/40) + 10(1/40) = 5.52.

V (X) = (0− 5.52)2(1/40) + (1− 5.52)2(2/40) + (2− 5.52)2(3/40)+

+(3− 5.52)2(3/40) + (4− 5.52)2(3/40) + (5− 5.52)2(2/40)+

+(6− 5.52)2(10/40) + (7− 5.52)2(10/40) + (8− 5.52)2(3/40)+

+(9− 5.52)2(2/40) + (10− 5.52)2(1/40) = 5.54.

σ(X) = 2.35.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼u¼ à©g$a�g z gXb Ç gsrscyd2gsj=oqÆ a z g$a"o{Æer�clÆ¤tuÆej7Äsc&Äso{gsj=oqgngsj o�cyrXa"rPfhÆ]Ä�f�a�fhÆ]ÄtuÆej7Ä]gut Ã o'cyxea"d2gsj=o{gEm X z a�xea"rsc'a Å z g5a z g$a"o{Æer�c'aRw Ã g2aeÄsc§k"j;a1a�t$a�f�a�r,guÄ Ã z ola�fhÆ�fhg zgXb Ç gsrscyd2gsj=oqÆ z a�Ä Ã d�a�fNg z Æ]Ä6r,guÄ Ã z ola�fhÆ]Ä0fhg�a"d Å Æ]Ä�f~a�fhÆ]Ä+×c « í Ä]tsr�c Å cyr�g z guÄ Ç ahtsclÆ�d Ã guÄso'rXa z fhg z gXb Ç gsr�cyd2gsj=o{Æ �cyc « í Ä]tsr�c Å cyr z a�Î Ã j|tscl}ej X : Ω→ R �cycyc « ¶ a z t Ã z a"r z a�guÄ Ç gsr$a"j+7]a ª z a2xea"r�c'a"j+7]a5m z aSfhguÄsx]c'ahtscl}ej�o á Ç clt$a�fhg X �



µ:¶/ê ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
²v³@´�³@² Í C �©��I��#L=R=L�EJITE K{��GJE�L=KSL��TG�ITEJI
 O?�B�GXß A G$B I+I F&Z4?EQ A C5%"G A6A ? A #&FÁ� A ! I Z4C�%�G$B�C�%hD.F�� IJA # A / !X%4V A V.F&#(F(D A DWD.B�G$Þ I B+GX%4GI Þ A ?.D7%�ß$B+?.B�C5%"GYÞ7? A F&?!¾L%"!$C A"I F(Z4? A D.F I F&%4? A #���¨3%4!�BqÝXB+C / #&% ä
©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á¹©^�Ü9ºÉ_ a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f�fhg�w Ã g�a z gXb4o'rXahgsr Ã j;a�t,a"r�ola2a z ac7]a"r�gsj Ã j;aÅ a"rXaX²�a�guÄ Ç a"¸|Æ z a�Ä]g$a Ã jnt$a Å a zyz Æ2guÄ 4/40 = 1/10 ª m4aSw Ã g z a Å a"rXaX²�a�fhg�� 9 t$a4r�olaeÄtuÆej=o'clgsj|g���t$a Å a zyz Æ]Ä � i�gsruÆ�Ä Ã Ç Æejhk�a"d2Æ]Ä�w Ã g�rugutsc Å cyd2Æ]Ä z a�cyjJÎJÆersd�ahtscl}ej2a�f"cltsclÆej;a zfhg5w Ã g z a�t$a"r�oÈa¥gXb4o�rXa�á'f�a�guÄ Ã j;a0�3k Ã rXa � í Äsola"d2Æ�Ä�gsj=oqÆej|tuguÄEcyj=o{gsr,guÄ+a�fhÆ]Ä�gsj z aÇ r,Æ Å a Å c z c'f�a�f�fhgngXb4o�rXahgsr Ã j�t$a Å a zyz ÆPÄ+a Å clgsj;fhÆ w Ã gRº7apÄ+a z c'fhÆ Ã j;a��3k Ã rXa � _ a
Å a"rXaX²�a�tuÆej=o�clgsj|g � Ê �3k Ã r$aeÄ ª fhg z aeÄSt Ã a z guÄ6�¨Ä]Æej¤t$a Å a z¹z Æ]Ä ª Ç Æer�ola"j=oqÆ z a�j Ã gsxeaÇ r,Æ Å a Å c z c'f�a�f6guÄ 4/12 = 1/3 ª z Æ6t Ã a z cyj;f"clt$a�w Ã g ª gsj2guÄso{g�t$aeÄ]Æ ª g z º=gutuº=Æ�a�f"cltsclÆej;a zfhg-Ä]gsr Ã j;a��3k Ã rXa�º7ahtug0a Ã d2gsj=oÈa"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhg z Ä Ã tuguÄ]Æ �
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð4¬�^Á¹©^ Ü�¼ à©g$a"j

S
m
S ′
Ä Ã tuguÄ]Æ]Ä�fhg Ã j guÄ Ç ahtsclÆ2d Ã guÄso'r$a z Ω fhg�d2Æ+fhÆw Ã g p(S ′) > 0 � � gL�@j.cyd�Æ]Ä z a T Ô ª¡ì3Õ7ì�Ñ'¦�Ñ'ÖUÕ.Ö Ò/ª;Ð3ÖUÑ'Ò�Ñ�ª;ÐUÕ.ÖUÕ Ö Ï

S
TTª Ô

S ′tuÆed2Æ
p(S|S ′) = p(S ∩ S ′)/p(S ′).

« B�G°Þ7? I %4? I B / ß,% ã Þ7B�!XB I %"H4B)# A F(D.B A�ã Þ.B)G$B�� A #ç�"V A C�%4GUB+?WB�#NB{ÝXB�C / #&% / %4! ã Þ7BGXF©Q A #(B6# A !XB+H4# A D.B%Ã A / # A"I B6B�?~ß$%4? I B+G

p(S ∩ S ′)/p(S ′) = |S ∩ S ′|
|Ω| :

|S ′|
|Ω| =

|S ∩ S ′|
|S ′| .

³hB / Þ.B�D.B�F(?~ß,B�! / !XB�ß A ! I %4C�% ã Þ.B)B+#hà.B I à.% A D7F I F(%4? A #�C5%hD.F�� IJA B+#hB+G / A"I F(%-CWÞ.B�GXß$! A #¿L#&%�!$B�D.Þ I B A
S ′
Â á ß A CWV.FÁ�+?�B+# I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D.B5#&%4G IJA G$%4G%¾ A Q4%4! A V.#(B+G±¿L#&%�!$B�D.Þ I B A

S ∩ S ′ Âs�
©�
+Ï :nT�¦«ªÛ¬�^Á¹©^�ÜQÆ·¶ Ã � z guÄ z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f5fhg�w Ã g�a z o'cyr$a"r Ã j;a5d2Æej|g$f�aWÄ Ã tuguÄsc�Pxea"d2gsj=oqgv�1x"gutuguÄ�ÄJgEÆ Å oqgsjhk�a"jPgXb~ahtsoÈa"d2gsj=oqg6°�tsr Ã tuguÄ ª Ä+a Å clgsj;fhÆ5w Ã g z a Ç r�cyd2gsrXao'cyrXa�f�a�Î Ã g�tsr Ã 7 �

 O#�B+G / A"I F(%�CWÞ.B�GXß,! A #-B+G Ω = A × A × A × A
D7%4?.D.B

A
B�G�B�# I %"?eÝXÞ.?~ß$%

A = {cara, cruz} â / %4!�ß A ?~ß,% |Ω| = 16
�� O#�GXÞ I B�G$%

S
Æ Å o{gsj|gsr�gXb~ahtsoÈa"d2gsj=oqg6o�r,guÄtsr Ã tuguÄ6ß,F(B+?.B IJA !$D.F(? A #�ÕD¿'# A GÅÕ / %"G$F&V7#&B+G�ß,F(! A D A G0B�?p# A G ã Þ.B�G A #&F(Z�# A�IJA ! A Âs�� O#GXÞ I B�G$%

S ′
z a Ç rscyd2gsrXa1o�cyrXa�f�a�Î Ã g�tsr Ã 7Wß$F&B�?.B IJA !XD.F&? A # 8 ¿'GXB / Þ.B�D.B�F(?~ß$B+! / !$B�ß A !I %4C�% {cruz} × A× A× A

Âs��«�B�#�G$Þ I B+G$%
S ∩ S ′ ß,F(B+?.B IJA !$D.F(? A #H×7�@ O?~ß$%4? I B+G

p(S|S ′) = (3/16)

(8/16)
.



Fhõ��4õ¬ñ�ö�ô2�)ç��)é{è�é{��ç-� µ�¶ Ý
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^ÁÐ`È±� Æ]Ä�Ä Ã tuguÄ]Æ]Ä S m

S ′
Ä]g�f"cltugsjPcyj;fhg Ç gsj;f"clgsj=o{guÄ�Äsc)x"gsr�c ��t$a"jw Ã g+×

p(S ∩ S ′) = p(S)p(S ′).

©�
+Ï :nT3¦�ªé¬�^ç¹©^ÁÐHÜ`í b4o'rXahgsd2Æ]Ä Ã j;a¨t$a"r�olaPa z ac7]a"r�gsj Ã j;a Å a"rXaX²�aPguÄ Ç a"¸|Æ z a ª z Æ]ÄÄ Ã tuguÄ]Æ]Ä S ×�G$B A �=H"Þ.! A m S ′ ×�G$B A D7BS%4!$%"GSÄ]Æej�cyj;fhg Ç gsj;f"clgsj=o{guÄ Ç ÆerXw Ã g p(S) =
12/40 ª p(S ′) = 10/40

m
p(S ∩ S ′) = 3/40 � l gLÎJgutso'cyxea4d2gsj=oqg

3

40
=

12

40

10

40
.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼uÆ·¶ Æed Ç ruÆ Å a"r6Äsc z Æ]Ä0Ä Ã tuguÄ]Æ]Ä S ×-Þ.? A ¾ A C�F&#§F A�I %"?1ß$!$B+G-à.F ÝX%4G�ß,B�?.H Aà.F ÝX%4G°D.B�#&%"GOD.%"G@GXBh²N%4G-m
S ′
×OÞ.? A ¾ A C�F&#§F A�I %4?�ß,!$B�G@à.F ÝX%4G�ß,B+?7H A6A #.C�B+?.%"G@Þ7? I à.F I %Ä]ÆejRcyj;fhg Ç gsj;f"clgsj.o{guÄ �

 O#�B�GXß$Þ.D.F&%1D7BS# A / !$%4V A V.F&#(F(D A DnD.F(G I !$B�ß ARI %4?.G¯ß,F§ß,Þ á BSÞ7? F&?�ß,B+!XB+G A ?~ß$B IJA C / %D.B�# A G�C A ß,B�C±�eß,F IJA G á Bm²NF&G¯ß,B+? / !$%:¾LÞ.?.D.%4G�ß,B+%"!$B+C A G ã Þ.B�?.%�Q A C�%4G A D.B+G A !$!$%"#&# A !¿Lß,B�%4!$B�C A D.BíÞ AJá B+G â D7BS# A / !$%4V A V.F&#(F(D A DPß,%*ß A # Âs� ë D.B+C��"G�B+#)B�G / A"I F&%RCWÞ.B+G¯ß,! A #/ Þ.B+D7B-?.%WGXB+!o�=?.F§ß,% I %4?�#(% ã Þ.B�G$B�D.B+V;B IJA CWV.F A !�# A !XB+H"# A D.B#Ã A / # A*I B�%�# A ¾L%4!XC AD.B A G$F(H4? A ! / !X%4V A V.F(#&F(D A D.B�G / %4!2F&?7GXß,!XÞ.C�B+?~ß$%4G A D.B I Þ A D.%4Gé¿ ã Þ.B / !$%]QhF&B�?.B+? D.B+#ë ?`�"#(F&GXF&G�è A ß,B�C±�eß,F I %-Â��TYU%hD.%�B�GXß,% I %4?.GXß$F(ß$Þ á B�C A ß$B+!XF A D.B+# I Þ.!$GX%WD.B� OGXß A D9æ(GXß,F IJAã Þ7B�G$B6F&C / A !¯ß,B-B+?�G$B�H4Þ.?.D7%.�YUB+!XC5F(? A C�%4G�B�# IJA / æ(ß,Þ7#&% / !$B+GXB+?�ß A ?7D.%�D.%4G I %4? I B / ß,%"G�C±�"G â !$Bh¾LB+!XF&D.%"G A B+G¯ß,BIJA C / %pD7B1# A / !$%4V A V.F(#&F(D A D¤D.F&G I !$Bsß A â ã Þ.B1GXB+!.�*?�D.B1Þ7ß$F&#(F(D A D¤B�?�B+#�D.B�G A !X!$%4#(#&%/ %4GXß$B+!$F(%4!�D.B6# A  OGXß A D9æ&G¯ß,F IJA �
²¡³@´�³ A "	Îz&ÅF�C9L��{FHGS� �TOâE�FÏyÛF�C9G¡�©$�R=R=L
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð"¬U^Á¹©^ÁÐuÐ Ì�j6Ï�9 T Ï~Ô Ñ�: Ï Ð;M�ªEÖ Ï0�WÏ~Ô Ðiª î ¦'¦�Ñ guÄ Ã j2gXb Ç gsr�cyd�gsj.o{Æ-t Ã m~ÆguÄ Ç ahtsclÆ d Ã guÄso�rXa z o�clgsj|gPfhÆ]Ä¨g z gsd2gsj=o{Æ]Ä Ω = {e, f} fhg�d�a"j|gsrXa£w Ã g p guÄ z aÇ ruÆ Å a Å c z c'f�a�f�fhg e ��Ä]g�Ä Ã g z g�gsj=oqgsj;fhgsr�tuÆed2Æ Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f�fhg	�Xb4cyo{Æ « m

1 − p
z aÇ ruÆ Å a Å c z c'f�a�f5fhg f � Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhgOÎ�rXaht$aeÄ]Æ « �

©�
+Ï :nT3¦�ª;<»¬�^ç¹©^ÁÐu ��« _ a"j+7]a"r Ã j;a�d2Æej|g$f�aSo'r Ã t$a�f�a�w Ã g�Ä+aht$aRt$a"rXaRtuÆej Ç r,Æ Å a3PÅ c z c'f�a�f ��Ð °2m�tsr Ã 7�tuÆej Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f Ê Ð ° �Ê « _ a"j+7]a"r Ã j f�a�fhÆnw Ã g�o'clgsj|g z aeÄ¥t$a"rXa*Ä1tuÆ z Æer,g$a�f�aeÄ�fhgRfhÆ]Ä1tuÆ z ÆeruguÄ ª ¬ fhgg zyz aeÄWgsjRr,Æ{²JÆ ª@Ã j;a�fhgWg zyz aeÄWgsjRj|glk"r,Æ ª g z ruÆ{²JÆEo'clgsj|g Ç ruÆ Å a Å c z c'f�a�f-¬ Ð�E mSg z j|glk"ruÆÇ ruÆ Å a Å c z c'f�a�f ��Ð�E �



µ:¶ 1 ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç
Y3%"C5B�C5%"G�B+?�ß,%4? I B+G�Þ.?�Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$%5D.BÅÞ�B+!$?7%4Þ.#(#&F I %4? / !X%4V A V.F(#&F(D A D.B�G p D.B�m²NF(ß,% á

1−p D.B�¾L! A"I+A G$% â D.B�ß A #�C A ?.B+! AYã Þ.B I+A D A !XB / B�ß$F I F&Z4?�D.B�#hBm² / B+!$F(C5B�?~ß$%�G$B AF(?.D.B / B+?.D.F(B+?�ß,B)D.B)# A !$B / Bsß,F I F(Z4? A ?�ß,B+!XF&%4!���®�B+V;B+C�%4G�G$B�� A # A ! ã Þ.B â / %"!�BqÝXB+C / #&% â G$Fß$%4C A C5%"G�B+#�Bm² / B�!$F(C5B�?~ß,%ED.B�Bm²hß,! A B+!YÞ7? A V;%4# A D.B�Þ7? A Þ.!$? AEI %4?�V;%4# A G�V.# A ? IJA Gá ?.B�H4! A G â / A ! A¨ã Þ.B1# A !$B / Bsß,F I F(Z4? D7B+#-Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$%pG$B A F(?.D.B / B+?.D7F&B+?�ß,B1D7B1# A!XB / Bsß,F I F&Z4? A ?~ß,B�!$F(%4! â # A V;%4# A Bm²Nß$! A F(D A D.B+V;B�GXB+!�!$B�F&?~ß$!$%hD.Þ I F&D A B+?�# A Þ.!X? A �
> Ô ª¡ì�¦ Ï :PÕtÜ=^ ®�B�ß,B�!$C�F&? A !�# A / !$%"V A V.F(#&F(D A D�D.B ã Þ.B A #3!XB / B�ß$F&!�B+#�Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$%
n
Q4B I B�G0GXB�ß,B�?.H A ?¥Bm² A*I ß A C5B�?~ß$B

k
�h²NF§ß,%4G��Ê³hF

k > n
# A / !$%"V A V.F(#&F(D A DRB+G ¶ á G$F

k ≤ n
B�#�!$B�G$Þ.#§ß A D.%EB+G ä

(

n

k

)

pk(1− p)n−k.

 O?¥B�¾LB I ß,% â / %"!-à.F / Z*ß,B+GXF&G-D7B�F&?7D.B / B�?.D.B+? I F A â #&%4G�G$Þ I B+GX%4G�oqgsj|gsr Ã jÄ�Xb4cyoqÆ�gsjz anr,g Ç gso�cltscl}ej
a
P8�uÄscyd�aÑ¿L!$B�G / � Þ.?4¾L! A"IJA GX%-Â á o{gsj|gsr Ã jÏ�Xb4cyoqÆ gsj z a¨r,g Ç gso'cltscl}ej

b
P8�uÄscyd�a I %4?

a 6= b â G$%4?�F(?.D.B / B�?.D.F(B+?~ß$B+G â / %4!-ß A ?�ß,%�# A G / !$%4V A V.F&#(F(D A D.B�G-G$B�Q A ?I %4?.G¯ß,!$Þ á B+?.D.%�CWÞ.#§ß,F / #(F IJA ?.D.%.� ë G2æ / %4!UB{ÝXB+C / #(%�B+#hGXÞ I B�G$%�f�a�f�aeÄ�fhÆ]Ä)r,g Ç gso�cltsclÆej|guÄÆ Å oqgsj|gsr0fhÆ]ÄI�Xb4cyoqÆ]Ä)ß$F&B�?.B / !$%4V A V.F&#(F(D A D p2 �®�B-B+G¯ß A C A ?.B+! A B�#|G$Þ I B�G$%RÆ Å o{gsj|gsr�gXb~ahtsola4d2gsj=oqg k �Xb4cyoqÆ]Ä0gsj z aeÄ Ç r�cyd�gsrXaeÄ
kr,g Ç gso'cltsclÆ*j¿guÄ0fhg z aeÄ

n
oqÆeoÈa z guÄ)ß$F&B�?.B / !X%4V A V.F&#(F(D A D

pk(1− p)n−k.
¨3B+!X%�#&%4G

k
�h²NF§ß,%4G / Þ.B�D.B+? A*I %4?�ß,B I B+!@B+? I Þ A #(B+G ã Þ.F(B+! A k !$B / B�ß$F I F(%4?.B�G@D7B�B+?�ß,!XB# A G

n
Q4B I B�G ã Þ.B6G$B6à A Bh¾LB I ß$Þ A D.%�B�#�Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$% â / %4!�#(% ã Þ7B�B�GXß A / !$%4V A V.F&#(F(D A DD7B+V;BSF&!0CWÞ.#§ß,F / #(F IJA D A / %4!�B+#�?�°.C�B+!X%1D7BSGXÞ.V I %"?eÝXÞ.?~ß$%4G�D.B k B+#(B+C�B+?�ß,%4G�D.B�Þ.?I %4?eÝXÞ.?�ß,%�D.B

n
B�#&B�C5B�?~ß,%"G â ã Þ.B�G$%"?�Bm² A*I ß A C5B�?~ß$B

(

n

k

)

.

¨3%4!�ß A ?~ß$%�GXB6ß$F&B�?.B6# A ¾LZ4!XCWÞ.# A V.Þ.G IJA D A �
> Ô ª¡ì�¦ Ï :PÕâÐ©^ ®�B�ß,B�!$C�F&? A !�# A / !$%"V A V.F(#&F(D A D�D.B ã Þ.B A #3!XB / B�ß$F&!�B+#�Bm² / B+!$F(C5B�?~ß$%
n
Q4B I B�G�G$B�ß,B+?7H A ? A #©C�B+?.%4G

k
�h²NF(ß$%4G ä

n
∑

i=k

(

n

i

)

pi(1− p)n−i.

 OGXß A ¾LZ4!$CWÞ7# A G A #(B�D7B0B�?~ß,B�?.D.B�!�B�#�G$Þ I B+G$%1a z d2gsj|Æ]Ä
k
�Xb4cyo{Æ]Ä I %"C5%�# A Þ.?.F(Z4?D7B�#(%4G�GXÞ I B�G$%4G6D.F(GLÝXÞ.?�ß,%"G5gXb~ahtsoÈa"d2gsj=oqg

k
�Xb4cyo{Æ]Ä â gXb~ahtsoÈa"d2gsj=oqg k + 1

�Xb4cyo{Æ]Ä â �§�(� âgXb~ahtsola"d2gsj=o{g
n
�Xb4cyoqÆ]Äs�



Fhõ�ÙJõ4����@ö�ð�ésð�ésô�¥ µ�¶/�
« !$B+GXÞ.#(ß A %4V~QhF(% ã Þ.B�GXB / Þ.B+D7B IJA CWV.F A !2B+# / A / B+#�D7B¥#&%4Gó�h²NF(ß$%4G á D.B¥#(%4G¾L! A"I+A G$%4G��

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛÆ`È�í j z aeÄ6d�c&Äsd�aeÄWtuÆej;f"cltsclÆej|guÄ6fhg z Æ]Ä Ç r,Æ Å z gsd�aeÄ � m Ê ×��« � gso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhgWÆ Å o{gsj|gsr�tuÆed2ÆEd��Jb4cyd2Æ k Î�rXaht$aeÄ]Æ]Ä �Ê « � gso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhg6j|Æ�Æ Å oqgsj|gsr�j=cyjhk"¢Nj±�Xb4cyoqÆ �° « � gso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhg6o{gsj|gsr�gXb~aNtsola"d2gsj=oqg k Î�r$aht$aeÄ]Æ]Ä �� « � gso{gsr�d�cyj;a"r z a Ç r,Æ Å a Å c z c'f�a�f2fhg0w Ã g6o{Æ+fhÆ]Ä-Ä]g$a"j±�Xb4cyoqÆ�Ä �
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+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ÆuÐ©^ ®�B�ß$B+!XC5F(? A !�D.B I Þ`�"?�ß A G�C A ?.B�! A G�G$B / Þ.B�D.B�B�#&B�H4F&!�Þ.? I Þ A D.! A D.%V.# A ? I % á %"ß,!X%W?.B+H"!$%�B�?�Þ7?�ß A V.#(B+!X%WD.B A ÝXB�D.!$B���D.B-C�%hD.% ã Þ7B�#&%"G)D.%4G I Þ A D7! A D.%"G?.%�B�GXß.��?�B�?�# A C�F&GXC A �=# A ?.F�B�?�# A C�F&GXC A�I %4#&Þ.C�? A �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª4Æu�^ ®�Bsß,B�!$C�F&? A !-B+? I Þ`�"?�ß,%4G�?�°.C�B+!X%4G�D.BWß,B+#Á��¾L%4?7%SD.B�Ý I FÁ¾L! A G â ã Þ.B/ Þ.B+D7B+?�B+C / B�� A ! / %4! I B+!X% â A #&H"Þ.? A D.B6# A G I FÁ¾L! A G�B+G¯ß|�E!$B / Bsß,F(D A �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÑÆ9¬U^ ð�? A #&# A Q4B�G$BÓ¾ A V.!XF I+A à A*I F(B+?.D.%�F&? I F&GXF&%4?7B+G�D.B / !$%:¾LÞ.?.D.F(D A D�Q A !$F��A V.#&B¥B�? I F&B�!Xß A G / %4GXF I F(%4?.B�GÍ�*Ý A D A G�D7BPÞ.? A #&# A Q4B1#&F&G A � ³NF6# A G / !$%�¾LÞ.?7D.F&D A D.B+G/ %4G$F(V.#&B�GWG$%4? I Þ A ß$!$% â D.Bsß,B�!$C�F&? A !WB�#�?�°7C5B�!$%1D.BSF(? I F(G$F&%"?.B+G ã Þ.B�D7B+V;B�#(#&BsQ A !�# A#&# A Q4B / A ! AEã Þ.B�B�#�?�°.C�B�!$%ED.B�#(# A Q4B+G / %"G$F&V7#&B�G�GXB A C AJá %4! ã Þ.B êW¶/¶ � ¶/¶/¶ �
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+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª�Æu·©^ ® A D.%�B+# I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D.BE#(%4G%ÔÕ A #(Þ.C5?7%4G-D.BEÞ.? A�I # A GXB â D7%4?.D.B�× ¶G$%4? I à.F I %4G á µ ÕEGX%4? I à.F IJA G â D.Bsß,B+!XC5F(? A ! äF Â) O#�?�°.C�B�!$%ED.B�B ã Þ.F / %"GYD.BÓÕ A #&Þ7C5?.%"G ã Þ.B6G$B / Þ.B+D.B�?Ú¾L%4!XC A !+�F&F Â3 O#=?-°.C�B+!$%6D7B�B ã Þ.F / %4G@D.B�Õ A #&Þ.C�?.%4G ã Þ7B I %4?~ß$B+?.H A ? A #.C�B+?7%4GOÞ.? A�I à.F IJA �F&F(F Â� O#�?�°.C�B�!$%�D7B�B ã Þ.F / %"G'¾L%4!XC A D.%4G / %4!�D7%4G I à7F IJA G á D.%4G I à.F I %4G+�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛÆu¹�^ ®�Bsß,B+!XC5F(? A ! I Þ`�"?�ß A G / A # A V.! A G�D.B ê�¶ V á ß$B+G äF ÂSY�F&B�?.B�?�Bh² A"I ß A C�B+?�ß,B�ß,!$B�G I B+!X%4G+�
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F&F ÂSY�F(B+?.B�? A #©C�B+?.%"G�Þ.? I B�!$%.�F&F(F Â�Y�F&B�?.B+?�B+#�C�F&G$C�%W?�°.C�B+!X%�D7B�Þ7?.%4G áSI B�!$%4G��
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+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª¯Æu¼©^ YUB+?.B�C5%"G ê�¶ ? A F / B+G�D.B�#(%4G I Þ`�"#&B�G�G$%"?ó× A G$B+G�D.B�%4!$%"G â Õ IJA V A #&#(%4GD7BWV A G¯ß,%4G á %"ß,! A G#× I+A !Xß A G�D.FÁ¾LB�!$B�?~ß,B�G-B+?�ß,!XBWG7æ á�A # A G A ?~ß,B�!$F(%4!$B�G+��³NF / %4?.B�C5%"G# A G ê�¶ IJA !¯ß A G�B�?Û�.# A â D.Bsß,B+!XC5F(? A !�B+#@?�°7C5B�!$%�D7B5D7F&GXß$F&?�ß A G#�=# A G ã Þ.B5GXB / Þ.B�D.B+?¾L%"!$C A !+�
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+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÊÆuÆ�^ ®�Bsß,B�!$C�F&? A ! I Þ`�"?~ß A G�#(F I B�? I F A G©D7B@Þ.G$%�D.B@Þ.? / !$%4H"! A C A â ¾L%"!$C A D A GI %4?�ß,!XB+G�?�°7C5B�!$%4G3G$B+H"Þ.F&D.%"G�D.B�ß,!XB+G�#&Bsß,! A G3?.% I %4?~ß$F&B�?.B+?W# A C�F&GXC A #(B�ß,! A D.%"G3Q4B I B�G?7F�B+#�C�F&GXC5%W?�°7C5B�!$%�ß,!$B�G�Q4B I B�G+�
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+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª6Ü-ÈuÈ�^ ³NB0ß,F(B+?.B�?1B�?~ß$! A D A G / A ! A ê Ý�B+G / B I ß.� I Þ.#(%4G�D7F&GXß$F&?�ß,%4G â D.Bsß,B+!XC5Fñ�? A ! I Þ9�"?~ß$%4G / %4GXF&V.#(B+G0!$B+H A #&%"G0D.B2ß$!$B+G�B+?�ß,! A D A GÍ¿ / %4G$F(V.#&B�C5B�?~ß$B / A ! A B+#�C�F&GXC5%B�G / B I ß|� I Þ.#(%-Â�GXB / Þ.B�D.B+?�à A"I B+!��
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+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª4Ü-ÈiÜ=^ ®�Bsß,B+!XC5F(? A ! ã Þ9��GXÞ I B�G$%2B�GYC��"G / !$%"V A V.#(B ä Ä+aht$a"r Ã jm,Sa z o'cyr$a"rfhÆ]Ä0f�a�fhÆ]Ä)%�Ä+aht$a"r Ã jm,Sa z o'cyr$a"r6o'ruguÄ0f�a�fhÆ�Ä��
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+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªtÜ�ÈYÐ©^ ®�B�ß$B+!$C�F&? A !�# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D7B ã Þ.BWÞ.? A ÝXÞ.H A D A D7B / ZrÑ"B�!Ê¿BÔI+A !Xß A G�B�?�Þ.? A V A ! A Ý A ¾L! A ? I B�G AEI %4?ÄÔ µ IJA !Xß A G â GXF&? I %4C�%hD.F&?7B+G|Â äF Â@´)%4?~ß$B+?.H A5A #�C�B+?7%4G�Þ.? A G��F&F Â ë V7ß$B+?.H A Þ.? / Z3Ñ"B+!Å¿ I Þ A ß,!X% IJA !Xß A G�F&H4Þ A #&B�G|Â��
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªrÜ-ÈY©^  O? Þ.?pBh² / B+!XF&C�B+?�ß,%1D.BÍÞ�B+!$?7%4Þ.F&#(#(F I %"? / !X%4V A V.F(#&F§D A D 0.4

D.B
�m²NF(ß,% á

0.6
D.B¡¾L! A*IJA GX% â D.Bsß,B+!XC5F(? A ! I Þ9�"?~ß$%4G�# A ?9� A C�F&B�?~ß$%4G�à AJá ã Þ.B�!XB A #(Fç� A !/ A ! A0ã Þ.B�# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D7B�%4V7ß$B+?.B�! A #;C�B+?7%4G�Þ.?ó�h²NF§ß,%�GXB A C A]á %4!�%�F(H4Þ A # ã Þ7B¶ ��17�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑÜ-È`¬�^ ³NB A # A Q A !$F A V.#&B A #&B A ß,%4!XF A
X
I Þ á %�D.%4C�F(?.F(%6B+G�B+#¡B+G / A"I F(%�CWÞ7B+G��ß$! A #

Ω
D.BW# A ?9� A !�Þ.?1D A D.% êW¶ Q4B I B+G I %"?.G$B I Þ7ß$F(Q A G â A GXF&H"? A ?.D.% A�I+A D A B+#(B+C�B+?�ß,%D7B

Ω
B+#3?-°.C�B+!$%2D7B�G$B�F&G$B�G ã Þ.B�à A ?�G A #(F&D.%7�J´ A # I Þ.# A !Y# A B+G / B�! A ?9� A C A ß,B�C±�eß,F I+AD7B

X â ã Þ.B�B�GYB�#�?�°.C�B+!X%�D7B�GXB+F(G$B+GYB�G / B+! A D.% A #©# A ?9� A ! ê�¶ Q4B I B+G�B�#�D A D.%7�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªfÜ�ÈY·©^ ´)Þ9�"#�B�G�# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D.B ã Þ.B5B+G I %4H"F&D.%�Þ.?nB�?~ß,B�!$% A # A � A !C�B+?7%4!�%�F(H4Þ A # ã Þ.B êW¶/¶ G$B A / !XF&C�%.�
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©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªrÜ-ÈY¹�^ ³NF

S
á
S ′
G$%"?�D7%4G�G$Þ I B+G$%"G I %4?

p(S) = 0.8
á
p(S ′) = 0.6 âD.B+CWÞ.B�GXß,! Anã Þ.B

p(S ∩ S ′) ≥ 0.4
�  O?£H4B+?7B+! A # / A ! AnI+A D A / A !5D.B�G$Þ I B+G$%"GSG$BQ4B+!$F�� I+A

p(S ∩ S ′) ≥ p(S) + p(S ′)− 1
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªéÜ-ÈSº¿^ ®�B�C5%"GXß,! A ! ã Þ.B / A ! A D.%4GOQ A !$F A V.#&B�G A #&B A ß,%"!$F A G X B
Y
D.B��=?7F&D A GB+?�B+#�C�F&GXC5%WB+G / A"I F(%�CWÞ.B�GXß,! A #�# A B+G / B�! A ?!� A C A ß$B+C��*ß,F I+A Q4B�!$F�� IJA7ä

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ),G$F&B�?.D.%
X + Y

# A ¾LÞ.? I F&Z4?�G$Þ7C A D.B6# A G�¾LÞ.? I F(%4?.B�G
X
B
Y
�
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©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªéºuº¿^ ¨O!$% / F&B�D A D ê ä ³hF |A| = n

B�?~ß$%4? I B�G�Bh²NF(GXß,B�Þ.? AWA / #(F I+A"I F(Z"?5V.F á B I �ß,F(Q A
f : A→ Nn

�[³NF |B| = m
B�?~ß,%"? I B�G°Bm²NF&GXß$B�Þ.? A�A / #&F IJA"I F&Z"?�V7F á B I ß,F§Q A g : B →

Nm

�íÃ A�A / #(F I+A"I F(Z4?¥V.F á B I ß,F(Q A�ã Þ7B2B�GXß A C�%4G�V.Þ7G IJA ?.D.%RB�G F : A ∪ B → Nn+mD.B��=?7F&D A�I %4C�%
F (a) = f(a)

G$F
a ∈ A

á
F (b) = g(b) + n

GXF
b ∈ B

� OG�G$%"V.!$B á B I ß,F(Q A�á�A¥ã Þ.B�G$F
s ∈ Nn

B�?~ß,%"? I B�G5Bh²NF&G¯ß,B
a ∈ A

D.B�C�%hD.% ã Þ.B
s = f(a) = F (a)

á GXF
n < s ≤ n+m

B+?�ß,%4? I B+G
s−n ∈ Nm

D.BYC5%hD7% ã Þ.B�Bm²7F(GXß$B
b ∈ B

ß A # ã Þ.B
g(b) = s− n / %"!�#(% ã Þ.B F (b) = s

� OG�F&? á B I ß,F(Q A�á�A GXF
a 6= b

B+?�ß,%4? I B+G
F (a) 6= F (b)

�� O?RBh¾LB I ß,% â ß A ?~ß,% f I %"C5%
g
GX%4?�F(? á B I ß,F§Q A G / %"!�#&% ã Þ.B6B+#©!XB+G$Þ7#(ß A D.%EB�G I F(B+!¯ß,%�G$F a, b ∈ A

%EG$F
a, b ∈ B

�@ @?B+# IJA GX%
a ∈ A

á
b ∈ B

G$B�Q4B+!XFÁ� I+A�ã Þ.B
F (a) ≤ n

á
F (B) > n / %4!�#(% ã Þ.B�GX%4?D.F&G¯ß,F&?�ß,%4G�?.B I B+G A !$F A C�B+?�ß,B"�

¨@!X% / F(B+D A D µ ä G$B A / #(F IJA # A ê A B á
B
�

¨@!X% / F(B+D A DÚ× ä ´)%4C5% A ⊂ B
B+?~ß$%4? I B+G

B = A ∪ (B −A)
á G$B I %4? I #&Þ á B / %4! ê �

¨@!X% / F(B+D A DtÕ ä Þ A GXß A Þ.G A !�# A G / !$% / F(B+D A D.B+G A ?�ß,B+!XF&%4!XB+G2B+G I !$F(V.F&B�?.D.% A ∪ B =
A ∪ (B − (A ∩B))

�
¨@!X% / F(B+D A DÄÔ ä ¨3%4!�F(?.D.Þ I�I F(Z4?�G$%4V7!$B6B+# IJA !$D.F(? A #©D7B B �³NF |B| = 0

B+?�ß,%4? I B�G
B
B�GYQ A"I æ(%�D.B6C5%hD.% ã Þ.B�B+# / !X%hD.Þ I ß$% I+A !Xß,B�G$F A ?.%Eß A C��V.Fç��?�#(%EB+G��

³NF |B| = n + 1
B�?~ß$%4? I B+G

B = B ′ ∪ B′′
I %4? |B′| = n

á |B′′| = 1
�%®�B�B�GXß,BC5%hD.% I %4C�%

A × B = (A × B′) ∪ (A × B′′)
á
(A × B′) ∩ (A × B′′) = ∅ G$BI %4? I #&Þ á B / %4!�# A / !$% / F&B�D A D ê á # A à.F / Z"ß,B�G$F(G�D.B�F(?.D.Þ I�I F(Z4?©�

¨@!X% / F(B+D A D»×�F(C / #(F IJA / !X% / F(B+D A D ê ä ³NFhà~Þ.V.F(B+! A Þ.? A ¾LÞ.? I F&Z"?�F&? á B I ß,F§Q A f : A→ BB+?~ß$%4? I B+G�# A F(C A H4B+?RD.B
f
B�G6Þ.?�G$Þ.V I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D.B

B
D.B I+A !$D.F(? A #�B+G¯ß,!XF I ß A C�B+?�ß,BC AJá %4! ã Þ.B |B| #(% ã Þ.B�B�GYÞ7? AEI %4?�ß,! A D.F I+I F(Z4?©�
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¨O!X% / F&B�D A D ê F&C / #(F I+A / !$% / F(B+D A D4× ä ³NF A ⊂ B

B+?�ß,%"? I B�G2à A]á Þ.? APA / #&F IJA"I F&Z"?F(? á B I ß,F§Q A D.B
A
B+?

B
¿'# A F(? I #&Þ.GXF&Z4?uÂ�D.B6C5%hD7% ã Þ.B |A| < |B| �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº9¼©^F Â@´)%4C�%E?.%�G$B6F&?7D.F I+A ? A D A â # A G�#(B�ß$! A G�GXB / Þ.B�D.B�?�!$B / B�ß$F&! ä V R29,5 = 295
�F&F Â

V29,5 = 29× 28× 27× 26× 25
�F&F(F Â±Ã A G / A # A V.! A G ã Þ.BP?.% I %4?~ß$F&B+?7B+? A # A #&Bsß,! A

b
G$%4?

285 / %"!�#&% ã Þ.BP# AI %4?~ß$F&B�?.B+?
295 − 285

�F(Q!Â 	 A �+%4? A ?.D.% I %4C�%EB+?�F&F(F Â�G$%"? V29,5 − V28,5
�Q!Âo³NF=B+C / F&B�� A ? / %4!@Q4% I+A # á G$B / Þ.B+D7B+?�!XB / B�ß$F&!@G$%4? 5×294

�T³NF¡?.%0GXB / Þ.B�D.B+?!XB / Bsß,F&!�G$%"? 5× V28,4
�QhF Â�³NF;G$B / Þ.B+D7B+?S!XB / B�ß$F&!�G$%4? 5× 293

�T³NF;?.%�GXB / Þ.B�D.B�?S!$B / B�ß,F(!�GX%4? 5×V27,3
�QhF&F ÂT³NF;G$B / Þ7B+D.B�?S!$B / Bsß,F(!�G$%4? 53× 292

��³hF¿?7%WGXB / Þ.B+D7B+?S!$B / B�ß$F&!�GX%4? 5× 4×
3× 26× 25

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªDº9Æ©^F Â�Ã A / !$F&C�B+! AWI FÁ¾L! A ?.% / Þ.B�D.B�GXB+! ¶ á # A G I F�¾L! A G�GXB / Þ.B+D7B+?�!XB / B�ß$F&! ä 9× 103

�F&F ÂÅ³N%4? / A !$B�G�G$F�GXÞ"°7#(ß,F(C A�I FÁ¾L! A B�G ¶ â µ â Õ â ê Þ�11B�?~ß$%4? I B�G ä
9 × 102 × 5¿LBh² A"I ß A C�B+?�ß,B6# A C5F§ß A D�D.B�F Â7Â��F&F(F Â�³N%4?�F(C / A !$B+G�# A %"ß,! A C5F§ß A D|�F(Q!Â�³N%4?�C»°.#§ß,F / #§%4G�D.BÅÔWG$F�G$Þ¸°.#§ß,F&C A�I FÁ¾L! A B+G�Þ.? ¶ %EÞ.?ÄÔ ä 9× 102 × 2

�Q!ÂÓ³NF°?7% I %4?�ß,F&B�?.B+? A # µ G$%4?
8 × 93 â / %4!-ß A ?~ß$%�#&%"G ã Þ7B I %4?~ß$F&B�?.B+? A # µ G$%4?

9× 103 − 8× 93
�QhF Â�³�?.% I %4?~ß$F&B�?.B+?1?.F A # A5I FÁ¾L! A µ ?.F A # A2I FÁ¾L! A ×�GX%4? ä

7 × 83
B�?~ß,%"? I B�G6#(%4Gã Þ.B I %4?�ß,F&B�?.B+? A # µ % A #H×E% A�A C�V;%"G�G$%4? ä

9× 103 − 7× 83
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼uÈ�^ ³hB / Þ.B+D7B+?�G$B�?~ß A !�D7B 6! C A ?.B+! A G á GXF�G$Z"#&%�F(C / %"!Xß A # A / %4G$F I F&Z"?!XB+# A ß,F§Q A B�?�Þ7? A C�B+G A�I F(! I Þ.# A !�B+?�ß,%4? I B+G6B+#�!$B+GXÞ.#(ß A D.%Sà AJáRã Þ.B�D.F(QhF(D.F&!X#(% / %4! ê âB�GXß$%5B+G â 6!/6 = 5!
�o®�F(QhF(D.F&C�%"G / %"! ê ã Þ.B0GX%4?�# A G ê / %4G$F I F(%4?.B+G�!$B+# A ß,F§Q A G�F&H4Þ A #&B�G!XB+GXÞ.#(ß A D.%�D.B�C5%]Q4B+!$GXB�ß$%hD.%4G)Þ7? A G$F(#&# A ¿'D.%4G)GXF&#(# A G â �§�(� â ê G$F(#&# A G.ÂOà A"I F A # A D.B�!$B I à A �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼HÜ=^F Â
243 × 104

�F&F Â
PR23 × PR24 = 3× 4!/2

�F&F(F Â
242 × 103

�F(Q!Â�³NF|G$%4? IJA / F I ° A G�# A / !$F&C�B+! A�I FÁ¾L! A B+G�F(H4Þ A # ã Þ.B�# A�I Þ A !¯ß A�á # A G$B+H"Þ.?.D A B+GF(H4Þ A # ã Þ.B�# A ß$B+! I B+! A ��¨3%4!�ß A ?~ß$%Eà A]á
102

D9æ(H4F(ß$%4G+�° O?�ß$%"ß A # ä
243 × 102

�Q!Â
24× 104

�



FhõGw~õ4����@ö�ð�ésð�ésô�¥�öJ��¥°óc�@è�æ)ô�¥ µNê ×
QhF Â

PR23 × PR2,24 = 3× 3!
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼uÐ�^F Â
5!
�F&F Â

5!/4
�F&F(F Â

5!/12
�F(Q!Â[Ã�%4G@V;%4#(B�ß$%4G I %4?Eß,%hD A G@G$Þ7G I FÁ¾L! A GOF&H"Þ A #(B+G°G$%4?�#&%"GOC5B�?.%4G / !$%4V A V.#&B�G@D.B�G$B�!/ !$B�C5F A D.%4G á #&%"G ã Þ.B6ß,F(B+?.B�?�ß,%hD A G�G$Þ.G I FÁ¾L! A G�D.F(GXß,F(?~ß A G�#(%4G ã Þ.B�C��"G��

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª ¼u©^ ´)%"C5%
Vm,n = m(m − 1)...(m − (n − 1))

B+?~ß$%4? I B+G
m! =

Vm,n(m− n)!
D.B6C�%hD.% ã Þ.B ä

(

m

n

)

=
Vm,n

n!
=

m!

n!(m− n)!
.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼9¬U^ê Â@ð�?�ß$!$F �*?.H4Þ.#(%WB+GYÞ7? A ß,B�!$? A ?.%E%4!$D7B+? A D A D.B / Þ.?~ß$%4G ä (312
3

) �
µ ÂTÃ A G�ß$B+!$? A G)D7B / Þ7?~ß,%"G ã Þ.B�?7%�D A ?2Þ.?5ß$!$F �*?.H4Þ.#(%6G$BJ¾L%"!$C A ?5B�#&F(H4F(B�?.D.%Å×0D.B#&%4GßÔ / Þ.?�ß,%4G A #(F&?.B A D.%4G â / %4!�ß A ?~ß$% ä

(

312

3

)

−
(

5

3

)

.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼u·�^ê Â
CR5,6 =

(

10
6

)

.µ Â�³NF ã Þ.F(ß A C5%"GOB�#YÔ-D.B IJA D A V;%4CWV;%�ß,B�?.B+C�%4G
CR4,6

/ %4G$F(V.#&B�GO!$B�G$Þ.#§ß A D.%"G ã Þ.B?.% I %4?~ß$F&B+?7B+? A #iÔN�TÃ�%"G ã Þ.B�#&#(% I %4?�ß,F&B�?.B+?�G$%"? / %"!�ß A ?~ß,% ä
CR5,6 − CR4,6.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÚ¼u¹�^ ë�I B+!¯ß A ! ê ×6B+?5# A G ã Þ.F(?.F&B�# A G°ß$F&B�?.B / !$%4V A V.F(#&F(D A D 28/314
� ë�I B+!¯ß A !

Ô�B�?�# A / !XF&C�F§ß,F Q A7ä (6× 43)/
(

49
6

) �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛ¼Mº|^

Ω = {as, 2, 3, 4, caballo, rey} �
p(as) = 3/15
p(2) = 3/15
p(3) = 1/15
p(4) = 4/15
p(caballo) = 2/15
p(rey) = 2/15



µhê Õ ð�ç-ñOò+æ�ó3è�ôCFhõ ð�ô�¤n�)é{�Yç�æ)ô�öYéqç

p(figura) = p(caballo) + p(rey) = 4/15
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼u¼©^ F Â ë #©ß$F&! A !�D.%4G�D A D7%4G I %4?7G$B I Þ7ß,F§Q A C�B+?�ß,B
Ω = N6 × N6

�F&F Â
X : Ω→ R

A GXF&H4? A
a+ b

A # A ß,F(! A D A
(a, b)

�F&F(F ÂU OG I !$F(V.F&B�?.D.%�# A G�¾LZ4!$CWÞ7# A G á à A"I F&B+?7D.%�# A G�!$B�G / B I ß,F§Q A G I Þ.B+?�ß A GOG$B�%4V7ß$F&B�?.B ä
E(X) = 7 â V (X) = 6.16 â σ(x) = √6.16 = 2.48

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑ¼uÆ©^ ³NB�ß,F&B�?.B ã Þ.B |Ω| = 8

� O#¿G$Þ I B+GX%
S
ä oqgsj|gsrYºhc ²JÆ]Ä�fhg z Æ]Ä�fNÆ]ÄYÄJgXbNÆ�Ä°ß,F(B+?.B�? I+A !$D.F(? A # ê â á�A�ã Þ.B-à A]á�ã Þ.BD7B+G I %4?~ß A !Y#(%4G IJA G$%4G�B+? ã Þ7B�à AJá ß,!XB+G�Q A !$%"?.B+G�%Eß,!XB+G�CWÞeÝXB+!XB+G�� O#�G$Þ I B+G$%

S ′
ä oqgsj|gsrEa z d2gsj|Æ]Ä Ã j�ºhc ²JÆ2xea"ru}ej�ß$F&B�?.B+? I+A !$D.F(? A #�Ý â á�A�ã Þ7B�à AJáã Þ.B6D.B+G I %4?�ß A !YGXZ4#&%�B+# I+A G$%�B+? ã Þ.B�GX%4?�ß$!$B�GYCWÞeÝXB�!$B�G+� O?~ß,%"? I B�G

p(S) = 6/8
á
p(S ′) = 7/8

�
¨3%4!�%*ß,!$%�# A D.% |S ∩ S ′| = 6 / %4! ã Þ.B S ⊂ S ′

D7B�C�%hD.% ã Þ.B�#&%"G)G$Þ I B+GX%4G�?.%WG$%4?F(?.D.B / B+?.D.F(B+?�ß,B+G��
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑÆ`È�^ê Â

Σk
i=0

(

n
i

)

(1− p)ipn−i �µ Â
(1− p)n

�
×zÂ (n

k

)

(1− p)kpn−k �Õ-Â
pn �

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÑÆHÜ=^ê Â
(0.6)100

�
µ Â

Σ100i=50

(

100
i

)

(0.4)i(0.6)100−i �×zÂ
Σ30i=0

(

100
i

)

(0.4)i(0.6)100−i �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÛÆuÐ�^ YU%4C A C�%4G�Þ.? I Þ A D7! A D.%EV.# A ? I %�D.B6#&%"G

64/2
I Þ A D.! A D7%4G�V.# A ? I %"Gã Þ.B�à A]á �� OG I %4H4B�C5%"G�Þ.? I Þ A D.! A D.%2?.B+H"!$%2D.B0#&%4G

64/2 − 8 / %4GXF&V.#(B+G¨¿'#(%4GY?.B�H4!$%4Gã Þ.B2?.%RB�GXß|�"?¨B+?¨# A C�F&G$C A �=# A %RB�?p# A C�F(G$C A�I %4#&Þ7C5? A Âs�� O#�!XB+G$Þ7#(ß A D.%�B+GWB�#
/ !$%hD.Þ I ß,% ä Ý ê 17�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªÊÆu©^ Þ)Þ.G IJA C�%4G�B�# I %4C / #&B�C�B+?~ß A !$F(%)D.B�# I %4?eÝXÞ7?~ß,%�D7BOß$%hD.%4G�#(%4G©?-°.C5B�!$%"GD7B¨Ý I F�¾L! A G�ß A #&B�G ã Þ7B�?.F&?7H4Þ.? A D.B6B�#&# A G�B�GXß.��!XB / B�ß$F&D ANä

107 − V10,7.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªóÆ`¬�^ Ã A G / %4G$F(V.F&#(F(D A D.B+G I %4? n F&? I F&GXF&%4?7B+G3GX%4? ä 4n �[´)%4C�% {4n : n ∈ N}B�GYÞ7? A G$Þ I B+GXF&Z4? I !XB I F(B+?�ß,B�V7Þ.G I+A C5%"G�B+# / !$F&C�B+! n ã Þ.B6Q4B�!$FÁ� ã Þ7B ã Þ.B 4n > 105
áB�G

n = 9
�
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©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛÆu·�^F Â� OGEB+#�?-°.C�B+!X%�D7B�G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G�D.BÍÕ¥B�#&B+C�B+?�ß,%"GEB�?�Þ.? I %4?�ÝXÞ.?~ß$%�D.BÚÔ:ÕA #&Þ.C�?.%"G ä (54

4

) �F&F Â»³NB+!7��B�#�?�°7C5B�!$%¥ß,%*ß A #�D.B�B ã Þ.F / %4G�D.B¸Õ A #(Þ.C�?.%4G�C�B+?7%4G�B�#�?-°.C�B+!$%�D.BB ã Þ.F / %"G I %4?.G¯ß,F(ß$Þ.F&D7%4G�G$Z"#&% / %4! I à.F I %4G ä
(

54

4

)

−
(

30

4

)

.

F&F(F Â� O#@?�°7C5B�!$%�D.B�G$Þ.V I %4?eÝXÞ.?�ß,%4G0D.B�D.%4G I à.F IJA G / %"!�B�#@?�°.C�B+!X%�D.B�GXÞ.V I %4?��ÝXÞ.?~ß$%4G�D.B6D.%4G I à.F I %4G ä
(

30

2

)

×
(

24

2

)

.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛÆu¹�^F Â
PR3,710 =

(

10
3

) �F&F Â�Y3%hD.%"GYC�B+?7%4G�B+#�¾L%"!$C A D.% / %4!�ß,%hD.%"G�Þ.?.%4G ä 210 − 1
�F&F(F Â

PR5,510 =
(

10
5

) �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª*ÆMº¿^ Ã A

d
G$B0!$B / F(ß$BÅ×EQ4B I B+G â # A o G$B0!$B / F(ß$B�D.%4G�Q4B I B+G á # A e %"ß$! A G µ �Y3%*ß A # ä

PR3,2,210

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªÛÆu¼�^ Ã�%4G A GXB+GYGXB�!$B / F(ß$B+?Ú×WQ4B I B+G á #(%4G I+A V A #(#&%4G@Õ7�©YU%"ß A # ä PR3,410 �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªíÆYÆ©^  O#7?�°.C�B+!X%�D.B�#&F I B�? I F A G�V.Þ7G IJA D.%6G$B+!7��B+#Nß$%"ß A #ND7B / %4G$F(V.#(B+G°C�B�?.%4GA"ã Þ9�+#(# A G I %4?�# A C5F(G$C A #(B�ß,! A D.%4G�Q4B I B+G á B�#�C5F(G$C�%1?-°.C�B+!$%é×1Q4B I B+G��ÄY3%*ß A # ä
103 × 293 − 3× 29× 28× 10

��³NF&B�?.D.%
29× 28

B+#�?-°.C5B�!$%ED.B / A !XB{Ý A G�D.B6#(B�ß,! A G/ %4G$F(V.#&B�G â ×EB+#�?-°.C5B�!$%�D.B�C�%hD.%4G�D7B�%4!$D.B�? A !�# A G�ß,!$B�GY#&B�ß$! A GÅ¿LD.%4GYF(H4Þ A #&B+G á Þ.? AD.F&G¯ß,F&?�ß A Â á ê�¶ #&%4G / %4G$F(V.#&B�G�ß$!7æ(%4G�D.B6?-°.C5B�!$%4G��
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª"Ü-ÈYÈ�^

CR17,3 =
(

19
3

) �
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ªpÜ-ÈiÜ¡^ ³NF)ß,F&! A C�%4GWD7%4GED A D.%"G ä � A]á

62 / %4G$F(V.#&B�G�# A ?9� A C�F(B+?~ß$%4G+�*®�BB+#&#(%4G�D A ? I %4C�%EG$Þ.C A 1E#&%"G�G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B+G ä
(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4).

Ã A / !X%4V A V.F(#&F§D A DSD7B�%"V7ß,B�?.B+!�Þ.?a1EB+G
5/36 = 0.13889

�
³NF�ß,F(! A C�%"G�ß$!$B+G�D A D.%4G ä � AJá

63 / %4GXF&V.#(B+GY# A ?9� A C�F(B+?~ß$%4G+�'®�B�B+#(#&%"GYD A ? I %4C�%G$Þ.C A 1-#&%4G°GXF&H4Þ7F&B�?~ß,B�G ä
PR2,57

¿'F(?~ß$B+! / !$Bsß A ?.D7% IJA D A ß,F(! A D A-I %4C�%�Þ.? A / A # A V.! A D.B
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Ý I+A !.� I ß,B�!$B�G ã Þ.B�G$%"?±Ô-Þ.?.%"G á µ I B�!$%4G â / %"!OB{ÝXB�C / #(%�# A ß$F&! A D A 2, 2, 4 B+G êW¶7ê�¶7ê4ê"ê �Ã�%4G I B�!$%4G3G$B / A ! A ?�# A G�ß,F(! A D A G á / %4?7B+C�%4G�ß A ?�ß,%4GUÞ.?7%4G I %"C5%YB+#�Q A #(%4!�D.B�# A ß,F&! A D AC�B+?7%4G�Þ.? A Þ.?7F&D A D`Âs�° @?�ß,%4? I B�G)# A / !$%4V A V.F&#(F(D A DEB+G 21/216 = 0.0722

C�B+?.%"! ã Þ.B# AEA ?~ß,B�!$F(%4!+�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª4Ü-ÈYÐ©^F ÂSÃ A / !$%"V A V.F(#&F(D A D-G$B+!7� ê C5B�?.%4G�# A / !X%4V A V.F(#&F§D A D-D.B ã Þ.B@?.% I %4?�ß,B+?7H A ?.F(?.H/°.?A G ä

1−
(

48

5

)

/

(

52

5

)

.

F&F Âß� A]á ê × / %"G$F&V7#&B+G / ZrÑ"B�!$B�G�¿LD.B A G$B�G â D.BWD.%"G$B+G â �§�§�ïÂ á / %4! IJA D A Þ.?.% / Þ.B�D.Bà A V;B+!�Þ7? AWã Þ.F(?~ß A�IJA !¯ß A�ã Þ.B-B+G A !XV.F(ß$! A !XF A â D.B-B�?~ß$!$B-# A G�Õr1 IJA !Xß A G�!XB+GXß A ?~ß$B+G%¿«Õ-ÝGXF�?.% ã Þ.B�!$B+C�%4G ã Þ7B�G$B A Þ.?�!$B / ZrÑ"B+!.Âs��¨3%4!�ß A ?~ß$%�# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D�D.B / ZrÑ"B+!�B+G ä

48× 13/
52

5
.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ªfÜ-ÈY©^  O#�GXÞ I B�G$%¬Æ Å oqgsj|gsr5a z d2gsj|Æ]Ä Ã jÒ�Xb4cyoqÆ�B+G I %4C / #&B�C�B+?~ß A !$F(% A #GXÞ I B�G$%�j|Æ�o{gsj|gsr�j=cyjhk"¢hj¿�Xb4cyoqÆ ä
1− 0.6n �TÞ)Þ.G I+A C�%4G n ß A # ã Þ.B 1− 0.6n ≥ 0.8

%B ã Þ.F(Q A #&B�?~ß,B�C5B�?~ß$B
0.6n ≤ 0.2

�[´)%4C5%�# A GXÞ I B�G$F&Z"? {0.6n : n ∈ N} B�GOD.B I !XB I F&B+?�ß,B âBsQ A #(Þ A ?.D7% â GXB6ß$F&B+?7B ã Þ.B�B�# / !$F(C5B�!$% ã Þ.B6Q4B�!$F�� IJA # A D.B�G$F(H4Þ A #(D A D�B�G n = 4
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª~Ü-È`¬�^  O#OG$Þ I B+GX%�Æ Å o{gsj|gsr2gXb~ahtsola"d2gsj=o{g k Ä]gsc&Ä]guÄ5a z o'cyr$a"r�g z f�a�fhÆ � 9x"gutuguÄ�ß$F&B�?.B6# A GXF&H4Þ.F(B+?�ß,B / !X%4V A V7F&#&F§D A D ä
(

10

k

)

(1/6)k(5/6)10−k.

¨3%4!�ß A ?~ß,%2B+#3B+G / A"I F&%�CWÞ.B+G¯ß,! A #3B+G Ω = {0} ∪ N10

á / A ! A2I+A D A k ∈ N10
G$Bß$F&B�?.B-# A / !$%4V A V.F&#(F(D A D5C5B�? I F(%4? A D A â D.B-C�%hD.% ã Þ.B-# A B+G / B�! A ?9� A C A ß,B+C��*ß$F IJA B+G ä

Σ10k=0k

(

10

k

)

(1/6)k(5/6)10−k.

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª4Ü-ÈY·©^ � A]á µ�ê / !$F(C5%4G�C�B+?7%4!$B�G ã Þ7B ê�¶/¶ â / %4!�ß A ?~ß$% 26/100
�

©�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñ«ª4Ü-ÈY¹©^ ´)%"C5%
p(S ∪ S ′) = p(S) + p(S ′)− p(S ∩ S ′) B�?~ß,%"? I B�G ä

p(S ∩ S ′) = p(S) + P (S ′)− p(S ∪ S ′).
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³NB I %4? I #&Þ á B�# A ¾LZ4!$CWÞ.# A H4B+?7B+! A #©D7B+#|à.B I à.%ED7B ã Þ.B

p(S ∪ S ′) ≤ 1
�@ OG¯ß A ¾LZ4!$CWÞ.# AG$B A / #&F IJA�A #�BqÝXB+C / #&% p(S) = 0.8

á
p(S ′) = 0.6

�
©�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñ«ª�Ü�ÈSº¿^ ´)%4C�%p# A Q A !$F A V.#(B

X + Y
GXB1D.B��=?7B I %"C5%

(X + Y )(a) =
X(a) + Y (a) / A ! A�I+A D A a ∈ Ω â B+#OB{ÝXB�! I F I F(%�B�G I %4?.GXB I Þ.B+? I F A D.BE# A / !X% / F(B+D A DD.F&G¯ß,!$F(V.Þ7ß$F(Q A �
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ô õ;öø÷YùÚúüû�ý Ó

Ô � õCÕ�ýÉÖ

Ã A ß$B+%4!2æ A D7B�H4! A ¾L%4G�ß$F&B+?7B�G$ÞE%4!XF&H4B�?�B�?EÞ.? A !¯ß.æ I Þ.#(% / Þ.V.#(F IJA D.% / %4!O OÞ.#(B+!°B+? ê Ý:× êB+?¥B�# ã Þ.B�GXB�D A V A GX%4#&Þ I F&Z4? A # / !X%4V.#(B+C A D.BW#&%4G�G$F(B�ß$B / Þ.B+?�ß,B+G�D.B�# A2I F(Þ.D A D1D.B×DØ"?.F&H"G$V;B+!XH â / Þ.B�?~ß$B+G ã Þ.B I %4?.B I ß A V A ?�D.%4G)F(G$# A G I %"?�# A G�C��"!$H4B�?.B�G)D.B�#¿!7æ(%0G$B�H/°.?B+#�B�G ã Þ.B+C A D.B6# A �=H4Þ7! AEã Þ.B6G$B A DeÝXÞ.?~ß A ¿�ã�F&H"Þ.! A Ôh� ê Â�� O# / !X%4V.#&B�C A�I %4?.GXF&GXß7æ A B�?2!XB A #(Fç� A !OÞ.? / A G$B+% ã Þ.B A ß$! A Q4B+G A G$B IJA D A Þ.?.%0D7B�#(%4GG$F&Bsß,B / Þ.B�?~ß$B+GWÞ.? A °.?.F IJA Q4B��À¿'#(%4G / Þ.B�?~ß,B�GWB+?¨B�#�H4!7�:� I %�GX%4?¨#(%4G ã Þ.B2Þ.?.B�?p# A G!$B+H"F&%4?7B+G ë â Þ â ´ á ®#Âs� OÞ.#&B�!�D7B+C�%4GXß$!$Z ã Þ.BPB�GXß$%¤?.%¬B�! A / %"G$F&V7#&B á ¿LB+G¯ß,%¬B+G�#(%�F(C / %4!¯ß A ?~ß,BWÂ2G$F(?I %4C / !$%"V A !�ß$%hD.%4G�#(%4G / %"G$F&V7#&B+G / A G$B+%"G+�®�B�G$D.BYB�?~ß,%"? I B�G�#&%4G°!XB+G$Þ7#(ß A D.%4G á�A / #(F I+A"I F(%"?.B+G°D7B�# A ß,B+%"!7æ A D.B�H"! A ¾L%4G°à A ?�F(D.%A Þ.C�B+?�ß A ?.D7% áPA"I ß$Þ A #(C5B�?~ß,B�G$B2Þ7ß,F(#&FÁ� A / A ! A !$B�G$%4#§Q4B+! / !X%4V.#&B�C A G0B�?p! A C A G0D.B# AEI F&B�? I F A CWÞ á D.FÁ¾LB�!$B�?~ß,B�G+�ßÃ�%"G�H4! A ¾L%"GYG$B�Þ7ß$F&#(FÁ� A ? â / %"!�BqÝXB+C / #&% â / A ! A�I %"?.GXß$!$ÞQ�

ã�F(H4Þ.! A ÔN� ê ä ¨@Þ7B+?~ß$B+G�D7B�×bØ4?7F&G$V;B�!$H

µNê��



µ�µ�¶ ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥
F(!�C�%hD.B�#&%4G0D.B�!$B�D.B+G�D.B�%4!XD.B+? A D.%4!XB+G á D7B�ß,B�!$C�F&? A !�GXF)D.%4GW%4!XD.B+? A D.%4!$B�G�B�GXß|�*?I %4?.B I ß A D.%4G-B+?�ß,!$B�G7æ â / A ! A D7B�ß,B�!$C�F&? A !�G$F3Þ.? I F&! I Þ.F§ß,% / Þ.B�D.B�GXB+!-F(C / #&B�C�B+?�ß A D7%GX%4V.!XB2Þ.?Pß A V.#&B�!$% / # A ?.% â / A ! A D.F(GXß$F&?.H4Þ7F&! I %"C / Þ7B+GXß$%4G ã Þ!æ&C�F I %"G I %4?n# A C�F&GXC A¾LZ"!$CWÞ.# A C5%"#&B I Þ.# A !�% / A ! A B+? I %4?�ß,! A !�B+# IJA C�F(?.%5C��"G I %4!Xß$%2B+?�ß,!$B�D7%4G I F&Þ.D A D.B+GB�?�Þ.? A !$B�D�D.B�ß,! A ?.G / %4!Xß$B"�

³NB / !$Bsß,B+?7D.B ã Þ7B�B+# A #(Þ.C�?.% A #S�=? A #&FÁ� A !�B�# IJA / æ(ß$Þ.#&% ä
•  @?�ß,F(B+?.D A #&%4G I %4? I B / ß$%4G á D.B��.?.F I F&%4?7B+G�V`�*G$F I+A G�D.B6# A ß,B�%4!7æ A D.B�H"! A ¾L%"G+�
• ðYß,F(#&F I B-# A G�D.F&G¯ß,F&?�ß A G�!$B / !$B�G$B�?~ß A*I F&%"?.B+GYD.B6H4! A ¾L%"G+�
• ðYß,F(#&F I B)D.F�¾LB+!$B�?~ß$B+GOC��sß,%hD.%"G / A ! A !$B I %"?.% I B�!@G$F.D7%4GOH4! A ¾L%4G°G$%"?�%�?.%�F&G$%"C5%"!��¾L%4G+�
• ´)%4?.%/� IJA #&%4G I %"? I B / ß,%4G0D7B�H4! A ¾L% I %4?.Bh²N% â B�Þ.#(B+!$F A ?.% á à A C�F&#§ß$%4?.F A ?.% â # A Gß.� I ?.F IJA G / A ! A !$B I %4?.% I B+!X#&%4G â G$Þ.G / !X% / F(B+D A D7B+G á¥A #&H4Þ.?7%4G-!$B�G$Þ.#§ß A D.%"G6!XB+# A �I F(%4? A D.%"G I %4?�B+#(#&%4G��
• ë / #(F ã Þ.B�# A D.Bh�=?.F I F(Z4? C��"G A D.B I Þ A D A / A ! A Q4B�!$F�� IJA !SGXF-Þ.? H4! A ¾L%¨B+GSÞ.?�"!$V;%4#��
• ´)%4?.% I B+! A #(H4Þ.? A G A / #(F I+A"I F(%4?7B+G3D7B�# A ß$B+%4!2æ A D.B�H"! A ¾L%4G A # A ¾LÞ.?.D A C�B�?~ß A*I F&Z"?D.B6# A F&?!¾L%4!XC±�eß,F IJA â B�? I %4? I !XB�ß$% â I %4C / #&BqÝXF&D A DSD.B / !X%4V.#&B�C A G+�

ZÊ�+� Ú £°�6ú¦¨§)ù�¼í¥ÛMÓ£���ú:¦¨§®� � ÌíÎhÏi¥�M%£���ú:¦Å§
Ã�%4G�H4! A ¾L%4G�G$%"?¤B+GXß$!$Þ I ß,Þ.! A G2D.F&G I !XB�ß A G ã Þ7B I %4?.GXß A ?¤D.B�Q/�+!¯ß,F I B+G á¬A !$F&G¯ß A G ã Þ7BI %4?.B I ß A ?�B�GXß,%"G�Q/��!Xß$F I B�G+�ì� AJá D.FÁ¾LB�!$B�?~ß,B�G2ß,F / %4G2D7BRH4! A ¾L%4G ã Þ.BRD.F��=B+!XB+? B�? # AI # A GXB á ?-°.C�B+!X%SD.B A !XF&G¯ß A G ã Þ.B I %4?.B I ß A ?�Þ7? / A !-D7BWQ/�+!¯ß,F I B+G��� O?¥B+G¯ß A GXB I+I F&Z4?F(?~ß$!$%hD.Þ I F&!XB+C�%4G A #&H4Þ7?.%4G I %"? I B / ß,%4G0D.B5# A ß,B�%4!7æ A D.B�H4! A ¾L%"G á�A #(H4Þ.?.%4G�ß$F / %4G6D.BH"! A ¾L%4G�D7B / A !Xß,F I Þ7# A !)F&?�ß,B+!2�+G+�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx·©^�Ü=^ Ü Ì�j K Ô Õ � ª <JÑ':nT3¦ Ï

G
guÄ Ã j Ç a"r G = (V,E)

ÎJÆer�d�a�fhÆ Ç Æer
Ã j�tuÆ*j+² Ã j=oqÆ��@j=cyoqÆ�fhg \;Û Ô M�Ñ�Ò Ï < V m Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{Æ E fhg Ç a"r,guÄ�j|Æ2ÆerXfhgsj;a�fhÆ]Ä�fhgx3�sr�o'cltuguÄ0f4c&Ä�o�cyj=oqÆ]Ä ª guÄ�fhgutscyr ª

E ⊂ {{u, v} |u, v ∈ V ∧ u 6= v}.

ï z Æ]Ä�g z gsd2gsj=o{Æ]ÄWfhg
E
Ä]g z guÄEfhgsj|Æed�cyj;a Õ Ô Ñ�<sM]Õ=<»�$Ðiª�Ö3Ñ Ô ÑLK;Ñ'Ö�Õ=<�ª�Ðcª"ª Ô Ñ Ï Ð��MJÕ=ÖUÕ=<_� �



W~õ(�"õ#HYö�çR��ôv¥0�;��é�H�ö�çR��ô�¥n�Ü¤£óUè�æUé�H�öYç���ô�¥ µ/µNê

1
2

3

4

1

2

3

4

ã�F(H4Þ.! A ÔN� µ ä ®�%4G�!$B / !$B+GXB+?�ß A"I F&%4?7B+G�D7B+#�C5F(G$C�%WH4! A ¾L%

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ·©^ Ü=^ÁÐ ÌUj�k"r$aXÎJÆ�Äscyd Ç;z gWguÄ ª Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ ª g z k"rXaXÎJÆ G = (V,E)
fhÆej;fhg

V = {1, 2, 3, 4} m E = {{1, 2}, {3, 4}, {1, 3}} �[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt·©^�Ü¡^Á i�Æ+fhgsd2Æ]Ä�r,g Ç ruguÄ]gsj=ola"r z Æ]Ä�x3�sr�o�cltuguÄ�tuÆed2Æ Ç Ã j=oqÆ]ÄYfhg zeÇ;z a"j|Æm z aeÄYa"r�c&ÄsolaeÄ {u, v} tuÆed2Æ0g z Ä]glk"d2gsj=o{Æ uv f�a"j;fhÆ Ã j;a0r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈahtscl}ej�k"r$�X��t$a0fhg zk"r$aXÎJÆ � ¶ Æej=x]clgsj¿gWÆ Å Ä]gsr�xea"r�w Ã g z a2r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈahtscl}ej�j|ÆSguÄ6j|gutuguÄ+a"rsc'a"d2gsj=oqg�¢hj=clt$a �iYÆerWgL²Jgsd Ç;z Æ z aY�3k Ã rXa	¬ � Ê r,gutuÆ$khg0fhÆ]Ä6r,g Ç ruguÄ]gsj=olahtsclÆej|guÄ6fhg z k"rXaXÎJÆ5a"j=oqgsrsclÆer �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð�·�^�Ü=^ñ¬ ÌUj : î ¦LM]ÑLK Ô Õ � ª guÄ Ã j Ç a"r (V,E)

ÎJÆersd�a�fhÆ Ç Æer Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{Æ�@j=cyo{Æ5fhg�x3�sr�o'cltuguÄ
V
m Ã j;a�Î�a"d�c z c'a��@j=cyoÈa E fhg0a"r�c&ÄsoÈaeÄ6j|Æ�Æersclgsj.oÈa�f�aeÄ

E = {e
i
}i∈IfhÆej;fhg

I
guÄ Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{Æ5�@j=cyo{Æ¨m ∀i ∈ I

Ä]gRx"gsr�c ��t$a�w Ã g ei = {ui, vi}
tuÆ*j

ui, vi ∈ V �



µ�µ/µ ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

1

3

2

ã�F&H"Þ.! A ÔN� × ä ð�?�CWÞ.#§ß,F(H"! A ¾L%

©�
+Ï :nT�¦«ª*·©^�Ü=^Á· ÌUj1d Ã z o�c§k"rXaXÎJÆ Ç Ã g$fhg-Ä]gsr Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ
({1, 2, 3}, {{1, 1}, {1, 2}, {1, 2}, {2, 3}}

m�Ä]g Ç Ã g$fhg6rug Ç r,guÄ]gsj=ola"r�t�Æed2Æ z a��3k Ã rXa	¬ � ° �
[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ðt·�^�Ü=^Á¹Cº }eoqguÄ]g)w Ã g ª gsj Ã j�d Ã z o'c§k"rXaXÎJÆ ª fhÆ]Ä�a"r�c&ÄsoÈaeÄ�f"c&Äso�cyj=olaeÄ Ç Ã g$fhgsjtuÆej|gutsola"r z Æ]Ä�d�c&Äsd2Æ]Ä�x3�sr�o'clt�guÄ ª guÄso{ÆWguÄ ª w Ã g E guÄ Ã j;a�Î�a"d�c z c'a�m�j|Æ Ã j�tuÆejJ² Ã j=o{Æ ªÇ Ã f"clgsj;fhÆ�o{gsj|gsr�g z gsd2gsj=oqÆ]Ä�rug Ç gso'c'fhÆ]Ä � º }eoqguÄ]g�ola"d Å c��sj1w Ã gWguÄsola"d2Æ�Ä Ç gsr�d�cyo'clgsj0PfhÆ5a"r�c&ÄsoÈaeÄ0fhg z o�c Ç Æ {u, u} fhgsj|Æed�cyj;a�f�aeÄ ¦'Õ�?zª;< Æ ì î Ò�¦ Ï < �
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx·©^�Ü=^ º Ì�j Ö3ÑLK Ô Õ � ª guÄ Ã j Ç a"r (V,E)

fhÆej;fhg
V

guÄ Ã j�tuÆejJ² Ã j=oqÆ�@j=cyoqÆ�m
E ⊂ (V × V )−∆ ª Äsclgsj;fhÆ ∆ = {(x, x) : x ∈ V } ��ï z Æ]ÄWg z gsd2gsj=o{Æ]Ä0fhg

V
Ä]g z guÄYfhgsj|Æed�cyj;a \;Û Ô M�Ñ�Ò Ï < m0a z Æ]ÄYfhg

E
Õ Ô Ñ'<�M]Õ=<I�$ÖUÑ Ô ÑLK;ÑLÖUÕ=< î ª Ô Ñ Ï Ð¿M]Õ=Ö�Õ=<f� �



W~õ(�"õ#HYö�çR��ôv¥0�;��é�H�ö�çR��ô�¥n�Ü¤£óUè�æUé�H�öYç���ô�¥ µ/µ ×

c

a

b

ã�F&H"Þ.! A ÔN� Õ ä

©�
+Ï :nT3¦�ªÑ·©^ Ü=^Á¼ �¸Ý�a ªlÅ�ª t�Þ ª Ý��{a ªlÅ « ª �{a ª t « ª � Å�ª t « ª �Xt ªlÅ « Þ « guÄ Ã j�f"c§k"rXaXÎJÆ�w Ã g Ç Æ+fhgsd2Æ]Ärug Ç r,guÄ]gsj=ola"r Ã o�c z cA7Ja4j¡fNÆ Ç Ã j=o{Æ]Ä Ç a"rXa2rug Ç r,guÄ]gsj=ola"r z Æ]Ä�x3�srso'cltuguÄ�m¡ßYgutuº7aeÄ Ç a"rXa�r,g�PÇ ruguÄ]gsj=ola"r z aeÄ�a"r�c&ÄsoÈaeÄ ª Ä]glk"¢hj z a5�3k Ã rXa�¬ � � � U Å Ä]gsr�xea"r�w Ã g z a a"r�c&ÄsoÈa (b, c)
guÄf"c&Äso�cyj=olaSfhg z aSa"r�c&Äsola

(c, b) �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð�·�^�Ü=^ÁÆ ÌUj : î ¦LM�ÑLÖ3ÑyK Ô Õ � ª guÄ Ã j Ç a"r (V,E)

ÎJÆer�d�a�fhÆ Ç Æer Ã j�tuÆej0P² Ã j=oqÆ��@j=cyoqÆ2fhg6x3�sr�o�cltuguÄ V m Ã j;a�Î�a"d�c z c'a��@j=cyoÈa E fhg�a"r�c&ÄsolaeÄ�Æer�clgsj=ola�f�a*Ä
E = {e

i
}i∈IfhÆej;fhg

I
guÄ Ã jntuÆejJ² Ã j=oqÆ��@j=cyoqÆEm ∀i ∈ I

Ä]g�x"gsr�c ��t$a2w Ã g ei ∈ V × V �
 O?£#(%PG$Þ I B�G$F(Q4% â B�#Yß7�+!XC5F(?.% K Ô Õ � ª G$B�B+C / #&B A !.�¥B+?¤G$B+?�ß,F(D.%nH4B�?.B+! A # â / A ! AD.B+G I !$F(V.F&!EH4! A ¾L%4G I %"? A !XF&GXß A G�D7F&!$F(H4F(D A GE%P?.%PD.F(!$F(H4F(D A G â I %4?¤%PG$F(?¬# A ��%4G á I %4?



µ�µ Õ ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

ã3F&H4Þ.! A ÔN�åÔ ä

%pG$F(? A !XF&GXß A G�C»°.#§ß,F / #(B�G+�Ù¨3%4!�%"ß,!X% # A D.% â B+#�ß7�+!XC5F(?.% K Ô Õ � ª Ðcª ÖUÑ Ô ÑLK;Ñ'Öiª G$BB�?~ß$B+?.D.B�!.� I %4C�%�G$F&?7Z4?.F(C5%5D.B�CWÞ.#§ß,F(H4! A ¾y% â A D.C�F(ß,F§B+?.D7% â / %"!�ß A ?�ß,% â # A B�Q4B�?~ß,Þ A #Bm²NF&GXß$B+? I F A D.B A !XF&G¯ß A G�C»°.#(ß$F / #(B�G á # A ��%4G+�¸®�B2F&H4Þ A #@C A ?.B�! A â B+#@ß.��!$C�F&?.% K Ô Õ � ªÖUÑ Ô ÑLK;Ñ'Öiª GXB�B�?~ß$B+?.D.B�!.� I %"C5%ECWÞ.#§ß,F(D.F§H4! A ¾L%7�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx·©^�Ü=^ Ü-È à©g�f"cltug�w Ã g�fhÆ]Ä2x3�srso'cltuguÄ u m

v
fhg Ã jpk"rXaXÎJÆRj|Æ¥f"cyr�c§k"c'fhÆ

G = (V,E)
Ä]Æej Õ=Ö��¿Õ.Ò Ï Ð;M Ï < Äsc {u, v} ∈ E � í j¥guÄ]g�t$aeÄ]Æ0Ä]g�f"cltug6w Ã g z a2a"r�c&Äsola

e = {u, v} Ò/ª;Ð Ï Ò"M]Õnz Æ]Ä6x3�sr�o'clt�guÄ u m v, w Ã g�guÄ Ñ'ÐUÒ~Ñ'Ö Ï Ð;M ÏPtuÆej z Æ]Ä6x3�sr�o�cltuguÄ u m
v,
m2w Ã g z Æ]Ä6x3�sr�o'clt�guÄ u m v Ä]Æej z Æ]ÄYÏ�9 M Ô�Ï :Ñª;< fhg z aSa"r�c&Äsola e.

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ðx·©^�Ü=^ ÜuÜ`í�z)K Ô Õ=Öiª fhg Ã j x3�sr�o'clt�g�gsj Ã j k"rXaXÎJÆ¨j|Æ f"cyr�c§k"c'fhÆ�guÄPg zj=¢hd2gsr,Ænfhg�a"rsc&ÄsolaeÄ�cyj|tsc'fhgsj=o{guÄRtuÆej#� z ª cyd Ç Æej=clgsj;fhÆ Ç Æer1tuÆej=x"gsj=clgsj|tsc'anw Ã g Ã jz ac7eÆ5gsj Ã j�x3�sr�o�cltug0tuÆej=o�r�c Å+Ã m~g�fhÆ]Ä-x"gutuguÄ6a z k"rXa�fhÆEfhg�guÄ]g-x3�srso'cltug � � gsj¿Æ*ola"r,gsd2Æ]Äg z k"r$a�fhÆ�fhg Ã j1x3�sr�o�cltug u Ç Æer gr(u) �
©�
+Ï :nT�¦«ª*·©^�Ü=^�ÜQÐ·¶ Æej7Äsc'f+�sr,gsj7Ä]g z Æ]Ä)k"rXaXÎJÆ]Ä�à£m d fhg z a��3k Ã r$a�¬ � ¬ � í jRg z k"rXaXÎJÆà�Ä]g�x"gsrsc ��t$a�w Ã g gr(a) = 3 = gr(c), gr(b) = 2 = gr(e)

m
gr(d) = 4.

í j¬g zk"rXaXÎJÆ d Ä]g6x"gsr�c ��t$a�w Ã g gr(f) = 3, gr(g) = 2
m
gr(h) = 5.

³hF�Þ.?�Q/�+!¯ß,F I B�ß,F&B�?.B�H4! A D7% I B+!X%5GXB�D.F I B ã Þ7B�B+G�Þ.? \;Û Ô M�Ñ'Ò Ï Õ=Ñ�<J¦LÕ=Öiª �



W~õ(�"õ#HYö�çR��ôv¥0�;��é�H�ö�çR��ô�¥n�Ü¤£óUè�æUé�H�öYç���ô�¥ µ/µ Ô
Ã�%4G�D.%4G�G$F&H"Þ.F&B�?~ß$B+G@ß,B�%4!XB+C A G�G$%4? I %4?7G$F&D7B+! A*I F(%4?.B+G ã Þ.B�!$B+# A"I F(%4? A ?�B+?�ß,!XB�G7æ¡B+#?�°.C�B+!X%�D7B A !XF&G¯ß A G á #&%4G�H"! A D.%"G�D.B6#&%"G�Q/�+!¯ß,F I B+G��

Ü Ï ª Ô�Ï :PÕÑ·©^�Ü=^ Ü� à©g$a
G = (V,E) Ã j�k"r$aXÎJÆEj|Æ5f"cyr�c§k"c'fhÆ � à|g�x"gsr�c ��t$a�w Ã g

∑

v∈V

gr(v) = 2 |E| .

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � Ã A D.B�C5%"GXß,! A"I F(Z4? B+G I %4?7G$B I Þ.B+? I F A D.B ã Þ.B IJA D A�A !XF&G¯ß A¨I %4?��ß,!$F(V.Þ á B�D7%4G)Q4B I B�G A # A GXÞ.C A D.B�#&%4G�H4! A D.%4G�D.B-#(%4G�Q/�+!¯ß,F I B�G á�A�ã Þ.B-Þ.? A�A !$F&G¯ß A B�GF&? I F&D.B�?~ß$B I %4?�Bh² A"I ß A C�B+?�ß,B�D7%4G�Q/�+!¯ß,F I B+GÅ¿ ã Þ.B / A ! A #&%4G�# A ��%4G�G$%4?�F&H"Þ A #(B+G|Â��
:¨ª Ô ª;¦'Õ Ô Ñ«ªÑ·©^�Ü¡^�Üz¬å¶ Ã a z w Ã clgsr-k"rXaXÎJÆ5j|ÆSf"cyr�c§k"c'fhÆ5o�clgsj|g Ã j�j=¢hd2gsruÆ Ç a"rWfhg�x3�sráPo�cltuguÄ0fhg�k"rXa�fhÆEcyd Ç a"r �
� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ³NB A ? V1

á
V2
#&%4G I %4?eÝXÞ7?~ß,%"G-D7B�Q/��!Xß$F I B�G-D.B�H4! A D.% / A !�B�F(C / A !!$B+G / B I ß,F(Q A C�B+?~ß$B�D.B�#�H"! A ¾L% G = (V,E).

 O?�B+G$B I+A G$%
2 |E| =

∑

v∈V

gr(v) =
∑

v∈V1

gr(v) +
∑

v∈V2

gr(v).

%�B ã Þ7F(Q A #&B+?�ß,B�C5B�?~ß,B
2 |E| −

∑

v∈V1

gr(v) =
∑

v∈V2

gr(v).

¨@Þ7B+GXß$% ã Þ7B / A ! A�IJA D A v ∈ V1
G$B0ß$F&B+?7B ã Þ.B

gr(v)
B�G�Þ.?�?�°.C�B+!X% / A ! á 2|E| B�G/ A !�B+?~ß$%4? I B+GY?.B I B+G A !$F A C5B�?~ß$B ∑

v∈V2

gr(v)
B�GYÞ.?�?�°7C5B�!$% / A !+�

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð�·�^�Ü=^�Ü�· à¡c
G = (V,E)

guÄ Ã j�k"rXaXÎJÆ2f"cyr�c§k"c'fhÆ ª m (u, v) ∈ E,
Ä]g0f"cltugw Ã g u guÄ�g zU\¿Û Ô M�Ñ'Ò Ï Ñ'Ð3Ñ'Ò�ÑyÕ=¦ fhg z ana"r�c&Äsola

(u, v)
mPw Ã g v guÄ�g zU\;Û Ô M�Ñ�Ò Ï Â°Ð�Õ=¦fhg2f"cltuº7aRa"rsc&Äsola ��ï Äscyd�c&Äsd2Æ ª f�a�fhÆ u ∈ V ª Ä]g2fhgsj|Æed�cyj;a K Ô Õ.Öcª Ö Ï Ï Ð;M Ô Õ=ÖUÕfhg

u
a z j=¢hd2gsr,Æ�fhg�a"rsc&ÄsolaeÄ�w Ã gSo�clgsj|gsj£a u tuÆed2ÆRx3�sr�o'cltug-�@j;a z �pï z k"rXa�fhÆ¥fhggsj=o�rXa�f�a5fNg

u
Ä]g z g�fhgsj|Æeola Ç Æer

gr+(u).
� g z d�c&Äsd2ÆWd2Æ+fhÆ ª Ä]g�fhgsj|Æed�cyj;a K Ô Õ=ÖcªÖ Ï <+Õ=¦'Ñ'ÖUÕ fhg

u
a z j=¢hd2gsr,Æ5fhg0a"rsc&ÄsolaeÄ0w Ã g6o�clgsj|gsj¥a u tuÆed2ÆEx3�sr�o�cltug6cyj=cltsc'a z �)ï zk"r$a�fhÆ5fhg-Ä+a z c'f�a�fhg

u
Ä]g z g0fhgsj|ÆeoÈa Ç Æer

gr−(u).

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ðt·©^�Ü¡^�Ü�¹ ÌUj z ac7eÆEgsj Ã j�x3�srso'cltug u Ä Ã d�a Ã j|ÆWa z k"rXa�fhÆWfhg6gsj=o'rXa~f�am Ã j|Æ2a z k"rXa�fhÆ5fhg-Ä+a z c'f�a �



µ�µ�ê ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

ã3F&H4Þ.! A ÔN� ê ä

©�
+Ï :nT�¦«ª*·©^�Ü=^�Ü9ºÉí j¨g z k"rXaXÎJÆaà�fhg z a��3k Ã rXaÌ¬ � E ª Ä]g0x"gsr�c ��t$aSw Ã g gr+(a) = 3 ª
gr−(a) = 0 ª gr+(c) = 1 ª gr−(c) = 2 ª gr−(d) = gr+(d) = 2 ª gr−(b) =
gr+(b) = 1 ª gr+(e) = 0, gr−(e) = 2 � i�Æer5Æeo�rXa Ç a"r�oqg ª gsj�g z k"rXaXÎJÆ d o{gsj|gsd2Æ]Äw Ã g gr−(f) = 1 ª gr+(f) = 2 ª gr+(g) = 2 ª gr−(g) = 0, gr−(h) = 2, gr+(h) =
3.

Ü Ï ª ÔeÏ :nÕÛ·©^ Ü=^�Ü�¼�í j�t Ã a z w Ã clgsrSk"rXaXÎJÆ¬tuÆej a"r�c&ÄsoÈaeÄ¥f"cyr�c§k"c'f�aeÄ
G = (V,E)

Ä]gx"gsr�c ��t$a�w Ã g
|E| =

∑

v∈V

gr+(v) =
∑

v∈V

gr−(v).

� gsd�Æ]Äso'rXahtscl}ej �  @G I %"?.G$B I Þ.B�? I F A D7B+#�à.B I à.%�D.B ã Þ.B I Þ A # ã Þ7F&B+! A !$F(GXß A D.F(!$F&H"F(D Aß$F&B�?.B6Þ.?�Q/��!Xß,F I B6F(?.F I F A # á Þ.?�Q/�+!¯ß,F I B��=? A #��

ZÊ�.� �Y§H¦�� ¦Ó£ãâÚ§�� ¦ ¼Í¢äMÓ£°�6ú:¦Å§
³hÞ / %4?.H A C5%4G ã Þ.B6ß$%4C A C5%"G�#(%4G�H4! A ¾L%4G�G$F(C / #&B+G

G = ({1, 2}, {{1, 2}})



W~õ��Nõ�é�¥©ô�¤¨ô�ö¡��é�¥ ¤¨ô �#��H�öYç���ô�¥ µ/µ Ý
á

G′ = ({a, b}, {{a, b}}).³NB+H/°7?p# A D.B��.?.F I F&Z4?PD.B2H4! A ¾L%
G
á
G′

GX%4?¨H4! A ¾L%4G0D7F&GXß$F&?�ß,%4G / Þ.B�GWGXÞ.G I %4?eÝXÞ.?�ß,%D.B�Q/�+!Xß$F I B+Gí¿ áPA !XF&GXß A G|Â-G$%4?nD.F&G¯ß,F(?~ß,%"G+�	¨3B+!$% / A !$B I B2B�GXß,%"G�D.%4G0H4! A ¾L%4G�G$%"?¨CWÞ áG$F&C�F(# A !$B+G â / Þ7B+G0GXÞn? A ß,Þ.! A #&B�� A�I %4CWV.F&? A ß,%4!XF A B+G�# A C�F&GXC A â A G A V;B�! â B�GXß|�"?é¾L%4!=�C A D7%4G / %4!0D.%4G0Q/��!Xß$F I B�GWD.F(GXß$F&?�ß,%4G ã Þ.B�GX%4? A D á�A"I B+?�ß,B+G�� ë CWV;%4G A D.C�F(ß$B+?PÞ.? A!$B / !$B+GXB+?�ß A"I F&Z4?SF&H4Þ A # / %4!�D7%4G / Þ.?�ß,%4G�B+?SB+# / # A ?7%WÞ.?.F(D.%4G / %4!)Þ.?SG$B�H4C5B�?~ß$%.�@ O?B+GXß$B�G$B�?~ß$F&D.%WD.F&!XB+C�%4G ã Þ.B-#&%4G�H4! A ¾L%"G
G
á
G′
G$%4?1c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Äs�[� AJá Þ.? IJA CWV.F&%�D.B?.%4CWV.!$B�D.BW#(%4G�Q/�+!¯ß,F I B+G-D.B

G â / %4!-BqÝXB+C / #(%�#&# A C A ! a A #3Q/��!$F I B ê á b A #3Q/��!Xß$F I Bµ â D7BWC A ?.B+! A2ã Þ.BWB+#3H4! A ¾L% G G$B I %4?~QhF(B+!¯ß,BWB�?1B+#3H4! A ¾L%
G′

ß,! A G�B+GXß$B IJA CWV.F(%2D.B?.%4CWV.!$B�G+� ë B�GXß$B IJA CWV.F&%YD.B)?.%4CWV.!XB+G3#&%�D.B�?.%4C�F&? A !$B+C�%4G@c&Ä]Æed�Æery�°Äsd2Æ-fhg@k"rXaXÎJÆ]Äá G$B6D.B��=?7B I %4? / !XB I F(G$F(Z4?�C±�*G A V A ÝX%.� O?nå-Þ9æ(C5F I+A â / %4!�BqÝXB+C / #&% â #&%"G�H"! A ¾L%4G�G$B6B�C / #&B A ? / A ! A !$B / !$B+GXB+?�ß A ! á C5%hD=æB+#&Fèç A ! I %4C / Þ.B�GXß,%"G ã Þ9æ&C�F I %4G+�[®�%4G I %4C / Þ7B+GXß$%4G�D7FÁ¾LB+!XB+?�ß,B+G / Þ.B�D.B+?Sß,B+?7B+!�# A C�F&G�æC A-I %4C / %4G$F I F(Z4? / B+!X%�D.FÁ¾LB�!$F&!�B+?�G$Þ5B�GXß,!XÞ I ß$Þ.! A �@ O?5B�G$B IJA G$%�D.F I à.%4G I %4C / Þ.B�GXß$%4GG$B�C�%hD.B+#(F½ç A !êé*? / %"!�H4! A ¾L%"G ã Þ.B�?.%�G$B / Þ.B�D.B+?�Bm² / !$B+G A !�D.B6# A C�F&G$C A ¾L%4!XC A â B�?B+#|GXB+?�ß,F&D7%�D.B�# / é"!X! A ¾L% A ?~ß$B+!XF&%4!���Ã�%4G)H4! A ¾L%"G ã Þ.B�!XB / !XB+G$B�?~ß A ? I %4C / Þ.B�GXß,%"G I %4?.%�æI F&D7%4G / Þ.B+D7B+?pÞNß,F&#(Fèç A !$G$B â / %4!0BqÝXB+C / #(% â / A ! A D.Bsß,B�!$C�F&? A !6G$F�Þ7?¨GXÞ / Þ.B�GXß A C5B�?~ß$B?hÞ.BsQ4% I %4C / Þ7B+GXß$% ã Þ9æ(C�F I %Wà A G$F(D.%EB+G¯ß,Þ.D.F A D.% A ?~ß$B+G+� O?PB+GXß$%4G�ß8ë+!$C�F&?7%4G â D7F&!$B�C5%"G ã Þ.B5D7%4G�H4! A ¾L%4G6G$F(C / #&B+G ã Þ.B�ß$F&B�?.B+?P# A C�F&GXC AB+GXß$!$Þ I ß,Þ.! A G$F�GX%4?�F(G$%"C5%4!�¾L%4G â A ß,B�?.F½ë�?.D.%4?7%4G A # A GXF&H4Þ7F&B+?�ß,B�D7BÛì=?.F I F(Z4? ä
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð�·�^ÁÐ©^�Ü à©gnf"cltugPw Ã gnfhÆ]Ä�k"r$aXÎJÆ]Ä�Äscyd Ç;z guÄ G1 = (V1, E1)

m
G2 =

(V2, E2)
Ä]Æej Ñ'<�ª;:Ñª Ô_� ª;< Äsc�gXb4c&Äsoqg Ã j;a�Î Ã j|tscl}ej Å cym~gutso'cyxea f : V1 → V2

ola z w Ã g
∀u, v ∈ V1

{u, v} ∈ E1 ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E2.� g z a�Î Ã j|tscl}ej f w Ã g�Ä+a"o�c&ÄLÎ�ahtugYf"cltuº7a�tuÆej;f"cltscl}ejEÄ]gYf"cltugYw Ã g-guÄ Ã j Ñ'<�ª;:Ñª Ô Â�<J:ÑªÖ Ï K Ô Õ � ª;< gsj=o'rug z Æ]Ä�k"rXaXÎJÆ]Ä
G1

m
G2 �

 O? %"ß,! A G / A # A V.! A G â D.%4G�H"! A ¾L%4G�G$F(C / #(B+G�GX%4? F(G$%4C�%4!2¾L%"G�GXF)ß$F&B+?7B+?pB+#�C�F&GXC5%?�°.C�B+!X%nD.B�Qrë+!¯ß,F I B+G á Bm²7F(GXß$B�Þ.? A ¾LÞ.? I F&Z"?¤V.F á B I ß,F(Q A B+?�ß,!XB�#&%"G5D7%4G I %4?eÝXÞ7?~ß,%"GD.B�Qrë+!¯ß,F I B+G ã Þ.B / !XB+GXB+!XQ A # A G A D á�A"I B+? I F A G��Ïí A ß$Þ.! A #&C�B+?~ß$B�B+G¯ß A D.BÛì.?.F I F&Z4?¤GXB
/ Þ.B+D7BEBm²hß,B+?7D.B+! A CWÞ.#(ß$F(H4! A ¾L%"G á CWÞ.#(ß$F(D.F(H"! A ¾L%4GYß$B+?.F(B+?.D7%�B�? I Þ.B+?�ß A B�#�?�°.C�B+!X%D.B A !$F&G¯ß A GUB�?~ß$!$B IJA D A / A !3D.B�Qrë�!Xß,F I B�G á â B+?�G$Þ IJA GX% â # A %4!$F(B+?~ß A"I F&Z4?�D.B�# A G A !$F(GXß A G+�
î�
+Ï :nT3¦@ïÑ·©^çÐ©^ÁÐ�_ Æ]Ä�fhÆ]ÄEk"rXaXÎJÆ]Ä�fhg z a��3k Ã r$a±¬ �Kð Ä]Æej¬c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä � i�a"rXa¥x"gsr z ÆÅ aeÄsoÈa�tuÆed Ç ruÆ Å a"r�w Ã g z a3Î Ã j|tscl}ej f : {a, b, c, d} → {u, v, w, p} ª ola z w Ã g f(a) = u,
f(b) = v, f(c) = w, f(d) = p

guÄ Ã j1c&Ä]Æed2ÆerL�°Äsd2ÆEfhg�k"rXaXÎJÆ]Ä �



µ�µ 1 ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

ã3F&H4Þ.! A ÔN�åÝ ä

[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ðt·�^ÁÐ©^èñVU Å Äc�srsx"guÄ]g�w Ã g�gsj�g z gL²Jgsd Ç;z Æ6a"j=oqgsr�clÆer�g z tsr Ã tug�fhg z aeÄYfhÆ]Äa"r�c&ÄsolaeÄ�fhg z k"rXaXÎJÆ5fhg z a�fhgsr,gutuº7a Ðjï guÄ Ã j1x3�srso'cltug �
ë C5B�?hÞ.D7%�B+G0D.F�¾«æ I F(#°D.Bsß,B�!$C�F&? A !�G$F@D.%4G�H4! A ¾L%4G6G$F(C / #(B+G�G$%4?PF&G$%"C5%"!2¾L%4G��ò�Bà7B I à.% â I %4C�%�QNF(C�%4G�B�?�B�# IJA / æ(ß,Þ7#&% A ?�ß,B�!$F&%"! â à A]á n! A / #&F IJA"I F&%"?.B+G�V.F á B I ß$F(Q A GUB+?�ß,!$B#(%4G I %4?eÝXÞ.?�ß,%4GYD.B6Qrë�!Xß,F I B�G�D.B�D.%"GYH4! A ¾L%"G I %4?

n
Qrë+!Xß$F I B+G â / %4!�#&% ã Þ.B I %4C / !$%4V A !Þ7? A / %4!�Þ.? A G$F�D.F I à A G�V.F á B I+I F&%4?.B�G / !XB+GXB+!XQ A ?¬# A1A D á�A*I B�? I F A GE?.%¥B�GEÞ.? V.Þ.B�?C(ë�ß$%hD.% â GX%4V.!XB6ß$%hD.%�GXF n B+G�Þ.?�?+ó.C�B+!X%�H4! A ?.D.B*�ò�B+V;B�C5%"G�B�?~ß$%4? I B�G�B+? I %4?~ß$! A ! I !XF(ß,B�!$F(%4G / A ! A D.B�ß$B+!XC5F(? A !�GXFUD.%4GYH4! A ¾L%4GYGXF&C�æ

/ #&B+G�G$%"?2F&GX%4C5%"!2¾L%4GO%0?.%0#&%�G$%"? ã Þ7B�?.% / !XB I F&G$B�?�Þ.? A0I %"C / !$%4V A*I F&Z"?�B�ôNà A Þ7GXß,F§Q A � OG¯ß,%4G I !$F§ß,B+!XF&%4G@G$B A / % á�A ?2B+?2B+#;à.B I à7%WD.B ã Þ.B�à AJá�I F(B+!¯ß A G / !$% / F&B+D A D.B�G â D.B�?.%4C�æF(? A D A G Ñ�Ð;\.Õ Ô ÑLÕ=Ð;M Ï < / %4!-F&G$%"C5%"!tì=G$C�% â ã Þ.B â G$F�Þ.?¥H4! A ¾L%S# A G�Q4B�!$FAì IJA â I Þ A # ã Þ.F(B+!%*ß,!$%EH"! A ¾L%EF(G$%4C�%4!�¾L% A ë+#�# A G�D.B�V;B6ß A CWV7F½ë+?�Q4B+!XFèì I+A !+�©¨3%4!�BqÝXB+C / #&% ä¿'F ÂWD.%4G�H4! A ¾L%4GEF&GX%4C5%"!2¾L%4G�D.B�V;B+?¬ß,B+?7B+!5B�#YC�F(G$C�%¥?+ó7C5B�!$%PD.B�Qrë+!¯ß,F I B+G á B�#C�F&GXC5%W?kó.C5B�!$%ED.B A !$F(GXß A G
¿'F(F Â

f : V1 → V2
B+GXß A V.#(B I B-Þ.?SF(G$%4C�%4!tì.G$C�%0B+?�ß,!XB-#&%"G)H"! A ¾L%4G

G1 = (V1, E1)
á

G2 = (V2, E2),
ß,F(B+?.B ã Þ.B6Q4B+!XFèì I+A !$GXB ã Þ.B ∀u ∈ V1 gr(u) = gr(f(u)). OGXß,B1ß,F / %pD.B¥!$B�G$Þ.#§ß A D7%4G�GXF&!XQ4B / A ! ApI %4C / !$%4V A ! I %4? I F(B+!Xß A ¾ A"I F&#&F§D A D ã Þ7BA #&H4Þ.?7%4G�H4! A ¾L%4G�?.%EG$%4?�F&GX%4C5%"!2¾L%4G��

î�
+Ï :nT�¦gï*·©^ÁÐ©^Xõ±_ Æ]Ä�fhÆ]Ä3k"r$aXÎJÆ]Ä�fhg z a3�3k Ã rXab¬ �¯ö j|Æ�Ä]Æej�c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä Ç Ã guÄ ª a Ã j;w Ã g



W~õ �~õ�ç-è�H5óU�Wô�¥¿H�ö�çR��ô�¥ µ/µ3÷

ã�F&H"Þ.! A ÔN�ø1 ä

a"d Å Æ�Ä�o'clgsj|gsjSg z d�c&Äsd2Æ�j=¢Nd2gsr,Æ�fhg)x3�srso'cltuguÄ)m�fhg�a"r�c&ÄsoÈaeÄ ª gsjSg z]Ç rscyd2gsr,Æ gr(a) =
4,
d�clgsj=o�rXaeÄ0w Ã g�gsjPg z Ä]glk Ã j;fhÆEj|ÆWº7a"m�j=cyjhk"¢NjRx3�sr�o'clt�gWt Ã m~Æ�k"rXa�fhÆWÄ]g$a�� �

î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï"Ü-ÈM¼ví Äso Ã f"c'a"rEÄsc z Æ]ÄWk"rXaXÎJÆ]Ä2fhg z a��3k Ã r$am¬ � i Ä]Æej c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä �a  fhgsdÇ a"r$a z aY�3k Ã rXa]¬ � � 9
ò�B A à7%4! A B+? A D7B+# A ?~ß$B Ñ�Ö Ï Ð¿M�ÑyÂ°Ò4Õ ÔeÏ :±ï¿<¬¦gï;<¬K Ô Õ � ï;< Ñ'<Âï;:hï Ôf� ï¿< �  OGXß$%ã Þ7F&B+!XBWD.B I F(! ã Þ.BW?.%�D.F&G¯ß,F(?.H4Þ.F(!$B�C�%4GYB+?~ß$!$BWB�#�H4! A ¾L%

G
á #(%4G�H"! A ¾L%4G�F&G$%"C5%4!�¾L%4G A

ë+#l�
Z(ù¯
 úPÎ�M¨Ì��	û\ü}Úþý���úfû\ü
� A C�%4G A B+GXß A V.#(B I B�!�Þ.? A ?.%4C�B+? I # A ß,Þ.! A B+G / B I F A # / A ! ASA #&H4Þ7?.%4G�H4! Afÿ %4G / A !Xß$F I Þ+æ# A !XC5B�?~ß$B�F(?~ß$B+!XB+G A ?~ß,B�G+� 	 B I %"!$D A C5%4G�B�#Tó.#§ß,F&CE% / é"!$! A�ÿ %�D7B�# A G$B I�I F(Z4? A ?~ß$B+!$F(%4! äF&D.B�?~ß,FAì I+A C5%"G�#&%4G�H"! A�ÿ %4G�F(G$%4C�%4! ÿ %4G+�
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^èñ©^�Ü à©g�fhgsj|Æed�cyj;a K Ô Õ � ï¥Òrï;:nT3¦ Ï Mcï fhg

n
x3�srso'cltuguÄ-a z k"rXaXÎJÆ�Äscyd�PÇ;z g

Kn = (Nn, {{i, j} : 1 ≤ i < j ≤ n}) � í Äso{ÆRÄsc§k"j=c ��t$aPw Ã gRt$a�f�a Ç a"r�fhgx3�srso'cltuguÄ0f"c&Äso�cyj=oqÆ]Ä-Ä]Æej¥a�f"m4ahtugsj=oqguÄ��Èx"gsrO�3k Ã rXa	¬ � ����« �



� ×�� ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

ã3F&H4Þ.! A ÔN� ÷ ä

ã�F&H4Þ7! A ÔN� ê � ä



W~õ �~õ�ç-è�H5óU�Wô�¥¿H�ö�çR��ô�¥ � × ê

ã�F(H4Þ.! A Ôh� ê"ê ä

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^èñ©^ÁÐ�í)z©Ò�Ñ'Ò�¦gï fhg
n
x3�sr�o'cltuguÄ

Cn

�
n ≥ 3

« guÄ5g z k"r$aXÎJÆ5Äscyd Ç;z gEw Ã go�clgsj|g�tuÆed2Æ¥tuÆejJ² Ã j=oqÆ1fhg5x3�sr�o'clt�guÄ V = Nn,
mPtuÆed2Æ1tuÆejJ² Ã j=oqÆRfhg�a"rsc&ÄsolaeÄ E =

{{1, 2}, {2, 3}, . . . , {n− 1, n}}, {n, 1}} � � ` gsrO�3k Ã rXa	¬ � � Ê � «

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^èñ©^èñ�_ a2Ôeî�Ï ÖUÕ
Wn

Ä]gSÆ Å o'clgsj|g5a"¸;a�f"clgsj;fhÆ Ã jpx3�sr�o�cltug2a�f"cltsclÆej;a za z tsclt z Æ
Cn

m z aeÄ
n
a"r�c&ÄsolaeÄ0w Ã gWtuÆej|gutsoÈa"j1f"cltuº=Æ�x3�sr�o�cltug�a�f"cltsclÆej;a z tuÆej�o{Æ+fhÆ]Ä z Æ]Äfhg

Cn.
i�Æ+fhgsd2Æ]ÄWguÄ]tsr�c Å cyr z Æ5aeÄhá'×

Mn = (Nn ∪ {o}, {{1, 2}, {2, 3}, . . . , {n− 1, n}, {1, o}, . . . , {n, o}}).
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï"Ü����v� c Å+Ã ²�a"r z aeÄ�r Ã g$f�aeÄ W3,W4,W5

m
W6.

� U Å Äc�sr�x"guÄ]g�w Ã g z a6r Ã g$f�a
Wn

o�clgsj¿g
n+ 1

x3�sr�o�cltuguÄ « �
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^èñ©^Xõ±í)z�Ð��uÒ î ì�ï

Qn = (V,E)
Äscyrsx"g Ç a"r$a�rug Ç r,guÄ]gsj=ola"r z aeÄRÄ]g�Pt Ã gsj|tsc'aeÄSfNg n g z gsd2gsj=o{Æ]ÄSfhg z tuÆejJ² Ã j=oqÆ A = {0, 1} �XguÄ�fhgutscyr ª z aeÄ5Ä]gut Ã gsj|tsc'aeÄfhg

n Å cyoLÄ « � ï Ähá V = An fhgSd2Æ+fhÆ¥w Ã g Qn
o�clgsj|g

2n x3�sr�o�cltuguÄ1� Ã j|Æ Ç Æer�t$a�f�aÄ]gut Ã gsj|tsc'apfhg n Å cyoLÄ « � _ aeÄRa"r�c&ÄsoÈaeÄSÄ]gRfhgL�@j|gsj¤Ä]glk"¢hj z aPÄ�c§k Ã clgsj=oqg¥tuÆej;f"cltscl}ej;×
{(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)} ∈ E

Äsc)m2Ä]Æ z a"d2gsj=o{g�Äsc
Σn

i=1|ai − bi| = 1 � í ÄsoqÆ�guÄ ªº7a"m Ã j;a�a"r�c&Äsola�gsj=o'r,gEt$a�f�a Ç a"r�fhg�x3�sr�o�cltuguÄ�w Ã g6Ä+a"o'c&ÄLÎ�a]k�a"j z a�tuÆej;f"cltscl}ej¥fhg�w Ã gÄ Ã Ä]gut Ã gsj|tsc'a�fhg Å cyoLÄ0aeÄ]Æ]tsc'a�f�a2f"c ��gsrug�gsj Ã j1¢hj=cltuÆ Å cyo�� ` gsr@�3k Ã rXa	¬ � � ° « �



� × � ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥

ã�F&H4Þ7! A
	 � ê�� ä

ã�F&H4Þ7! A
	 � ê × ä



W~õ �~õ�ç-è�H5óU�Wô�¥¿H�ö�çR��ô�¥ � ×/×

ã�F(H4Þ.! A
	 � ê� ä

î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï"ÜuÜ���� c Å+Ã ²�a"r�g z t Ã.Å Æ Q3.
ë #(H4Þ.? A G�Q4B I B�G�Þ.?�H4! Afÿ %�ß,F(B+?.B@# A / !X% / F(B+D A D6D.B ã Þ.B�GXÞ I %4?�ÝXÞ.?~ß$%�D.BOQrë+!¯ß,F I B+GUGXB/ Þ.B+D7B�D7F(QhF&D.F(!)B�?�D.%4G�G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"GYD.F(GLÝXÞ.?�ß,%4G�D7B6C A ?.B�! AWã Þ.B�ß,%hD A G�# A G A !XF&G¯ß A GG A ß$F&G ÿ'A*I B+?5# A6I %4?.D.F I F(Z4?�D.B I %4?7B I ß A !�Þ.?5Qrë�!Xß$F I BYD.BYÞ.?.%0D.BY#(%4G@D.%4G�G$Þ7V I %4?eÝXÞ7?~ß,%"GI %4?PÞ7?�Qrë+!¯ß,F I B�D.B�#@%"ß,!X%.�-¨3%"!�BqÝXB+C / #&% â I %"?.G$F(D.B+!XB+C�%4G�B�#@H4! A�ÿ % ã Þ7B5!XB / !XB+G$B�?~ß A#&%4G6C A ß$!$F&CE%4?7F(%4G�D7B5Þ7? A D.B�ß$B+!XC5F(? A D A�I F&Þ7D A D©����%"G6Qrë+!¯ß,F I B+G0GX%4?P# A G / B�!$GX%4? A GIJA G A D A G�D.BEB+G A�I F&Þ7D A D â á G$B�B+G¯ß A V7#&B I B�Þ.? A�A !$F(GXß A B�?~ß$!$B�#(%4G6D7%4G�C�F&B�CWV.!$%"G�D.BIJA D A C A ß$!$F(C�%"?.F(%7�O O#�H4! A�ÿ % A G7æ�%4VNß,B+?7F&D.%�ß,F(B+?7B6# A / !X% / F&B�D A D�D.B+G I !XF(ß A �

Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^èñ©^�� à©g�f"cltug�w Ã g Ã jWk"r$aXÎJÆYÄscyd Ç;z g G = (V,E)
guÄ ì3ÑLT3Õ Ô M�Ñ'Öjï Äsc¡Ä ÃtuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhg�x3�srso'cltuguÄ V Ä]g Ç Ã g$fhg�gXb Ç r,guÄ+a"r0tuÆed2Æ z a Ã j=cl}ej1fhg�fhÆ]Ä�Ä Ã.Å tuÆejJ² Ã j=oqÆ�Äj|Æ�xeahthálÆ]ÄWf"c&ÄL² Ã j=oqÆ]Ä V1 m V2 fhgWd�a"j|gsrXa�w Ã g5t$a�f�a�a"r�c&ÄsoÈa�fhg z k"r$aXÎJÆ�tuÆej|gutsola Ã jx3�srso'cltugYfhg

V1
tuÆej Ã j�x3�sr�o'cltugYfhg V2. í j�Æeo'rXaeÄ Ç a z a Å r$aeÄ ª j|Æ�gXb4c&Äsoqg�j=cyjhk Ã j;a0a"rsc&Äsolagsj=o�r,g2fhÆ]Ä�x3�sr�o�cltuguÄ5fhg

V1
j=c�gsj=o'rug2fhÆ]Ä�x3�sr�o'cltuguÄ2fhg

V2 ª guÄso{Æ1guÄ+×�Äsc {u, v} ∈ Egsj=o{Æej|tuguÄ |{u, v} ∩ Vi| = 1 ª i = 1, 2 � � ` gsr Ã jngL²Jgsd Ç;z Æ2gsj z aY�3k Ã r$a]¬ � � � � «
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï�������� Æed Ç r,Æ Å a"r6w Ã g K3

j|Æ�guÄ Å c Ç a"r�o�c'fhÆ ª m�w Ã g C6 guÄ Å c Ç a"rso'c'fhÆ �
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ã�F&H4Þ7! A
	 � ê 	Nä

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^èñ©^���í�z k"r$aXÎJÆ ì�ÑLT3Õ Ô M]Ñ�Öjï�Òrï;:nT�¦ Ï Mcï
Km,n

guÄ�g z k"rXaXÎJÆ�fhg
m+ nx3�sr�o'cltuguÄ ª t Ã m~Æ1tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhgEx3�sr�o�cltuguÄWÄ]g Ç Ã g$fNg�gXb Ç r,guÄ+a"r2tuÆed2Æ z a Ã j=cl}ej fhg2fhÆ]ÄÄ Ã7Å tuÆejJ² Ã j=o{Æ]Ä2f"c&ÄL² Ã j=oqÆ]Ä V1 fhg m x3�sr�o�cltuguÄ�m

V2
fhg

n
x3�sr�o'clt�guÄ ª fhg5d�a"j|gsrXa1w Ã gt$a�f�a¥x3�sr�o'cltug�fhg

V1
guÄsol�ptuÆej|gutsoÈa�fhÆ�tuÆej¬o{Æ+fhÆ]Ä z Æ]ÄSx3�sr�o'cltuguÄ�fhg

V2.
� ` gsr-�3k Ã rXa¬ � � ¬ � «

î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï�������� c Å+Ã ²�a"r z Æ]Ä�k"r$aXÎJÆ]Ä Å c Ç a"r�o�c'fhÆ]Ä-tuÆed Ç;z gsoqÆ]Ä K2,5

m
K3,4.

� gsoqgsr�d�c�Pj;a"r�g z j=¢hd2gsruÆ5fhg0a"r�c&ÄsoÈaeÄ0fhg z k"rXa$ÎJÆ
Km,n.

î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï����+ñ ` gsr�c ��t$a4r0Äsc�a z k Ã j|Æ�fhg z Æ]Ä0k"rXaXÎJÆ]Ä�fhg z a�Äsc§k Ã clgsj=o{g z c&ÄsoÈa1guÄEc&Ä]ÆfPd2ÆeryÎJÆ5a�a z k Ã j|Æ5fhg z Æ]Ä�r,guÄsola"j=o{guÄ+× K4, W3

m
K1,3.

î�
+Ï :nT�¦gï �©^èñ©^"! ÌUj;a�rug$f2fhg��"r,g$a z Æ]t$a z~Ç gsr�d�cyo{g�tuÆej|gutsola"r0ÆerXfNgsj¡a~fhÆer,guÄ�gsj=o�r,g�Ä$#m�tuÆej5f"c ÎJgsr,gsj=o{guÄ Ç gsrsc Î��sr�cltuÆ]Ä ª tuÆed2ÆYcyd Ç ruguÄ]ÆerXaeÄ ª Ä]t$a"j=j|gsr,Ä ª gsoqt ��ï z k Ã j;aeÄ�fhg�guÄsola*Är,g$fhguÄ�guÄsoÈ�"j1f"c&Ä]gs¸;a�f�aeÄ0tuÆej7Äsc'fhgsrXa4j¡fNÆ Ã j;a5o{Æ Ç Æ z Æ$k�#'aEo�c Ç Æ�guÄso'r,g zyz a ª t$a"rXahtso{gsr�cA7]a�f�aÇ Æer�g z º=gutuº=Æ�fhg2w Ã g�oqÆJfhÆ]Ä z Æ]Ä5f"c&Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ]Ä2guÄsoÈ�"j¬tuÆej|gutsoÈa�fhÆ]Ä�a Ã j�f"c&Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æfhg6t�Æej=o'r,Æ z tugsj=o'r$a z � í j Ã j;a�rug$f�fhg6guÄso{g�o'c Ç Æ ª z Æ]Ä�d2gsj7Ä+aX²JguÄ�w Ã gYÄ]g�gsj=x%#'a"j�fhg Ã jf"c&Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ�a�Æeo'ruÆ Ç aeÄ+a"j�Äsclgsd Ç rug Ç Æer-g z f"c&Ä Ç Æ]Äscyo�cyx"Æ�fhg-tuÆej=o�r,Æ z tugsj=o�rXa z � Ì�j;a�r,g,ffhg��4r,g$a z Æ]t,a z fhg�guÄsoqgEo�c Ç Æ�Ä]g Ç Ã g$fhgEr,g Ç r,guÄ]gsj=oÈa"r Ã o�c z cA7]a"j;fhÆ Ã j¥k"rXaXÎJÆRtuÆed Ç;z gsoqÆ
K1,n � U o'r$aeÄ2r,g$fhguÄSfhgS�"rug$a z Æ]t$a z guÄsol�"j Å aeÄ+a�f�aeÄ�gsj Ã j;a¥oqÆ Ç Æ z Æ$k�#'aRo�c Ç Æ1a"j=c zyz Æ ª
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ã�F(H4Þ.! A
	 � êWê ä

gsj z a¬w Ã gnt$a�f�a¬f"c&Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ�guÄsoÈ�£tuÆej|g�tsola�fhÆn¢hj=clt$a4d2gsj=oqgPtuÆejvÆeo'r,Æ]Ä�fhÆ]ÄRm z Æ]Äd2gsj7Ä+aX²JguÄ�Ä]gEgsj=x%#'a"jPfhg Ã jnf"c&Ä Ç Æ]Äscyo'cyx"Æ2a�Æeo'r,ÆSa z r,g$fhg$fhÆer�fhg z tsclt z Æ ª º7aeÄsola�w Ã gEg zd2gsj7Ä+aX²JgEgsj¨t Ã guÄso'cl}ej zyz glk�a�a2Ä Ã r,g�tug Ç oqÆer � _ aeÄ�r,g$fhguÄWfhg��"r,g$a z Æ�t$a z fhgEguÄso{g�o'c Ç ÆÄ]g�d2Æ+fhg z cA7]a"j Ã o�c z cA7]a"j;fhÆ z Æ]Ä n P$tsclt z Æ]Ä Cn � U o'rXa*Ä0r,g$fhguÄ�fhgW�"r,g$a z Æ�t$a z Ä]ÆejPfhg Ã jo�c Ç Æ�º�# Å rsc'fhÆ�fhg z a*Ä�fhÆ]Ä5oqÆ Ç Æ z Æ,k�#'aeÄ2a"j=oqgsr�clÆeruguÄ ��Í a z Ä]gsr&#'aPg z t$aeÄ]ÆRfhg z aeÄ5rug$fhguÄw Ã g�d2Æ+fhg z cA7]a"r&#'a"d2ÆJÄ Ã o�c z cA7]a"j;fhÆSg z k"rXaXÎJÆ Wn.

ë ? A #&F I B�C5%4G A #&H"Þ.?.%4G5D A ß,%"G�G$%"V.!$B IJA D A Þ.?7%pD.BRB+G¯ß,%4G�H4! A�ÿ %"G+��ð�G A C5%"G�# A?.%"ß A*I F(Z4?
G = (V,E)

�'��%4G I Z4C / Þ7ß$%4G�G$BPV A G A ? B�? # A G�D.B�ì=?.F I F&%"?.B+G�D.BP#&%"GD.F&G¯ß,F&?�ß,%4G�H4! Afÿ %4G á B+?`B�#�ß$B+%4!XB+C A�	 � ê � ê%� �(� A Q"B+! A*I F&D A D D.B�# A G ÿ Z4!XC�Þ7# A G�GXBD.B+CWÞ.B�GXß,! A / %4!�F(?.D.Þ I�I F(%4? ä



���/ê ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥
) Ô Õ � ï |V | |E| gr(v)

Kn n n(n−1)
2

n− 1
Cn n n 2
Wn n+ 1 2n gr(i) = 3, (1 ≤ i ≤ n)

gr(o) = n
Qn 2n n2n−1 n
Kn,m m+ n mṅ gr(i) = m, (i ∈ V1)

gr(j) = n, (j ∈ V2)

Z¼ù�J §Cû��Ìü+*�ý-,/.0.01�¾0� ¼32 MDý���úfû\ü
 O?�B�GXß A GXB I�I F(Z4? / !$B�G$B+?�ß A C5%4G A #&H4Þ7? A G)% / B+! A"I F(%4?.B�G�V0é*G$F I+A G I %4?SH4! A�ÿ %"G â B�GXß,%�B+G âC A ?.B�! A G�D.B I %"?.GXß$!$Þ.F(!�H4! A�ÿ %4G�?~Þ.B�Q4%"G A / A !Xß$F&!�D.B6%"ß$!$%4G��
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^Xõ�^4� Ì�j < î ìUK Ô Õ � ï �Èr,guÄ Ç gutso'cyxea"d2gsj=o{g < î ì@Ö3ÑLK Ô Õ � ï « fhg Ã jRk"rXaXÎJÆÄscyd Ç;z gp�{fhg Ã jvf"c§k"rXaXÎJÆ «

G = (V,E)
guÄ Ã j�k"r$aXÎJÆ��lruguÄ Ç gutso'cyxea"d2gsj=o{g¥f"c§k"rXaXÎJÆ «

H = (V ′, E ′)
oÈa z w Ã g V ′ ⊆ V

m
E ′ ⊆ E.

5 V.G8ë�!XQ4B+GXB ã Þ.B�B+GXß A D.B�ì=?.F I F&Z"?�G$B6B�ôhß,F(B+?.D.B�D.B ÿ %4!$C A ? A ß,Þ7! A # A CWÞ.#(ß$F(H4! A�ÿ %"G%ECWÞ.#(ß$F(D.F(H"! Afÿ %4G â G$F(B+?.D7% E ′ Þ.? A G$Þ.V ÿ'A C5F(#&F A D7B E �
[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð6��^Xõ�^��87 c Ã j¥k"rXaXÎJÆ G o�clgsj|g Ã jPÄ Ã.Å k"rXaXÎJÆ G′ m1Æeo�r,Æ5k"r$aXÎJÆ H j|Æo'clgsj|g�j=cyjhk"¢NjWÄ Ã7Å k"rXaXÎJÆ�c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ�a G′ gsj=oqÆej|tuguÄ G m

H
j|Æ Ç Ã g$fhgsjWÄ]gsr�c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä �í j z a6�3k Ã rXan¬ � �=E g z k"rXaXÎJÆ G o'clgsj|g Ã j¥k"rXaXÎJÆSc&Ä]Æed�ÆeryÎJÆ�a C3 ª d�clgsj=o'r$aeÄ�w Ã g Hj|Æ z ÆEo�clgsj|g ª fhg�d2Æ+fhÆ�w Ã g G m

H
j|ÆWÄ]Æej1c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä �

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^Xõ�^½ñ�_ aRî ÐUÑ'Ó;Ð fhg�fhÆ]Ä2k"rXaXÎJÆ]Ä�Äscyd Ç;z guÄ
G1 = (V1, E1)

m
G2 =

(V2, E2)
guÄ-g z k"rXaXÎJÆ-Äscyd Ç;z g

(V1∪V2, E1∪E2) ª k"rXaXÎJÆ0w Ã g�ÄJg�fhgsj|ÆeoÈa Ç Æer G1∪G2.
î�
+Ï :nT�¦gï �©^Xõ�^Xõ±í)z k"rXaXÎJÆ

H
fhg z a��3k Ã rXa¬ � � ð guÄ Ã j�Ä Ã.Å k"rXaXÎJÆEfhg z k"rXaXÎJÆ K3,3,

mz a Ã j=cl}ej5fhg z Æ]Ä�k"r$aXÎJÆ]Ä G1 m G2 fhg z a��3k Ã rXa0guÄ�g z k"rXaXÎJÆ G1∪G2 a zyz #=r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈa�fhÆ �
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï����.õ±� gsd2Æ]Äso'rXa"r z aeÄ0aX�@rsd�ahtsclÆej|guÄ6fhg z gL²Jgsd Ç;z Æ5a"j=oqgsr�clÆer �
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^Xõ�^���í�z3T Ô ï�Ö î Ò"M�ï fhgSfhÆ]ÄEk"rXaXÎJÆ]Ä5Ä�cyd Ç;z guÄ

G = (V,E)
m
G′ =

(V ′, E ′)
guÄWg z k"rXaXÎJÆWÄscyd Ç;z g

G×G′ = (V × V ′, E”)
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=�F(H4Þ.! A
	 � ê%; ä

fhÆej;fhg
E”

guÄ�g z tuÆejJ² Ã j=oqÆ�ÎJÆer�d�a�fhÆ Ç Æer�oqÆ+f�aeÄ z aeÄ�a"r�c&ÄsoÈaeÄ�fhg z a�ÎJÆer�d�a {(a, b),
(a′, b′)} oÈa z guÄ0w Ã gÆ Å clgsj a = a′

m {b, b′} guÄ Ã j;aSa"r�c&ÄsoÈa�fhg G′ ªÆ Å clgsj b = b′
m {a, a′} guÄ Ã j;aSa"r�c&ÄsoÈa�fhg G �

î�
+Ï :nT3¦@ï>�©^Aõ�^���_ a��3k Ã r$a]¬ � � ö d Ã guÄso'rXa Ã j Ç ruÆ+f Ã tso{Æ5fhg�k"r$aXÎJÆ]Ä �
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï����?�@� Æed Ç r,Æ Å a"r0w Ã gEg z t Ã.Å Æ Q3 guÄ0c&Ä]Æed2ÆerLÎJÆ5a z k"r$aXÎJÆ Ç ruÆ+f Ã tsoqÆ�fhg zt Ã.Å Æ Å c'f"cyd2gsj7ÄsclÆej;a z Q2 m¬g z t Ã.Å Æ Ã j=c'f"cyd2gsj7ÄsclÆej;a z Q1. í j¤khgsj|gsr$a z Ä]g Ç Ã g$fhgfhgsd2Æ]Äso�rXa"r�w Ã g Qn = Qn−1 ×Q1 �
[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^XõU^"!Éí�z k"r$a�fhÆ�fhg Ã j5x3�sr�o�cltug (v, v′) gsjSg z k"rXaXÎJÆ Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ G×G′guÄ

gr((v, v′)) = gr(v) + gr(v′) � � Æej;fhg gr(v) guÄ�g z k"rXa�fhÆ5fNg z x3�sr�o�cltug v fhg G m
gr(v′)

guÄ�g z k"r$a�fhÆ�fhg z x3�sr�o'cltug
v′
gsj

G′ �
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ�Ò�Ñgï����?�v� gsd2Æ]Äso�rXa"rWw Ã g5g z¡Ç r,ÆJf Ã tsoqÆ�fhg Ã jRk"r$aXÎJÆ�Äscyd Ç;z g G tuÆej

n
x3�sráPo�cltuguÄYm

m
a"r�c&ÄsoÈaeÄYm�Æeo'ruÆ

G′
tuÆej

n′
x3�sr�o'clt�guÄYm

m′ a"r�c&ÄsolaeÄ6guÄ Ã j2k"rXaXÎJÆ�Äscyd Ç;z g�tuÆej
nn′

x3�sr�o�cltuguÄ6m
nm′ +mn′

a"r�c&ÄsolaeÄ �
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=�F&H"Þ.! A
	 � ê 1 äBA ? / !$%hD7Þ I ß$%5D7B6H4! A�ÿ %"G

ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^Xõ�^�C87 g$a Ã j¨k"rXaXÎJÆ G = (V,E) ª f"cyr,gsd2Æ]ÄSw Ã g G′ = (V ′, E ′)
guÄ

Ã j;a TUÕ Ô M�Ñ�Ò�ÑLÓ;Ð fhg
G
Äsc�guÄ Ã j�k"rXaXÎJÆSw Ã g�Ä]g�Æ Å o'clgsj|gWf"cyx]c'f"clgsj;fhÆ2a z k Ã j;aeÄWfhg z aeÄa"r�c&ÄsolaeÄYfhg

G � í Äso{g Ç ruÆ]tuguÄ]Æ6fhgYf"cyx]c&Äscl}ej�tuÆej7Äsc&Äsoqg�gsj2cyj=o'ruÆ+f Ã tscyr Ã j2x3�srso'cltug a /∈ Va z tuÆejJ² Ã j=o{ÆPfhg�x3�sr�o'cltuguÄ�m¥Ä Ã Äso'cyo Ã cyr Ã j;apa"r�c&ÄsoÈa {u, v} ∈ E
�ÈruguÄ Ç gutso'cyxea"d2gsj=o{g

(u, v)
Äsc
G
guÄ�f"cyrsc§k"c'fhÆ « Ç Æer�fhÆ]Ä�a"r�c&ÄsoÈaeÄ�j Ã gsxeaeÄ ª fhg z a2ÎJÆer�d�a {u, a} ª {a, v}�Èr,guÄ Ç gutso'cyxea4d2gsj=oqg

(u, a) ª (a, v) « �
î�
+Ï :nT�¦gï �©^Xõ�^��87 g$a

G = ({1, 2, 3}, {{1, 2}, {2, 3}}) gsj=oqÆej|tuguÄ
G′ = ({1, 2, 3, 4}, {{2, 3}, {1, 4}, {4, 2}})

guÄ Ã j;a Ç a"rso'cltscl}ej¥fhg G ª x"gsrO�3k Ã rXa	¬ � � i �
ë ? A #&F I B+C�%4G A à7%4! A %"ß$! A G�C A ?.B+! A G�D.B6!$B / !$B+GXB+?�ß A !YÞ.?�H4! A�ÿ %.�

Z¼ùêZ LD2FE	ýG2�üH2��
*U�I.01s¾�� ¼32äMDý°�6ú�û�ü
 O?nB+GXß A GXB I+I F&Z4?PQ4B+!XB+C�%4G�D7F&GXß$F&?�ß A G�C A ?7B+! A G0D.B5!$B / !$B�G$B+?�ß A !WH4! A�ÿ %4G��KJNB�Hró.?¨B�#/ !$%4V.#(B+C AWã Þ.B�G$B ã Þ.F&B�! AEA V;%4!$D A ! â Þ.? A G�Þ�%"ß,! A G�!XB / !XB+GXB+?�ß A"I F&%4?.B�G�!XB+G$Þ7#(ß A ?�C-é"GA D.B I Þ A D A G��
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3

1

2

3

1

2

4

=�F(H4Þ.! A
	 � ê�÷ äBA ? A / A !¯ß,F I F&Z"?SD.B6Þ.?�H4! A�ÿ %

N ³ N ³ ý |POHQSRUTBV¢�?O#$SVLT ��T���WXR�>YQSOZTBQL[BTB\]OHVS\�RUT_^
A ? A D7B�# A G ÿ %4!$C A G�D.B�!$B / !$B�G$B�?~ß A !0Þ.?PH4! Afÿ % <JÑ':nT3¦ ÏPB+G0C�B�D.F A ?�ß,B�Þ.? A D7B�G$Þ.G:nÕ7M Ô Ñ'Ò Ï <WÖ Ï Õ=Ö��;Õ=Ò Ï Ð3Ò�ÑLÕ=< �

ò A D7%�Þ.?�H4! A�ÿ %
G = (V,E), / A ! AYI %4?.GXß$!$Þ.F(!UÞ.? A D.B�G$Þ.G3C A ß,!$F I B�GUD7B A D á�A"I B+?=æI F A G â ?.B I B+G$F§ß A C�%4G�%4!XD.B+? A !�G$Þ.G�Qrë+!¯ß,F I B+G��IJNF3B+#3H4! Afÿ %2ß$F&B�?.B n Qrë+!Xß$F I B+G â |V | = n âá #&%"G�%4!XD.B+? A C5%"G I %4C�%

V = {v1, v2, ..., vn} â # A C A ß,!$Fèç�D.B A D á�A"I B�? I F A D.B G I %"?!$B+G / B I ß,% A B�G A %4!XD.B+? A*I F&Z"?�D.B-#(%4G�Qrë+!¯ß,F I B+G�B+G�# A C A ß,!$Fèç A = (aij)
D.B

n
ì=# A G á

nI %4#(Þ.C�? A G�D7B�ß,B�!$C�F&? A D A / %4!�# A G$F(H4Þ.F&B�?~ß$B I %4?7D.F I F&Z4? ä

aij =

{

1 si {vi, vj} ∈ E
0 si {vi, vj} /∈ E.

î�
+Ï :nT3¦@ï>�©^��©^`�Z7 g$a Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ�g z k"rXaXÎJÆ
K3 � � Æed2Æ�o'clgsj|g�°-x3�sr�o�cltuguÄ ª t Ã a z w Ã clgsr
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=�F&H4Þ7! A
	 � � � ä

d�a"o'r�cA70fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ-fhg
K3

fhg Å gYÄ]gsr�fhg�ola"d�a"¸|Æ 3× 3 � 7 clgsj;fhÆEg z k"rXaXÎJÆ�tuÆed�PÇ;z gsoqÆ ª o{Æ+f�a�d�a"o�r�cA7�fhgYa�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ�guÄsol�@ÎJÆersd�a�f�a Ç Æer Ã j|Æ]Ä)Ä+a z x"Æ�gsj z a�f"c'a]khÆej;a z ªfhÆej;fhg6º7a"m�tugsruÆ]Ä2�XÆ Å Äc�sr�x"guÄ]gWw Ã g�gsjpguÄso{g�gL²Jgsd Ç;z Æ z aSd�a"o�r�cA7�fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄEguÄcyj;fhg Ç gsj;f"clgsj=oqg�fhg z a�ÆerXfhgsj;ahtscl}ej1fhg z©z Æ]Ä6x3�sr�o�cltuguÄ « ×





0 1 1
1 0 1
1 1 0





[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð6��^��©^���_ a d�a"o'rscA7Pfhg¥a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ1fhg Ã j k"rXaXÎJÆPÄscyd Ç;z g�guÄ Ã j;ad�a"o'r�cA7�Äscyd�so'r�clt$a��
aij = aji

Ç a"rXa�t Ã a z guÄ+w Ã clgsrXa i m j) m aii = 0
Ç a"r$a�t$a�f�a

i �
î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï����M!b� Æej7Äso'r Ã cyr Ã j;a�d�a"o'rscA7�fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ Ç a"r$a¨t$a�f�a Ã j|Æ�fhg z Æ]ÄÄsc§k Ã clgsj=oqguÄ�k"rXaXÎJÆ]Ä+× K4, C4, W3

m
K3,2.

î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï�����C Ì�o�c z cA7]a"r Ã j;a�d�a"o'rscA7�fhg�a~f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ Ç a"rXa�r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈa"r z Æ]Ä3k"rXaXÎJÆ]Äfhg z aY�3k Ã rXa	¬ � Ê 9 �
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[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^���^èñ�_ aeÄ�d�a"o�r�cltuguÄ�fhg-a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄYola"d Å c��sj2Ä]g Ç Ã g$fhgsj Ã o�c z cA7]a"rÇ a"r$a-r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈa"r3k"r$aXÎJÆ]Ä�j|Æ-f"cyrsc§k"c'fhÆ]Ä�tuÆej z a_7�Æ�Ä�m�a"rsc&ÄsolaeÄ�d�¢ z o�c Ç;z guÄ ��ï Ä$# ª�Ã j z ac7eÆgsj£g z x3�sr�o�cltug

vi

x]clgsj|g�r,g Ç r,guÄ]gsj=oÈa�fhÆ Ç Æer Ã j 1
gsj z a Ç Æ]Äscltscl}ej

aii

fhg z aRd�a"o'r�cA7fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'a � 7 c�Ä]g�o'r$a"olapfhg�d Ã z o�c§k"rXaXÎJÆ]Ä ª gsj z a Ç Æ]Äscltscl}ej aij

fNg z and�a"o'r�cA7tuÆ z Æ�t$a"r,gsd2Æ]Ä�g z j=¢Nd2gsr,Æ�fhg�a"r�c&ÄsoÈaeÄ2w Ã g�tuÆej|gutsola"j¤g z x3�sr�o'cltug vi

m�g z
vj. ï Ä$# ª Äsco{gsj|gsd2Æ]ÄR°5a"rsc&ÄsolaeÄ0gsj.o�r,g0g z x3�sr�o'cltug

vi
m2g z

vj,
Ç Æej;f"rugsd2Æ]Ä

aij = 3.
í j¥t Ã a z w Ã clgsrt$aeÄ]Æ ª o{Æ+fhÆ]Ä z Æ]Ä�k"r$aXÎJÆ]Ä�j|Æ2f"cyr�c§k"c'fhÆ]Ä�o�clgsj|gsj¥aeÄ]Æ]tsc'a�f�aeÄ�d�a"o'rscltuguÄ�Äscyd�so�r�clt$aeÄ �

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^���^Xõ±í jSg z t$aeÄ]Æ-fhg z Æ]Ä°k"rXaXÎJÆ�Ä)f"cyrsc§k"c'fhÆ]Ä z a�Äscyo Ã ahtscl}ej�guÄ�Äscyd�c z a"r �í j z a Ç Æ]Äscltscl}ej
aij

a Ç a"r,gut�gsrX� Ã j 1 Äsc.º7a"m Ã j;a6a"r�c&ÄsoÈa�f"cyrsc§k"c'f�a�t Ã m�Æ�x3�sr�o'cltug�cyj=cltsc'a zguÄ
vi

m�t Ã m�Æ5x3�sr�o'cltug@�@j;a z guÄ vj

m Ã jntugsr,ÆSgsjPt$aeÄ]Æ�tuÆej=o'r$a"r�clÆ �U Å Äc�sr�x"guÄ]gYw Ã g z aeÄ�d�a"o'r�cltuguÄ�fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄYaeÄ]Æ]tsc'a�f�aeÄ�a-k"r$aXÎJÆ]ÄYf"cyr�c§k"c'fhÆ]Ä�j|ÆÄ]ÆejRj|g�tuguÄ+a"r�c'a"d2gsj=oqg�Äscyd�so'r�clt$a*Ä �
N ³ N ³KÃ |POHQSRUTBV¢�?O#$SVLT ��T���WXR�>YQSOZRUVS\�RcQLOHVS\�RcTB^
5 ß$!$%WC�%hD.%�Þ.G$Þ A #|D.B-!$B / !$B�G$B�?~ß A !�H4! Afÿ %4G)B�G�Þ7ß$F&#(Fèç A ?7D.%�C A ß$!$F I B+G�D.B-F&? I F(D.B+? I F A G��JNB A

G = (V,E)
Þ.?nH4! A�ÿ %�?.%�D.F(!$F&H"F(D.% I %4? |V | = n

á |E| = m
�KJNB A Þ7? A%4!$D.B�? A"I F&Z4?�D.B�#(%4G�Qrë�!Xß,F I B�G0D.B

G â D.F(H A C�%4G v1, v2, ..., vn â á Þ.? A %4!$D7B+? A"I F&Z4?�D.B# A G A !XF&G¯ß A G�D.B
G â D.F&H A C�%4G e1, e2, ..., em

�d� A :nÕ7M Ô Ñg?�Ö Ï Ñ�ÐUÒ�Ñ�Ö Ï Ð3Ò�ÑLÕ=< D.B
G
I %4?!$B+G / B I ß,% A B+G A %"!$D.B�? A"I F&Z4?�D.B0#&%4GYB+#(B+C�B+?�ß,%4G�D.B V á

E
B+G�# A C A ß$!$Fèç

B = (bij)D.B
n
ì=# A G á

m
I %4#&Þ7C5? A G�D.B�ì=?.F(D A / %4!�# A G$F&H"Þ.F&B�?~ß$B I %4?7D.F I F&Z4? ä

bij =

{

1 si vi ∈ ej

0 si vi /∈ ej.

î�
+Ï :nT3¦@ï>�©^��©^��87 clgsj;fhÆ
G = ({a, b, c, d}, {{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a}, {d, b}}),z a1d�a"o�r�cA7�fhg2cyj|tsc'fhgsj|tsc'aeÄ2fhg

G
tuÆej r,guÄ Ç gutso{ÆRa z anÆerXfhgsj;ahtscl}ej

a, b, c, d
fhg�Ä Ã Äx3�srso'cltuguÄ6m {a, b} ª {b, c} ª {c, d} ª {d, a} ª {d, b} fhg-Ä Ã Ä�a"rsc&ÄsolaeÄ ª guÄ z a2d�a"o�r�cA7









1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1









.

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^���^���� gSd�a"j|gsrXaPa4j¡� z Æ,k�aPa z aeÄSd�a"o�r�cltuguÄ�fhg�a�f"m4ahtugsj|tsc'aeÄ ª z afhgL�@j=cltscl}ej fhg�d�a"o'r�cA71fhg�cyj|tsc'fhgsj|tsc'aeÄ2Ä]g Ç Ã g$fhg�a Ç;z clt$a"r¥�Èd Ã oÈa"o'c&Ä�d Ã ola"j;f"c&Ä « ak"r$aXÎJÆ]Ä�f"cyrsc§k"c'fhÆ]Ä�ÆStuÆej z ac7eÆ]Ä �
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[�ì�< Ï~Ô \7Õ=Ò�Ñ'Ó;Ð6��^��©^"!Éí ÄScyd Ç Æer�oÈa"j=oqg�Æ Å Ä]gsr�xea4rSw Ã g2Äsc�fhÆ]Ä�k"rXaXÎJÆ]Ä G m

G′
Ä]Æejc&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä ª j|gutuguÄ+a"r�c'a4d2gsj.o{g�gXb4c&Äso{g Ã j¡a�Æer$fhgsj;ahtscl}ej1fhg z Æ]Ä�x3�sr�o�cltuguÄ5�Èr,guÄ Ç gutso�cyxea3Pd2gsj=oqg�fhg)x3�sr�o�cltuguÄ�m�a"r�c&ÄsolaeÄ « fhg�a"d Å Æ]Ä�fhg)d�a"j|gsr$a6w Ã g z a�d�a"o'r�cA7�fhg�a~f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ�Èr,guÄ Ç gutso'cyxea4d2gsj=oqg2fhg5cyj|tsc'fhgsj|tsc'aeÄ « guÄ z a1d�c&Äsd�a Ç a"rXa z Æ]Ä�fhÆ]Ä�k"rXaXÎJÆ]Ä � í Äso{Æ�j|Æw Ã clgsr,g�fhgutscyr ª Äscyj gsd Å a"r�khÆ ª w Ã g2t$a�f�a�d�a"o�r�cA75fNgEa�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ�fhg G Ä]g$a�c§k Ã a z at$a�f�a Ã j;aSfhg G′ �

Z¼ùfe §��0� 1��	û\ü)ùK.01g.0h�û\ü®� M6ý���úfû�ü'.¢û0�320i]û�ü
��%4G�H4! Afÿ %4G�GXB A / #&F IJA ? â B+?�ß,!$B�%"ß$! A G I %4G A G â B�?�C5%hD7B+#&%"G�D7B�!$B�D.B+G�D7B-ß,! A ?.G / %4!¯ß,B�%B ã Þ.F(Q A #&B�?~ß,B�C5B�?~ß$B�!$B+D7B+G-D.B I %"C�Þ7?.F I+A"I F(Z4?©�kj A]á�I Þ.B�GXß$F&%4?.B�G-F&C / %4!¯ß A ?�ß,B+GYGX%4V.!$BB�GXß A G�!$B+D7B+G ã Þ7B-G$B-!XB+# A*I F(%4? A ? I %4?�B+# I %4? I B / ß,%�D.B�tuÆej|gXb4cl}ej á5I %4?�B+#¿D.B5t$a"d�cyj|ÆÞ7?.F&B�?.D.%WD.%4G�Qrë�!Xß,F I B�G+��¨3%"!)B{ÝXB�C / #&%�B�G�F(?~ß,B�!$B�G A ?�ß,B�G A V;B�!�G$F¿D.%"G�?7%hD.%4G)D.B�# A !XB+DB�GXßêé"? I %4CWÞ.?.F IJA D.%4G�B�?~ß$!$B�Gml â G$F¿ß,%hD.%"G�#(%4G�?7%hD.%4G�B�GXßêé"? I %4CWÞ.?7F IJA D.%4G I %4?Sß$%hD.%4G â% I Þ0é"#°B�G6B+#°Cnl&?.F(CE%�?kó.C5B�!$%SD.B I+A V.#&B�Gno'% I+A !$!XB�ß$B+! A Gqp ã Þ.BED.B�V;B+?�B�ôhß,!X% / B A !XG$B/ A ! Anã Þ.BR# A !XB+D ?7% I %4?.B I ß,B�ß,%hD.%4G2#(%4G2?7%hD.%4G�B�?~ß$!$BRGfll�É O? B�GXß,BRG$B�?~ß$F&D.%¨# A GGXF&H4Þ7F&B+?�ß,B�G�D.B�ì=?.F I F&%"?.B+G�GX%4?�D.B6Þ7ß,F(#&F(D A D©�
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^��©^4� Ì�j Ò4Õ=:¨Ñ'Ðjï1Ö Ï ¦@ï;Ð�K¿ÑyM î Ö

n
gsj=o�r,g z Æ]Ä-x3�sr�o'cltuguÄ

a
m
b
fhg Ã jk"rXaXÎJÆEj|Æ5f"cyrsc§k"c'fhÆ2guÄ Ã j;a�Ä Ã tuguÄscl}ej��@j=cyola (e0, ..., en−1)

fhg�a"r�c&ÄsolaeÄ0fNg z k"rXaXÎJÆ
e0 = {v0, v1}, e1 = {v1, v2}, ..., en−1 = {vn−1, vn}

fhg6d�a"j|gsrXa2w Ã g v0 = a ª vn = b
mSt$a�f�a2a"rsc&ÄsolaEÄ Ã tuguÄscyxeaSgsd Ç clg87]a2fhÆej;fhg�oqgsrsd�cyj|}z a�a"j=o{gsr�clÆer � 7 c3g z k"r$aXÎJÆ�guÄ)Äscyd Ç¿z g ª g z t$a"d�cyj|Æ (e0, ..., en−1)

w Ã g$f�a Ç gsrLÎJgutsola"d2gsj=o{gfhgsoqgsr�d�cyj;a�fhÆ Ç Æer z a�Ä Ã tuguÄscl}ej¥fhg6x3�sr�o�cltuguÄ
(a, v1, v2, ..., vn−1, b).

� cyr,gsd2Æ]Ä2w Ã g�g z t$a"d�cyj|Æ�a"j=oqgsr�clÆer TUÕ=<+ÕpÇ Æer��XÆ Õ7M Ô Õ�\�Ñ Ï <+Õ « z Æ]Ä5x3�sr�o'cltuguÄ a ª
v1 ª v2 ª)�y�y�Aª vn−1 ª b �7 g5f"cltug�w Ã g Ã j¬t$a"d�cyj|Æ�guÄ Ã j Ò�Ñ Ô Ò î ÑyM�ï Äsc�guÄ2tugsrsrXa�fhÆ ª guÄsoqÆRguÄ ª gsd Ç clg87]a�moqgsr�d�cyj;a�gsjng z d�c&Äsd2ÆEx3�sr�o'clt�g ª guÄ0fhgutscyr ª Äsc a = b.7 g�f"cltugEw Ã g Ã j¬t$a"d�cyj|Æ�guÄ <+Ñ�:nT3¦ Ï¥Äsc)j|Æ�tuÆej=o'clgsj|gEa z a�d�c&Äsd�a�a"r�c&Äsola�d��eÄfhg Ã j;a2x"g87 �ÌUj¤tscyr,t Ã cyoqÆ�w Ã g�j|Æ Ç aeÄ+aRfhÆ]ÄEx"gutuguÄ Ç Æer�g z d�c&Äsd2Æ�x3�sr�o'cltug���Ä+a z x"ÆRg z cyj=cltsc'a zÇ Æer�g z w Ã g Ç aeÄ+a�fhÆ]Ä6x"gutuguÄ « Ä]g zyz a"d�a Ò�Ñ'Ò�¦gï �
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=�F(H4Þ.! A
	 � �hê ä

î�
+Ï :nT3¦@ï>�©^��©^���í j�g z k"rXaXÎJÆ�Äscyd Ç;z g�fhg z aO�3k Ã rXa�¬ � Ê � ª (a, b, g, d, c, a) guÄ Ã j�tscyráPt Ã cyoqÆ�Äscyd Ç;z g�fhg z Æejhk"cyo Ã f 5 m (a, b, d, c, e, f, d) guÄ Ã j�t$a"d�cyj|Æ-Äscyd Ç;z gYfNg z Æejhk"cyo Ã f
6
gsj=o'r,g z Æ]Ä6x3�sr�o�cltuguÄ

a
m
d.

� A D7BÛì=?.F I F(Z4? A ?�ß,B+!XF&%4!5GXB / Þ7B+D.B1BáôNß$B+?.D7B+! A H4! A�ÿ %4G2D.F(!$F&H"F(D.%"Gvo'D.F(H4! A�ÿ %4G áC�Þ7#(ß,F(D7F(H4! A�ÿ %4Gwp ä
Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^��©^èñ ÌUj Ò4Õ.:¨Ñ�Ðjï1Ö Ï ¦gï¿Ð�K;ÑLM î Ö

n
gsj=o'rug z Æ]Ä�x3�srso'cltuguÄ

a
m
b
fhg Ã jd Ã z o'c§k"rXaXÎJÆRf"cyr�c§k"c'fhÆRguÄ Ã j;a�Ä Ã tuguÄscl}ej��@j=cyola (e0, ..., en−1)

fhg�a"r�c&ÄsolaeÄ�fhg z d Ã z o�c�Pk"r$aXÎJÆ5f"cyr�c§k"c'fhÆ"×
e0 = (v0, v1), e1 = (v1, v2), ..., en−1 = (vn−1, vn)

fhg6d�a"j|gsr$a2w Ã g v0 = a ª vn = b
m�t$a�f�a2a"r�c&ÄsoÈaEÄ Ã tuguÄscyxea�gsd Ç clg87]a5fhÆ*j¡fNg�oqgsr�d�cyj|}z a a"j=oqgsr�clÆer � � Ã a"j;fhÆ1Ä]g�o�rXa"oÈa fhg Ã j`f"c§k"rXaXÎJÆ ª g z t$a"d�cyj|Æ (e0, ..., en−1)

w Ã g$f�aÇ gsrLÎJgutsola"d2gsj=o{g�fhgsoqgsrsd�cyj;a�fhÆ Ç Æer z a�Ä Ã tuguÄscl}ej¥fhg6x3�srso'cltuguÄ
(a, v1, v2, ..., vn−1, b).

� cyr,gsd2Æ]Ä5w Ã g�g z t$a"d�cyj|Æ�a"j=o{gsr�clÆer TUÕ=<+Õ¨Ç Æer��XÆ Õ7M Ô Õ�\�Ñ Ï <+Õ « z Æ]Ä�x3�srso'cltuguÄ a ª
v1 ª v2 ª)�y�y�Aª vn−1 ª b.
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7 g5f"cltug�w Ã g Ã j¬t$a"d�cyj|Æ�guÄ Ã j Ò�Ñ Ô Ò î ÑyM�ï Äsc�guÄ2tugsrsrXa�fhÆ ª guÄsoqÆRguÄ ª gsd Ç clg87]a�moqgsr�d�cyj;a�gsjng z d�c&Äsd2ÆEx3�sr�o'clt�g ª guÄ0fhgutscyr ª Äsc a = b.ï z c§k Ã a z w Ã g�gsj¨g z t$aeÄ]Æ�fhg z Æ]Ä-k"rXaXÎJÆ]Ä�j|Æ�f4cyr�c§k"c'fhÆ]Ä ª Ä]gWf"cltugWw Ã g Ã jpt$a"d�cyj|ÆguÄ <JÑ':nT�¦ Ï�Äsc°j|ÆStuÆej=o'clgsj|g0a z a2d�c&Äsd�a2a"rsc&Äsola5d5�eÄ0w Ã g Ã j;a2x"g87 �
N ³@´�³ ý x¿�BVSO'ÎFRcyBV
ÁSÏ Â°ÐUÑ'Ò�Ñ'Ó;Ð��©^��©^Aõ�7 g¥f"cltug¥w Ã g Ã j k"rXaXÎJÆ¨j|Æ f"cyrsc§k"c'fhÆ G guÄ Òrï;Ð Ï~9 ï Äsc Ç a"rXat Ã a z w Ã clgsr Ç a"r0fhg6x3�sr�o�cltuguÄ a m b fhg G gXb4c&Äsoqg Ã jnt$a"d�cyj|Æ2gsj=o�r,g a m b �
î�
+Ï :nT�¦gï �©^��©^���í)z k"r$aXÎJÆ

G
fhg z a��3k Ã rXa	¬ � Ê�Ê ª t Ã m~ÆStuÆejJ² Ã j=oqÆ2fhg6x3�sr�o�cltuguÄWguÄ

V = {a, b, c, d, e, f, g, h}
j|Æ�guÄWtuÆ*j¿gXbNÆ Ç Ã guÄ ª Ç Æer�gL²Jgsd Ç;z Æ ª j|Æ�gXb4c&Äsoqg�j=cyjhk"¢hjPt$a"d�cyj|Æ2gsj=o�r,g a m g.
JNF�Þ.?�H4! A�ÿ %�?.%5B+G I %"?.B�ôN% â G$B / Þ.B�D.B�Báô / !$B�G A ! I %4C�%5# A Þ.?.F&Z"?�D.B0D7%4G�%5C-é"GGXÞ.V.H4! A�ÿ %4G I %4?.BáôN%4G�D.B�C A ?.B�! A�ã Þ.B�#&%"G I %4?eÝXÞ.?�ß,%4GWD.B2Q3ë+!Xß$F I B+G á D.B A !$F&G¯ß A G0D.BI+A D A / A !-D.BEB�GXß,%"G6G$Þ.V.H"! A�ÿ %4G�GX%4?�D.F(GLÝXÞ.?�ß,%4G�B�?~ß$!$BEGfll� ë B�GXß,%"G6G$Þ.V.H"! A�ÿ %4G�G$B�#&B+GD7B+?.%4C�F&? A Òrï;:nT�ï;Ð Ï Ð¿M Ï <�Òrï;Ð Ï�9 Õ.< D.B�#¿H4! A�ÿ %0D A D.%.��ò�B-B�GXß A C A ?.B�! A Þ.?�H4! Afÿ %B�G I %4?.B�ôN%5GXF á G$Z4#(%EG$F©ß$F&B�?.B6Þ7? A ó.?.F IJA�I %4C / %4?.B�?~ß$B I %4?.Báô A �
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Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^��©^���� a�fhÆ
G = (V,E) Ã j�k"r$aXÎJÆEÄscyd Ç;z g ª H = (V ′, E ′)

Ä Ã7Å k"rXa$ÎJÆfhg
G
guÄ Ã j;a Òrï¿:PT©ï;Ð Ï Ð¿M Ï Òrï;Ð Ï�9 Õ fhg G ÄscOx"gsr�c ��t$a�×

�Èc «
H
guÄ�tuÆej|gXbNÆ Ú�Ècyc « Äsc {u, v} ∈ E

m
u ∈ V ′

gsj=oqÆ*j¿t�guÄ
v ∈ V ′

m {u, v} ∈ E ′ �î�
+Ï :nT3¦@ï>�©^��©^"!Éí�z k"rXaXÎJÆ�fhg z a)�3k Ã r$a�¬ � � ö o'clgsj|g-fhÆ]Ä6tuÆed Ç Æej|gsj=oqguÄ-tuÆej|gXb~aeÄ+× z aw Ã g6o�clgsj|gWtuÆed2ÆEx3�sr�o'cltuguÄ0a z tuÆejJ² Ã j=oqÆ {a, b, c, e, f} m z aeÄWtuÆer�ruguÄ Ç Æej;f"clgsj=oqguÄ6a"rsc&Ä�PoÈaeÄ ª m z a�w Ã g6o�clgsj|gWtuÆed2Æ�tuÆejJ² Ã j=o{Æ5fhg6x3�sr�o�cltuguÄ {g, h, d} m z aeÄ�tuÆer�r,guÄ Ç Æej;f"clgsj=o{guÄa"rsc&ÄsolaeÄ �
Ü Ï ï Ô�Ï :PÕ>�©^��©^�C�í b4c&Äsoqg Ã j�t$a"d�cyj|Æ�Äscyd Ç;z g�gsj=o�r,g-t Ã a z w Ã clgsr Ç a"rYfhg�x3�srso'cltuguÄ�f"c&Ä�Po�cyj=oqÆ]Ä�fhg Ã j�k"rXaXÎJÆ�tuÆej|gXbNÆEj|Æ5f"cyr�c§k"c'fhÆ �� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � ��%�D.B+C�%4GXß$! A !XB+C�%4G / A ! A H"! A�ÿ %4G�GXF&C / #&B�G â G$F�à AJáRA !XF&GXß A G�CIó.#§ß,FXæ/ #&B�G â B+#�C�F&G$C�%E! A ç+%"? A C�F&B�?~ß,%EB+G�Q�é"#&F(D.%ED.BÛì.?.F&B�?.D.%2#(%4G IJA C�F(?.%4G / %4!�# A G A !XF&G¯ß A Gá ?.% / %4!�#&%"G�Qrë+!¯ß,F I B+G ã Þ7B�!$B I %4!X!$B+?|�JNB A ?

a
á
b
D.%4GUQrë+!¯ß,F I B+G I Þ A #(B+G ã Þ7F&B+! A D.B�Þ.?WH"! A�ÿ %�GXF&C / #(B G = (V,E).

¨OÞ.B+G¯ß,%ã Þ7B
G
B+G I %"?.B�ôN% â BáôNF&GXß$Bno A #¿C�B+?.%"Gqp�Þ.? IJA C�F&?7%�B+?�ß,!$B a á b. JhB A o v0 â v1 â v2 â �§�(� â

vn−1 â vn

p�Þ.? IJA C�F&?7%SB+?~ß$!$B
a
á
b
D.BE# A C�B+?7%4!�#&%4?7H4F(ß$Þ.D / %4GXF&V.#(B"�E O?�B+G$B I+A GX%D.F I à.% I+A C�F&?.%�B+GUGXF&C / #(B ä #&%�D.B+C�%4GXß$! A C�%4G / %4!�!$B+D7Þ I+I F&Z4? A # A V7G$Þ.!XD.%.�uJNF�?.% ÿ Þ.B�! AG$F&C / #(B â B+? / A !¯ß,F I Þ.# A !-ß,B�?.D.!ml A C�%4G ã Þ.B vi = vj

/ A ! A�A #(H4Þ.?.%4G i, j ∈ {1, ..., n},
i < j.

¨3B+!X%EB�?~ß,%"? I B�G�B+# IJA C5F(?.%
v0 â �§�§� â vi−1 â vj â vj+1

�§�§� â vn

B�G�Þ.? I+A C�F&?.%�B+?�ß,!XBa á Å D.B�#(%4?.H4F§ß,Þ.D�B+G¯ß,!$F I ß A C�B+?~ß$B�C5B�?.%4! ã Þ7B n
o / Þ7B+GXß$% ã Þ7BRGXBRà A %"V7ß,B�?.F&D.%B+#&F(C�F(? A ?.D.%�Þ.? A %�Q A !$F A G A !$F&G¯ß A G0D.B�# I+A C5F(?.% A ?~ß$B+!$F(%4!wp â B+? I %4?�ß,! A D.F I�I F(Z4? I %4?ã Þ7BYB+# IJA C5F(?.% I %4?7G$F&D7B+! A D.%�%4!$F(H4F(? A #§C�B�?~ß$B�B�?~ß,!XB

a
á
b
G$B A D.B�# A C5B�?.%4!O#&%"?.H4F(ß$Þ.D

/ %4G$F(V.#&B*�
:\ï;Ð Ï�9 Ñ'Ó;Ð Ï Ñ'<Âï¿:±ï Ô Â�<J:hï
��%4G I %4? I B / ß,%"G�!XB+# A*I F&%"? A D.%"G I %4?R# A5I %4?.Báô7F(Z4?R?.%4G / !X% / %4! I F&%4? A ?�?hÞ7B�Q4%4G-F&?=æQ A !XF A ?�ß,B+G / A ! A�A Q4B+!XF&H4Þ A !�G$F�D.%"GYH"! A�ÿ %"G�GX%4?�%�?.%EF&G$%"C5%"! ÿ %4G��

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^���^���� Æ]Ä�k"rXaXÎJÆ]Ä�c&Ä]Æed2ÆerLÎJÆ]Ä�o�clgsj|gsj z a0d�c&Äsd�a�t$a"j=o'c'f�a�f�fhg-tuÆed�PÇ Æej|gsj=o{guÄ�tuÆ*j¿gXb~a*Ä �Á�Ï Â�Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð���^��©^`����7 g�f"cltug�w Ã g Ã j¥x3�srso'cltug a ∈ V
fhg Ã j�k"rXaXÎJÆ G = (V,E)

guÄ
Ã j \;Û Ô M�Ñ'Ò Ï Ö Ï Òrï Ô M Ï�Äsc@g z k"rXaXÎJÆ5Æ Å o{gsj=c'fhÆ�a z g z cyd�cyj;a"r-fhg z k"rXaXÎJÆ G g z x3�srso'cltug

a² Ã j=oqÆ5tuÆej z aeÄ�a"r�c&ÄsoÈaeÄ�cyj|tsc'fhgsj=o{guÄ6tuÆejm� z o�clgsj|g-d��eÄ�tuÆed Ç Æej|gsj=oqguÄ6tuÆej|gXb~aeÄ�w Ã g0g zk"r$aXÎJÆ�Æ*r�c§k"cyj;a z � � g z d�c&Äsd2ÆEd2Æ+fhÆ�Ä]g�f"cltug�w Ã g Ã j;a�a"r�c&Äsola e ∈ E
guÄ Ã j;a Õ Ô Ñ'<�M]ÕÖ Ï Òrï Ô M Ïpfhg

G
Äsc�g z Ä Ã7Å k"rXaXÎJÆ�Æ Å o{gsj=c'fhÆSa z g z cyd�cyj;a"r e fhg z k"r$aXÎJÆ�Æersc§k"cyj;a z o'clgsj|gd��eÄWtuÆed Ç Æej|gsj=oqguÄ�tuÆej|gXb~aeÄ�w Ã g�g z k"rXaXÎJÆ�Æer�c§k"cyj;a z �
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=�F&H4Þ7! A
	 � ��� ä

��%4G / Þ.?~ß$%4G�D7B I %"!Xß,B á # A G A !$F(GXß A G)D.B I %4!Xß$B�GX%4?�F(?~Q A !$F A ?~ß$B+G ã Þ.B�?.%4G / Þ.B�D.B+?/ B�!$C�F(ß$F&! I %"? I #(Þ.F&! ã Þ.B�D.%4G6H4! A�ÿ %4G�?.%�G$%4?�F&GX%4C5%"! ÿ %4G��
JNFOÞ7?PH"! A�ÿ % / !$B�G$B+?�ß A Þ.?Qrë�!Xß$F I B�D7B I %4!Xß$B á %"ß$!$%6?.% â #(%4GOD.%4G@H"! A�ÿ %4G°?.% / Þ.B�D.B+?5G$B�!�F(G$%4C�%4! ÿ %4G{oLF&H4Þ A #&CEB+?�ß,BI %4?�# A G A !$F(GXß A Gqps�
î�
+Ï :nT�¦gï �©^��©^`���`_ Æ]Ä�k"r$aXÎJÆ]Ä

G
m
H
fhg z a3�3k Ã rXaD¬ � Ê °�j|Æ Ç Ã g$fhgsj�Ä]gsr�c&Ä]Æed2ÆeryÎJÆ]Ä ªÇ Ã guÄ�a Ã j;w Ã g�a"d Å Æ]ÄRo'clgsj|gsj E x3�srso'cltuguÄRm¨Äsclgso{g�a"r�c&ÄsolaeÄ ª g z k"r$aXÎJÆ H

j|Æpo'clgsj|gj=cyjhk"¢hj�Ä Ã7Å k"r$aXÎJÆ�c&Ä]Æed2ÆerLÎJÆ�a C3 ª d�clgsj=o'r$aeÄ�w Ã g�g z k"r$aXÎJÆ G Ä$# z Æ�o'clgsj|g � iYÆer�Æeo�rXaÇ a"r�oqg ª j=c G j=c
H
Ä]ÆejRc&Ä]Æed2ÆerLÎJÆ]Ä�a z k"rXaXÎJÆ

L ª Ç Ã guÄ L o'clgsj|g Ã j;aSa"r�c&ÄsoÈaSfhgWtuÆersoqgm
G
m
H
j|ÆEo�clgsj|gsjRj=cyjhk Ã j;a �

:�ï;Ð Ï�9 ÑLÓ;ÐÄ�¤:nÕ7M Ô Ñ'Ò Ï <
� A !$B / !$B�G$B+?�ß A"I F&Z"?`C5B�D.F A ?�ß,B1C A ß$!$F I B+GSD7B�#&%"GSH4! A�ÿ %"G A / %4!Xß A F(? ÿ %4!XC A*I F(Z"?!XB ÿ B�!$F&D A¨A #�?+ó.C�B+!X%pD7B I+A C�F&?.%"G ã Þ.BRÞ.?.B+? D.%4G2Qrë+!¯ß,F I B+G á£A # API %4?7B�ôNF&Z"?�D7B+#H"! A�ÿ %.�

Ü Ï ï ÔeÏ :nÕ|�©^��©^`���87 g$a G Ã j�k"rXaXÎJÆ��{f"cyr�c§k"c'fhÆ�Æ�j|Æ2f"cyr�c§k"c'fhÆ ª tuÆej¥a"r�c&ÄsoÈaeÄ6d�¢ z o'c�PÇ;z guÄWm z ac7eÆ]Ä5ÆSj|Æ « m�Ä]g$a
A = (aij)

Ä Ã d�a"o'r�cA72fhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'aeÄ5tuÆejPruguÄ Ç gutsoqÆ�a zÆerXfhgsj
v1, v2, ..., vn−1, vn

fhgWÄ Ã tuÆejJ² Ã j=oqÆ�fhgEx3�srso'cltuguÄ � í j¬guÄsoÈaeÄ�tuÆej;f"cltsclÆej|guÄ5g z
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j=¢Nd2gsr,ÆSfhg5t$a"d�cyj|Æ]ÄWfhg z Æejhk"cyo Ã f m gsj=o'rug�g z x3�sr�o�cltug
vi

m�g z x3�srso'cltug
vj

guÄWc§k Ã a za z tuÆ]gL��tsclgsj=o{g�Äscyo Ã a�fhÆEgsj1g z¡z Ã k�a"r (i, j) fhg z a Ç Æeo{gsj|tsc'a m P8�uÄscyd�a�fhg z aWd�a4o'r�cA7
A�XtuÆejRruguÄ Ç gutsoqÆ5a zNÇ r,Æ+f Ã tso{Æ5fhg6d5a"o'r�cltuguÄ Ã Ä Ã a z « �

� gsd2Æ]Äso�rXahtscl}ej � � A à A"I B+C�%4G / A ! A H4! Afÿ %4G-?.%�D.F&!XF&H4F§D.%4G}oL# A D7B+C�%4GXß$! A"I F&Z4?1B�G6G$FXæC5F(# A ! / A ! A H4! A�ÿ %"G�D.F&!XF&H4F§D.%4Gwps� 	 A ç�%4? A C�%4G / %"!�F(?.D.Þ I�I F&Z"?�G$%4V.!XB�# A #(%4?.H4F§ß,Þ7DSD.B+#IJA C�F&?7%�B+?~ß$!$B6D.%4G�Qrë+!¯ß,F I B+G I Þ A #&B+G ã Þ.F&B�! A
vi

á
vj

D.B6Þ.?�H"! A�ÿ %
G
�� Õ=< Ï Ö Ï Ñ'ÐUÖ î Ò�Ò�Ñ'Ó;ÐB~  @#�?+ó7C5B�!$%¨D.B IJA C�F&?.%"G5D.BR#(%4?.H4F§ß,Þ7D

1
B�?~ß,!XBRD.%4GQrë+!Xß$F I B+G I Þ A #&B+G ã Þ.F&B�! A

vi

á
vj

B+G�B+# I %hB�ì I F(B+?�ß,B
(i, j)

D.B�# A C A ß$!$F½ç
A,

á�A¥ã Þ7BD.F I à.% I %hB�ì I F(B+?�ß,B�B�GYB+#�?kó.C�B+!X%�D.B A !XF&GXß A G�B�?~ß,!XB
vi

á
vj.>-Õ.<Âï�Ö Ï Ñ'Ð3Ö î Ò�Ò~ÑLÓ;Ð_~ JNÞ / %4?.H A C�%4G ã Þ.B�B+#7?+ó.C�B+!X%6D7B IJA C�F&?7%4G�D.B�#&%4?7H4F(ß$Þ.D

m
B+?�ß,!$B�D7%4G-Qrë+!¯ß,F I B�G I Þ A #&B�G ã Þ.F(B+! A

vi

á
vj
B�G�B+# I %hBÛì I F&B�?~ß$B

(i, j)
D7B�# A C A ß,!XF½ç

Am.
YUB+?.B�C5%"G ã Þ.B I %"C / !X%4V A ! ã Þ.BEB+#O?kó.C�B+!X%�D7B IJA C5F(?.%4G-D.BE#(%4?.H4F§ß,Þ7D m + 1B+?~ß$!$B
vi

á
vj
B�G�B+# I %hBÛì I F&B�?~ß,B

(i, j)
D7B�# A C A ß,!XF½ç

Am+1. � Z4C�% Am+1 = Am ·A,G$F&B�?.D.%
Am = (bij)

á
A = (aij),

B�# I %hB�ì I F(B+?�ß,B
(i, j)

D.B6# A C A ß,!$Fèç
Am+1 B+G

bi1a1j + bi2a2j + ...+ binanj.

¨3%4!�à.F / Z"ß$B+GXF&G�D.B�F&?.D7Þ I+I F&Z4? â bik B�G�B+#�?kó.C�B+!X%ED.B IJA C�F(?.%4G�D.B6#(%4?.H4F§ß,Þ7D m B�?~ß,!XB
vi

á
vk.
A ? I+A C�F&?.%�D.B-#&%4?.H"F(ß$Þ.D

m+ 1
B�?~ß$!$B

vi

á
vj

B�G�Þ.? IJA C�F&?.%�D.B-#&%4?7H4F(ß$Þ.D
m
B�?~ß,!XB

vi

á Þ.?�Qrë+!¯ß,F I B A D á�A"I B+?�ß,B A
vj â A # ã Þ7B�D.B+?7%"ß A C�%4G / %4! vk,

GXB+H4Þ.F(D.%�D7B# A�A !XF&GXß A0ã Þ7B�Þ.?7B
vk

á
vj.

¨3B�!$%�B�#|?+ó7C5B�!$%WD.B I+A C�F&?.%4G�B�?~ß$!$B
vi

á
vk

B+G
bik,

á B+#?+ó.C�B+!X%SD.B A !$F&G¯ß A G�B+?�ß,!XB
vk

á
vj
B+G

akj,
/ %4!-#&% ã Þ.B�B�#°?kó.C�B+!$%SD7B IJA C5F(?.%4G�D7B#&%4?.H"F(ß$Þ.D

m+ 1
B�?~ß,!XB

vi

á
vj

QhF(B+?.B6D A D.% / %4!�# A B�ô / !$B�G$F(Z4? ä
bi1a1j + bi2a2j + ...+ binanj.

� %4C�% ã Þ7B+!ml A C�%4G�D.B�C5%"GXß,! A !+�
� A %4V.GXB+!¯Q A"I F&Z4?2G$F&H"Þ.F&B�?~ß,BYB�G)Þ.? A0I %4?.GXB I Þ.B+? I F A D7B+#'¨O!XF&? I F / F(%�D.B+#{¨ A #(%4C A ! á# A D.B+C�%4GXß$! A"I F&Z4?SB+G�F&D�ë�?~ß,F IJA�A # A D.B�#©ß,B+%"!$B+C An	 � z �ø17�

[Eì�< ÏhÔ \7Õ=Ò�ÑLÓ¿Ð6�©^���^`�+ñ87 g$a¨g z k"rXa$ÎJÆ
G = (V,E)

tuÆej |V | = n � 7 c u, v ∈ V ª
u 6= v ª guÄsol�"j Ã j=c'fhÆ]Ä Ç Æer Ã j¬t$a"d�cyj|Æ�gsj G ª gsj=oqÆej|tuguÄ u m

v
guÄsoÈ�"j Ã j=c'fhÆ]Ä Ç ÆerÃ jnt$a"d�cyj|Æ�fhg z Æejhk"cyo Ã f2d2gsj|Æer�ÆEc§k Ã a z w Ã g n− 1

gsj
G �

ò�B�# A %"V.G$B�!XQ A*I F&Z"? A ?~ß,B�!$F(%4! á #&%4G5!XB+GXÞ.#(ß A D.%4G A ?~ß,B�!$F(%4!$B�G2GXB I %"? I #(Þ á B+? #(%4GG$F&H"Þ.F&B�?~ß$B+G I %4!$%"# A !XF(%4G+�



�a� 1 ð�ç�ñOò+æ�ó3è�ôÙW~õ#HYö�çR��ô�¥
:�ï Ô ï;¦'Õ Ô Ñgï>�©^��©^`�.õ±� a�fhÆ Ã j k"rXaXÎJÆ G = (V,E)

oÈa z w Ã g |V | = n,
mnÄsclgsj;fhÆ

A = (aij) Ã j;a�d�a"o'r�cA72fhg�a�f"m4ahtugsj|tsc'a�fhg G ª Ä]g�x"gsr�c ��t$a�w Ã g2gXb4c&Äsoqg Ã j�t$a"dEcyj¿Ægsj=o'r,g
vi

m
vj

ÄscOm�Ä]} z ÆWÄsc z a5d�a"o�r�cA7
C = (cij) ª fhgL�@j=c'f�aStuÆed2Æ

C = In + A+ A2 + ....+ An−1,Ä+a"o'c&ÄLÎ�ahtug0w Ã g�g z tuÆ�gL��tsclgsj=oqg cij 6= 0.:�ï Ô ï;¦'Õ Ô Ñgï>�©^��©^`����� a�fhÆ Ã j�k"rXaXÎJÆ G = (V,E)
oÈa z w Ã g |V | = n,

Ä]gYx"gsr�c ��t$aWw Ã g
G
guÄWtuÆej|gXbNÆWÄsc°mEÄ]} z ÆWÄsc z a2d�a"o'rscA7

In + A+ A2 + ....+ An−1

o'clgsj|g�oqÆ+fhÆ]Ä z Æ]Ä�tuÆ]gL��tsclgsj=oqguÄ�f"c&Äso�cyj=oqÆ]Ä0fhg�tugsr,Æ �î�
+Ï :nT�¦gï �©^��©^`�?�87 g$a
G Ã j�k"r$aXÎJÆ�t Ã m"a�d�a"o'r�cA7�fhg0a�f"m"aht�gsj¿tsc'a*Ä0guÄ+×

A :=





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 .

í j=o{Æej|tuguÄ-Ä Ã t Ã a�f"rXa�fhÆ�guÄ

A2 :=





1 0 1
0 2 0
1 0 1



 .

i�Æer)ola"j=o{Æ
I+A+A2

o�clgsj|g�o{Æ+f�aeÄ@Ä Ã ÄYgsj=o'r$a�f�aeÄ�j|Æ�j Ã z aeÄ)m0g z k"rXaXÎJÆ6guÄYtuÆej|gXbNÆ �í�z tuÆer,Æ z a4r�clÆ�a"j=oqgsr�clÆer�j|Æ]Ä Ç gsr�d�cyo{g�Æ Å oqgsj|gsr Ã j�a z khÆer�cyo�d2Æ Ç a"rXaWfhgsoqgsr�d�cyj;a"r)Äsc Ã jk"rXaXÎJÆ
G = (V,E)

ola z w Ã g |V | = n
guÄSÆ�j|Æ1tuÆej|gXbNÆ � Ì©Ä+a"r,gsd2Æ]Ä Ã j¬a z khÆer�cyo'd2Æzyz a"d�a�fhÆ

Hayceros(M)
w Ã g0fhgso{gsr�d�cyj;a�Äsc�gsj z a�d�a"o�r�cA7 M º7a"m5a z k Ã j;a�gsj.o�rXa�f�atugsr,Æ��Èo�clgsj|gWtuÆed2ÆWÄ+a z c'f�a Ã j 1

Äsc3º7a4m2a z k"¢hjPtugsruÆEm
0
gsjPt$aeÄ]Æ�tuÆej=o�rXa"r�clÆ"×

���-�c�������H� _ a5d�a"o�r�cA7Wfhg�a�f"m"ahtugsj|tsc'a
A
fhg z k"rXaXÎJÆ

j := 1, B := In� ºhc z g j ≤ n− 1
B := B + Aj

j := j + 1
  Î Hayceros(B) = 0

oyº=gsj
s :=

tuÆej|gXbNÆ2g z Ä]g
s :=

j|Æ�tuÆej|gXbNÆ �� ���"�c���;×
s �î�
+Ï~Ô Ò�Ñ'Ò�Ñgï�������í Äso Ã f"c'a"r z a�tuÆed Ç;z gL²�c'f�a�f2fhg z a z khÆer�cyo�d2Æ5a"j=o{gsr�clÆer�gsjng z.Ç guÆer�fhgz Æ]Ä�t$aeÄ]Æ]Ä ª Ç a"rXa z Æ�t Ã a z º7a"m-w Ã g�a Å ÆerXf�a"r�g z+Ç r,Æ Å z gsd�a-fhg�tuÆed Ç Ã oÈa"r z a�t�Æed Ç;z gL²�c'f�a�ffhg z a�Æ Ç gsrXahtscl}ej Ç r,Æ+f Ã tsoqÆ2fhg6d�a"o'rscltuguÄ �



W~õ`�Jõ#HYö�çR��ôv¥�90óUè�9@öYéqç��Wô�¥p����çR¤�é{è�æ)ô��Yéqç-��ôv¥¿õ ���.÷
Z(ùm� Úþý-��úfû\üb2{,3hg2zýG1���Ìû�ü@� ���I� 1gh&*jû��31���	û\üzù
�B����¯ßq���f� g ¡�¢���£���¤f�¥n¦��¨§����_£X�ÛìX�X¡� g¡�¦��M��¨©X¤m�g ¡����¨©���¤m��¤m�g�m¦�§sª��¤¨�§�©X¤f¦�«X§��¥¬�I£X�
§�¦��F©7ÞX���ßw��k£X�6×bØ��X¡��m«��¤fX®
¯�Ï<° Ð3Ñ'Ò�Ñ'Ó;Ð��H±"!�±`�'²´³1Ò4Õ�µnÑ�Ðjï Ïhî´¶'Ï~Ô ÑLÕ=Ð�ïY·$³>¸?³º¹�»f¼f½�¾3³]¾K¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿�¾

G
·qÂ}¸?³t ¼�Ã}ÀÁ³]¾�Â$ÀÁÃSÄ�Å�·LÆ¸�· t ¾a³�Ç`ÀÈ·$³]·S¼�ÇU¾¿<¼aÂkÅs¼aÂS¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂS¿�·

G.
²´³nÊ<ËÍÌaÊ î ËÁÎ�ï�Ï îG¶ Ï�ÌaËÍÐ�Ñjï

·$³
G
·qÂÒ¸?³ t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾ÓÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·�Æ¸�· t ¾a³�Ç4ÀÈ·$³]·�ÇU¾¿<¼aÂÒÅs¼aÂ�¼�»$À�Â$ÇÈ¼aÂ�¿�·$Å�¹�»f¼f½�¾

G Ô
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±"!�±��87+·Ò¿�À t ·�Æ¸�·:¸�³�¹�»m¼f½�¾�³]¾
¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿�¾n·qÂ0Ï îG¶ Ï�Ì�ËÍÐ�ÑjïÖÂ$À t ¾a³�Ç`ÀÈ·$³]·
¸?³ t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾�·$¸?Å�·$»&À`¼�³]¾ Ô

òS�S§��I£X�Ûì��M¡� g¡�¢���£M�S�¤m� ÿ ¦��×X§��¤f¡"���X¦I�m�S�m¡��×X�LØ�×X��ÙM¦�«X¡��g���§��¤w� ÿ ¦��g�0 ¦��X�áô?¦XÙ
¦�«M¡��g�ÛÚ���Ü/×M���¬ g¦�¥n©�¦��X��<Ýw�� g¦��X�áôX�¬Ø�×X�� g¦���Ým¡��g�X�IÝm¦�£����k§"���k��¤m¡��fÝw����oÍ�m¡��g�X£X¦¬�§
¤m��cÝw¦n£X�Ò§"���Þ ¦�¥n©�¦��X�g��Ým��k g¦��X�áôX���kªrëg¤fÝw¡� �g�L��¡��m§"��£X¦��wp$®
ß Ïkï�Ì�Ï?µ|Ð>�+±"!�±½ñà²�³º¹�»f¼f½�¾

G = (V,E)
t ¾a³á¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂ}³]¾/¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿<¼aÂ¬·qÂ�·$¸�Å�·$»&À`¼�³]¾

Â$ÀFâ3Â%¾aÅ�¾�Â$ÀÞÇã¾¿<¼�Â}Ås¼aÂ¬¼�»$À�Â$ÇÈ¼aÂ�·qÂ$ÇÉä�³�·$³ Ås¼KÃ}À�Â$Ãn¼ t ¾aÃSÄ�¾a³]·$³�ÇU· t ¾a³]·få�¼Kâ/Çã¾¿�¾%Â
Å�¾%ÂIæ � »&Ç`À t ·qÂÒÇ4ÀÈ·$³]·$³�¹�»f¼<¿�¾:ÄM¼�» Ô
ç ·$Ã�¾%Â$Ç4»f¼ t ÀÈèa³ Ô J�¡]�g§]�¤m� ÿ ¦ G ��Þ�g×X§��g¤m¡����X¦XÙ���<Ýw¦��X �g�F ¦��<Ýw¡��g�X�S×X�3 ¡�¤m g×X¡�Ým¦��×X§���æ¤m¡"���X¦SØ�×X��Ù<©�¦�¤-£X�ÛìX�X¡� g¡�¢��]Ù� g¦��<Ýw¡��g�X�Þ�LÝw¦�£����-§����u��¤m¡��cÝq���g®-�d�} ¦��M�m� g×X��X ¡��MÙ�Ým¦�£����
§"���L��¤f¡��fÝw���k��cÝ¸é��v�g�v§"�n¥n¡��m¥¬�
 ¦�¥¬©�¦��M���Ým�� g¦��X�áôX�?®�¨G¦�¤L¦�Ým¤w�n©���¤cÝw��Ù�Ýw¦�£X¦��S§�¦��
ªrë¤fÝm¡� g��BÝw¡���X�g�¬�¤m��£X¦I©X��¤Ù�©M×X��_ ���£���ª��ÂçkØ�×X�L�g§� g¡�¤m g×X¡sÝw¦Ò�g×X§��g¤m¡"���X¦Ò©����m�I©�¦�¤B×X�
ªrë¤fÝm¡� g�}§�¦�Ú��� �}×M����ª��Âç
©X��¤w���g��Ým¤w��¤SÜÛ¦�Ým¤w��©X��¤w���m��§�¡�¤L ¦��é§�¦�Ø�×X�}�§-�¤w��£X¦3£X�
 ���£��Iªrë¤cÝw¡� �S�g�Þ©���¤® 5 «X�8ëg¤fª��g�m��Ø�×X�:§�¦��¨©�¦��m¡�«M§���Bªrë¤fÝm¡� g��Þ��¡��f§"��£M¦��BÝw¡���X�g���¤m��£X¦
�MÙX×X�/�+óX¥n�¤f¦n©���¤®

¨-��¤m�L§"�{£X�g¥¬¦��cÝw¤m�� ¡�¢���£X�g§?¤f� gl�©X¤f¦� ¦XÙ��§��f¡��×M¡���<Ýw�¨��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦k¥Ó×M��fÝm¤w�L×M�Ó©X¤f¦�æ
 �£M¡�¥n¡��g��Ýw¦
 g¦��X�cÝw¤m×M gÝw¡sª�¦¬©���¤m�
���X�g¤w��¤k×X�K g¡�¤m g×X¡�Ým¦
�×X§��¤f¡"���X¦
�g�K×X�K¥Ó×X§�Ým¡��¤m� ÿ ¦
 ¦��X�áô?¦¬��/�§HØ�×X�ÒÝm¦�£X¦��{§�¦��Þªrëg¤fÝw¡� �g�{Ýw¡���X�g�/�¤w��£X¦
©���¤g®

¨G¦�¤GÚX¡�©�¢�Ýw��f¡��gÙ�Ýw¦�£X���-§����-��¤f¡��cÝq���G�g�fÝêé��}�g�}§��k¥¬¡��m¥¬�k g¦�¥n©�¦��X�g��Ýw�¨ ¦��X�áôM�MÙ�©�¦�¤
§�¦ÓØ�×X���f��©X×X�g£X���m×X©�¦��M�¤FØ�×X���§]�¤m� ÿ ¦Ó��Þ ¦��M��ô?¦XÙX©X¤m�g�m g¡��X£X¡���X£M¦
£X�:§�¦��0ªrëg¤fÝm¡� g��
��¡��f§"��£M¦��®8J?��á��<Ýw¦��X �g�

G
×M�ê¥Ó×X§�Ým¡��¤w� ÿ ¦> g¦��X�áôM¦ë ¦��6Ýw¦�£X¦��3§�¦���ªrëg¤fÝw¡� �g��£X�

�¤w��£M¦:©���¤®Gì{£M�¥-é��Ù�©�¦�£X�¥n¦��-©X¤m�g�m ¡��X£X¡�¤u£M�F§�¦��-©�¦��f¡�«X§���-§"��ç¦��gí´�m¡
G
¥Ó×X§�Ým¡��¤m� ÿ ¦

 ¦��X�áô?¦¬Ým¡��g�X�Ò§"��ç¦��gÙ��g�k�Ø�×X¡sª���§���<Ýw�
G
�g×X§��g¤m¡"���X¦
Ø�×X�

G′
�g×X§��g¤m¡����X¦XÙM�m¡���X£M¦

G′
�§

�¤w� ÿ ¦Ò¤f��f×X§�Ýw����Ým�k£M�kØ�×X¡�Ýw��¤d§�¦��d§��3ç¦��B�
G
®�¨G¦�¤dÝw����Ým¦

G
�g�_×X�¬¥Ó×X§sÝw¡��¤w� ÿ ¦� g¦��X��ô?¦

�m¡���§"��ç¦��g®
íL�g �g�m¡sÝq��¥n¦��-×M�X¦��u��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��´©X¤m�$ª?¡�¦��-Ø�×X�Þ£M��m g¤m¡�«X¡�¥n¦��G�g�}§�¦��G©0é�¤f¤w� ÿ ¦��-�f¡��×+æ

¡���<Ýw�g�®



� 	 � î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ ¥
�d§X©X¤f¡�¥n�¤f¦:£X�Þ�§�§�¦��-�g§�¡�¥¬¡s���L£M�F×X�
�¤w� ÿ ¦

G
§����u��¤m¡��fÝq���u£M�F×X�
 g¡�¤f ×X¡sÝw¦:©M¤m�gª�¡��fæ

¥n��<Ýw�L�g§��g�¡�£M¦
C
Ø�×X�S�g�0�m×X«M�¤w� ÿ ¦�£X�

G
Ü
§�¦��Bªrëg¤fÝw¡� �g�0Ø�×X�SØ�×X�g£����3��¡��f§"��£M¦��dÝw¤m���

�g�fÝw�Ó�m×M�fÝw¤m��  g¡�¢��+®B��¦�£X�g�X¦�¥n¡�����¥n¦��_«�¦�¤m¤w��£X¦�Ü¬�m�g¤êé�§�§"��¥¬��£X¦�§�×X��¦Ó��§� ¦��M�fÝw¤f×X¡�¤
�g§���§��¦�¤m¡sÝm¥n¦Ó£X�Ò«�óM�mØ�×X�£��n£X�Ò×X�K g¡�¤f ×X¡sÝw¦}�×X§��¤f¡"���M¦Xí

û ¶Íü ï�ÌaËÁÎ%µ±ï
Borrado(C,G)î Ñ�Î%Ì�Ð�ý�Ð+~

G = (V,E), C = (VC , EC)
Ù

o`£X¦��X£X�
G
�g�k×X�/�¤m� ÿ ¦
 g¦��X�áôM¦nÜ��m¡���§"��ç¦��ÞÜ

C
�g�k×X�/ ¡�¤m g×X¡�Ým¦
�f¡�¥n©X§��S£X�

G
p

EH = E − EC

Vaislados

�m¦��/§�¦��Þªrë¤cÝw¡� g��L��¡��m§���£X¦��F£M�
(V,EH)

VH = V − Vaisladosþ+Ð ¶ Ë`ý´Ð+~
(VH , EH)

å:×X�£��� ¦�¥¬¦��ãÿf�¤m g¡� g¡�¦�£X¡��m���X��¤¨�§���§��¦�¤f¡sÝw¥
¦IØ�×X�S g¦�¥n©X×MÝq�I§�¦��Bªrë¤fÝm¡� g��Þ��¡��m§��fæ
£M¦��Ù�£X�g�X¦�¥n¡�����£X¦

Vaislados

®
�d§H�m¡��×X¡��g��Ým�Ò��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦Ó¡��M�m�¤cÝq�}×X�/ ¡�¤m ×M¡�Ýw¦

C ′
��/×X�/ ¡�¤m g×X¡�Ým¦

C
£X�Ò¥¬���X�g¤w�

Ø�×X�Ò�m� ÿ ¦�¤m¥¬�}×M�K g¡�¤f ×X¡sÝw¦}£X�Ò§�¦��M�¡�Ým×X£3¥¬�%Ü�¦�¤í
û ¶Íü ï�ÌaËÁÎ%µ±ï

Insertado(C ′, C)î Ñ�Î%Ì�Ð�ý�Ð+~
G
Ù
C
Ù
C ′o`£X¦��X£X�

G
�g�k×X�/�¤m� ÿ ¦
 g¦��X�áôM¦nÜ��m¡��/§"��ç¦��gÙ

C
Ü
C ′
�f¦��/ ¡�¤f ×X¡sÝw¦��Þ�m¡�¥¬©X§���Þ£X�

G
Ù
C ′
©���¤fÝw��£X�Ò×X��ªrë¤fÝm¡� g�I¡���Ým�¤m¡�¦�¤Þ£M�

C
p

C := v1, . . . , vs, v1
C ′ := w1, . . . , wt, w1
vi = w1o` g¦��X�m¡�£X�¤m��¥n¦��

C
Ü
C ′
 g¦�¥n¦
§�¡��fÝq���qp

V := v1, . . . , vi, w2, . . . , wt, vi, vi+1, . . . , vs, v1o
V
�g�B×X���Ò§�¡��cÝq�MÙ�¤m��f×X§�Ýw��£X¦Ò£M�{¡��X�f�¤fÝw��¤B��£M� ×X��£���¥n��<Ýw�{§"�:§�¡��cÝq�

C ′
�g�n§"�:§�¡��fÝw�

C
ÙX�g�fÝw¦
�m�Ò©M×X�£X�ÒÚ��� g�¤F§�§���¥¬���X£X¦}�Ó§�¦��F��©M¤m¦�©X¡���£X¦��Þ��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��0�m¦�«X¤f�Ò§�¡��fÝw���0£X�§
 ��©XlsÝw×X§�¦}�m��×X�X£X¦M® p

E := ∅ÿ ¦�¤
i = 1

Ýw¦
t+ s+ 1

E := E ∪ {{vi, vi+1 mod t+s}}
þ+Ð ¶ Ë`ý´Ð+~

({V }, E)

òS�I�g�fÝq�
¥¬���X�g¤w�}©�¦�£X�g¥¬¦��F ¦��M�fÝw¤f×X¡�¤F�§���§��¦�¤m¡sÝw¥
¦Ó«X×X�m ��£X¦Mí
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û ¶Íü ï�Ì�ËÁÎ%µ±ï|ý�Ï���������´Ï�ý�Ð ý�Ï��´Ñ6Ê<ËÍÌ�Ê��´ËÁÎ�ïÖÏ�� ¶ Ï�Ì�ËÍÐ�Ñjï
î Ñ�Î%Ì�Ð�ý´Ð]~

G = (V,E)o`£M¦��X£X�
G
��k×M�K�¤w� ÿ ¦} ¦��X�áô?¦nÜ3�m¡��/§��3ç¦��qp

C :=
�g�k×X�/ ¡�¤m g×X¡�Ým¦
�f¡�¥n©X§��S£X�

G
H = (VH , EH) := Borrado(C,G)� ÚX¡�§�� VH 6= ∅

C ′
 g×���§�Ø�×X¡��g¤F g¡�¤f ×X¡sÝw¦Ó�m¡�¥n©X§��S£X�

H
 ¦��/¦�¤f¡���g�3���×X��ªrëg¤fÝm¡� ��¡��<Ýw�áæ

¤m¡�¦�¤Þ£X�
C

H := Borrado(C ′, H)
C := Insertado(C ′, C)

þ]Ð ¶ Ë`ý�Ð+~
C

¨-��¤m��Ø�×X�Ö�§Ò��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦ ÿ ×X�M ¡�¦��X�º�X� g��m¡sÝq��¥n¦��/���m�g�×X¤m��¤/§��á��ô?¡��cÝw��M ¡"�ë£X�§
 ¡�¤f ×X¡sÝw¦n�m¡�¥n©X§���£X��X¦�¥¬¡�����£X¦

C
®k�d�cÝw¦���gÙ�Ø�×X��£���£X¦�×X�Û¥Ó×X§sÝw¡��¤m� ÿ ¦
 ¦��M��ô?¦� ¦��

Ýw¦�£X¦��I�f×X��ª3ë¤fÝm¡� g���£X�¬�¤w��£X¦/©���¤gÙG�áôM¡��fÝm�¬×X�> g¡�¤f ×X¡sÝw¦/�f¡�¥n©X§��
C
®��´¦�¥¬��¥n¦��Ò×M�

ªrë¤fÝm¡� g�v ×���§�Ø�×X¡��g¤w�
u
®��_��¥¬¦��¬ ¦��M�fÝw¤f×MÜ���M£X¦�×X�6 ��¥n¡��X¦>�f¡�¥n©X§��

T = (u0 =
u, u1, ..., un)

£X�L§�¦��X�¡sÝw×M£n¥-éfô?¡�¥¬�?®uJ?¡��áôM¡��fÝm��
i, j ∈ {0, ..., n} Ýq��§���BØ�×X� ui = ujÚX�¥n¦��´ ¦��X §�×X¡�£X¦M®G�d�� ����f¦S ¦��<Ýw¤m��¤m¡�¦XÙa g¦�¥n¦

un

Ýw¡��g�X�_�¤m��£X¦L©X��¤Ù��áô?¡��fÝm�
v 6= un−1��£MÜ<�� g��<Ýw�� g¦��

un

®BJ?¡
v ∈ {u0, ..., un−1}

��©���¤f� �S×X�3 g¡� g§�¦X®dJ?¡��X¦MÙM�f�: ¦��<Ýw¤m��£X¡� g�
�§+ÚX� qÚX¦n£X�ÒØ�×X�

T
�g�k£M�Ò§�¦��M�¡�Ým×X£�¥éfô?¡�¥��?®�¨G¦�¤ÞÝq���<Ýw¦
�g§���§��¦�¤f¡sÝw¥
¦ ÿ ×X�X g¡�¦��X�M®

�B���¥¬¦��{ g¦�¥n¦
�m�I��©X§�¡� ��Ó�g§���§��¦�¤m¡ Ýw¥
¦
����Ýw�g¤m¡�¦�¤F�g�K×M�K�ãÿf�¥n©X§�¦} ¦��X ¤f�gÝw¦Mí
î�� Ï�µ! ¶ ï>�+±Á!�±Xõ ²´³ t ¼�»&ÇU·$»w¾�Ç4ÀÈ·$³]·
Æ¸�·}»w·ãÄM¼�»&Ç4ÀÁ»�Â$¸<Â t ¼�»&ÇÉ¼aÂ¬·$³>Ås¼�»q·m¿K¿�· t ¼�ÅÁÅ�·qÂ
»q·ãÄ�»w·qÂ%·$³�ÇÈ¼<¿<¼FÄ�¾a»S·$Å�¹�»m¼f½�¾I¿�·{Ås¼#"G¹�¸?»f¼ ¬ Ô%$'&�Ô)( ¼�»f¼�»w·m¼�Å À+*%¼�»S·$ÅX»w·ãÄM¼�»$Çã¾ ª ·$Å t ¼�»$Çã·$»w¾¿�·�,$·é·$ÃSÄ�·-*%¼�»�â|ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»v·$³êÅs¼�·qÂ$ÇÉ¼f½�·$ÇÈ¼á¿�· t ¾a»&»w·q¾%ÂÛÆ¸�·�Â%·é·$³ t ¸�·$³�Ç`»m¼�·$³Z·$Å
æ/.$»$Ç`À t ·

i Ô10 ·$³�ÀÈ·$³�¿�¾ë·$³ t ¸�·$³�ÇÉ¼�Æ¸�·vÇU¾¿�¾%ÂÛÅ�¾%Âvæ/.$»&Ç4À t ·qÂÛÇ`ÀÈ·$³]·$³�¹�»f¼<¿�¾/ÄX¼�» ª ·$Åt ¼�»$Çã·$»w¾vÂ¼�,$·KÆ¸�·ÓÄ�¸�·m¿�·Û·Í½�· t Ç4¸M¼�»Û·$ÅÞ»q·ãÄM¼�»&Çã¾vÂ$ÀÁ³�»w· t ¾a»&»q·$»�¿�¾%Â�æ�· t ·qÂ3Ås¼|Ã}À�Â$Ãn¼t ¼�ÅÁÅ�· ª t ¾a³MÂ$Ç4»&¸�â�·$³�¿�¾:ÄM¼�»m¼�·$ÅÁÅ�¾
¸?³ t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾3·$¸�Å�·$»&À`¼�³]¾ Ô �¨¾aÃ�·$³�*%¼�Ã�¾�Â t ¾a³|·$Å t ÀÁ»32t ¸?ÀÁÇã¾
(i, j, h, i)

â4,$¾a»&»f¼�Ã�¾%Â¬Â$¸<Â/¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ�¿�·$Åu¹�»m¼f½�¾ ª�5 ¸�³�ÇU¾ t ¾a³ê·$Å0æ/.$»&Ç`À t · i Æ¸�·Æ¸�·m¿<¼�¼�À�Â$Ås¼<¿�¾76Éæ�·$»�"G¹�¸�»m¼�8 Ô%$ 8:9 Ô; t ¾a³�Ç`ÀÁ³�¸M¼ t ÀÈèa³=< t ¾a³MÂ$Ç4»&¸�ÀÁÃ�¾%ÂÛ¸�³Y³�¸�·$æ�¾ t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾�·$³ ·$ÅÞ¹�»f¼f½�¾áÆ¸�·ºÆ¸�·w¿<¼><
Ä�¾a»Û· 5 ·$ÃSÄ�Å�¾ (j,m, l, k, j)

<�Å�¾ºÀÁ³MÂ%·$»&ÇÉ¼�Ã�¾%ÂK·$³Y·$Å t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾|¼�³�Çã·$»&ÀÈ¾a»Û·$³Y·$ÅÞÅ ¸�¹<¼�»
¼<¿�· t ¸X¼<¿�¾76Éæ/.$»$Ç`À t ·

j
93¾/,Çã·$³�ÀÈ·$³�¿�¾

(i, j,m, l, k, j, h, i).
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=-¡��×M¤w� 	 ® ��� í

=-¡��×M¤w� 	 ® � 	 í



ö�÷ � ÷Zøkù{ï:ú_õ�? 9 ó´ô 9 ù��ãï��Óõ�? ��� ï	@A�UôHò0õ����ãï	��õ�?�÷ � 	 �

=-¡��×X¤w� 	 ® ��z í

B ¾a»&»m¼�Ã�¾%Â�Ås¼aÂ�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂÒâ¬æ/.$»&Ç`À t ·qÂ�¼�À�Â$Ås¼<¿�¾�ÂC6ED�·$»�"G¹�¸?»f¼F8 Ô%$=G 9 Ô
( »w¾%Â$Às¹�¸?ÀÈ·$³�¿�¾ t ¾a³ê·$ÅÞ¼�Å ¹�¾a»$ÀÁÇ`Ã�¾'< t ¾a³MÂ$Ç`»$¸�ÀÁÃ�¾%ÂK·$Å t ÀÁ» t ¸?ÀÁÇã¾ (m,n, a,m)

âéÅ�¾
ÀÁ³MÂ%·$»$ÇÈ¼�Ã�¾%Â�·$³>·$Å+Å ¸�¹<¼�»�¼<¿�· t ¸M¼<¿�¾H6Éæ/.$»&Ç`À t ·

m
9�¾/,ÇU·$³�ÀÈ·$³�¿�¾

(i, j,m, n, a,m, l, k, j, h, i).

I ÀÁ³�¼�Å Ã�·$³�ÇU·J<d³]¾%Â�Æ¸�·m¿<¼�¸�³ ·$Å t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇã¾
(a, b, c, d, e, f, g, h, a)

Æ¸�·J<_ÀÁ³MÂ%·$»$ÇÈ¼<¿�¾3·$³
·$ÅHÅ ¸�¹<¼�»�¼<¿�· t ¸X¼<¿�¾'<_¿<¼¬Å ¸�¹<¼�»�¼�Å�Â$Às¹�¸�ÀÈ·$³�ÇU· t ÀÁ» t ¸?ÀÁÇã¾3·$¸�Å�·$»$À`¼�³]¾n¿�·$Å�¹�»f¼f½�¾
ÀÁ³�À t À`¼�Å+K

(i, j,m, n, a, b, c, d, e, f, g, h, a,m, l, k, j, h, i).

î�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ëgï������MLON_Â´Ä�¾%Â$ÀP,Å�·Þ¿�À�ÂãÄ�¾a³]·$»¨ÇU¾¿<¼aÂ0Ås¼aÂQ" tJR ¼aÂF¿�·Þ¸�³�¿�¾aÃ}ÀÁ³]è�¿�·ÞÃn¼�³]·$»f¼
Æ¸�·
·qÂ$ÇS.$³ºÇU¾¿<¼aÂ
·$³ t ¼ 5 ¼<¿<¼aÂ�TVU$³�¿�À t ¼ t ÀÈèa³WK:¸�Ç4ÀÁÅ À+*%¼�»I¸?³ºÃ}¸?Å Ç4Às¹�»f¼f½�¾ t ¾a³ ð æ/.$»&Ç`À t ·qÂâ¬æ�·$»&À " t ¼�»IÆ¸�·}·qÂ}·$¸�Å�·$»&À`¼�³]¾
â t ¾a³]·få?¾ Ô
�d§��f¡��×X¡���<Ýw�Ö¤m��f×X§�Ýw��£X¦��X¦��Û£���×X���� g¦��X£X¡� ¡�¢��Y©���¤w��§�����ô?¡��cÝw�g�X ¡���£X�>×X�

 ���¥n¡��M¦}�×X§��¤m¡����X¦}�X¦n g�¤f¤w��£X¦Mí
X Ì_ïW �ïY�Ë4Ê<ËÍÕ�Ñ��H±"!�±��à²´³�¹�»f¼f½�¾

G = (V,E)
t ¾a³ê¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂ/³]¾|¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿<¼aÂ3ÇÉ¼�ÅkÆ¸�·

ÇU¾¿<¼aÂ
Â$¸<Â3¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ�·qÂ$ÇÈä�³�·$³�Ås¼vÃ}À�Â$Ãn¼ t ¾aÃSÄ�¾a³]·$³�ÇU· t ¾a³]·få�¼é¼<¿�Ã}ÀÁÇã·¬¸�³ t ¼�Ã}ÀÁ³]¾
·$¸?Å�·$»&À`¼�³]¾
³]¾ t ·$»&»m¼<¿�¾ÓÂ$Àdâ
Â%èaÅ�¾ÓÂ$À t ¾a³�Ç4ÀÈ·$³]·Ó·få�¼ t ÇÈ¼�Ã�·$³�ÇU·�¿�¾%ÂÒæ/.$»$Ç`À t ·qÂ�¿�·L¹�»m¼<¿�¾
ÀÁÃSÄM¼�» Ô
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ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ Ô J?×X©�¦��M<��¥n¦��{Ø�×X� G = (V,E)

��£X¥n¡�Ým��×X�K ��¥n¡��X¦
�g×X§��¤m¡����X¦
�X¦
 g�¤f¤w��£X¦

a, v1, v2, ..., vn−1, b�f¡��g�X£X¦
a
Ü
b
§�¦��´�áô�Ýw¤m�g¥¬¦��-£M�§� ���¥¬¡��X¦X®GJ?���

w
×M�Ó��×X�gª�¦Lªrë¤cÝw¡� g�¨�X¦S©��g¤fÝw�g�X� g¡��g��Ýw�

�
V
Ü
G′ = (V ′, E ′)

£M¦��X£X�
V ′ = V ∪ {w} Ü E ′ = E ∪ {{w, a}, {b, w}}. �d��$ª�¡�£X�g��Ýw�ÒØ�×X�

G′
��£X¥n¡�Ýw�:�g§H ¡�¤m g×X¡�Ým¦
�g×X§��g¤m¡����X¦

w, a, v1, v2, ..., vn−1, b, w

Ü�ÙM�g�� ¦��M�m� g×X��X ¡��MÙ?Ýw¦�£X¦��0§�¦��_ªrëg¤fÝw¡� �g�Þ£X�
G′
�f¦���£X�S�¤m��£X¦�©X��¤®uìS§��§�¡�¥n¡s����¤B§����

��¤m¡��cÝq��� {w, a} Ü {b, w} Üv�g§-ªrëg¤fÝw¡� � w £X� G′ ©���¤w��¦�«MÝw�g�X�¤ G  g¦��X §�×X¡�¥¬¦��LØ�×X�Ým¦�£X¦��{§�¦��Þªrëg¤fÝw¡� �g�k�m¦��/£X�Ò�¤m��£X¦
©���¤F�w��§�ª�¦
a
Ü
b.Zk�g l�©X¤m¦� ��¥¬�g��Ým��ÙÞ�m¡{Ýw¦�£X¦��¬§�¦��nªrëg¤fÝm¡� �g��£X�
G = (V,E)

�m��§�ª�¦>£M¦��Ù
a
Ü
b,Ým¡��g�X��é�¤w��£X¦3©X��¤Ù+ g¦��X�cÝw¤m×?Ü���X£X¦/�g§u�¤w� ÿ ¦

G′ = (V ′, E ′)
£X¦��M£X�

V ′ = V ∪ {w}Ü
E ′ = E ∪ {{w, a}, {b, w}}  g¦�� w ×X�á��×X�gª�¦éªrëg¤fÝm¡� g���X¦Û©��g¤fÝm��X�g ¡����Ým��� V,¦�«MÝw�g�X£X¤m�g¥¬¦��k×M�K�¤w� ÿ ¦}��/�§HØ�×X�ÒÝm¦�£X¦��{§�¦��Þªrë¤cÝw¡� ��{�m¦��/£X�Ò�¤m��£X¦
©���¤g®¨J�¡���M£X¦

w, a, v1, v2, ..., vn−1, b, w

×M�K g¡�¤f ×X¡sÝw¦}�×X§��¤f¡"���X¦MÙ
a, v1, v2, ..., vn−1, b�g�k×X�/ ���¥¬¡��X¦}�×M§��¤f¡"���M¦
�M¦n �g¤m¤w��£X¦nØ�×M�I ¦��X� $Ýq�

a
Ü
b.

ìSÚX¦�¤w�FÜ<�k��cÝq��¥n¦������ ¦��X£X¡� g¡�¦��M���£X�_£X�g¥¬¦��cÝw¤m��¤�Ø�×X�¨�X¦k��´©�¦��f¡�«X§��B�g�X ¦���Ýw¤m��¤
×M�| ¡�¤m ×M¡�Ýw¦3Ø�×X�n¤m��f×X�§sª��/�g§B©X¤f¦�«X§��¥¬�3£X�
§�¦���©X×X�g��Ým���£X�\[^]��X¡���m«��¤fXÙ�©X×X�g���g§
�¤w� ÿ ¦}Ø�×M�I¤m�g©X¤m�g�m��<Ýq�n�§H©X¤f¦�«X§��¥¬�ÓÝm¡��g�X�Ò¥-é��F£X�Ò£X¦��{ªrëg¤fÝm¡� �g�k£X�Ò�¤m��£X¦
¡�¥n©���¤g®
î_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ëgï����H� �¨¾a³MÂ$Ç`»&¸?ÀÁ»Ò·$ÅM¹�»f¼f½�¾ÓÆ¸�·S»w·ãÄ�»w·qÂ%·$³�ÇÉ¼ÓÅs¼ t ¾a³�"G¹�¸�»f¼ t ÀÈèa³/¿�·$Å<Ä�»w¾/,Å�·:2
Ãn¼3¿�·IÅ�¾%ÂFÄ�¸�·$³�Çã·qÂÓ¿�·a`cba³�À�Â�,$·$»4¹ Ô ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»m¼�»IÆ¸�·Ó¿�À tJR ¾�¹�»m¼f½�¾
³]¾3·qÂ}·$¸?Å�·$»&À`¼�³]¾³�ÀB¼<¿�Ã}ÀÁÇU·Ò¸�³ t ¼�Ã}ÀÁ³]¾�·$¸?Å�·$»&À`¼�³]¾ Ô
A �3©X¤m¦�«M§��¥¬�����0é�§�¦��¦Ó��§�£X���m��«��¤F�f¡+×M���¤m� ÿ ¦Ó��F�g×X§��g¤m¡"���X¦XÙ?©��g¤m¦}¤m� ÿ �g¤m¡�£X¦
�

§����{��¤f¡��cÝq���ÙM��k�g§HØ�×X�I�f¡��×X��®
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ��+±"!�±��87+· ¿�·$³]¾aÃ}ÀÁ³�¼áÊ�Ð�µ>Ë4Ñjïed�Ð�µ Ë ¶ Îcï�ÑGËÁÐ�Ñjï'·$³ ¸?³Z¹�»f¼f½�¾ t ¾a³
¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂ3³]¾|¾a»&ÀÈ·$³�ÇÉ¼<¿<¼aÂ

G = (V,E)
¼ t ¸X¼�ÅsÆ¸�ÀÈ·$» t ¼�Ã}ÀÁ³]¾/Â$ÀÁÃSÄ�Å�·�Æ¸�· t ¾a³�ÇU·$³�¹<¼

¼ÛÇã¾¿�¾�Â
Å�¾%Ânæ/.$»$Ç`À t ·qÂ�¿�·
G
ÄM¼aÂ¼�³�¿�¾3¸?³�¼/Â%¾aÅs¼Ûæ�·-*IÄ�¾a» t ¼<¿<¼Û¸�³]¾Û¿�·3·$ÅÁÅ�¾%ÂJ<BÄ�·$»q¾

Ä�·$»&Ã}ÀÁÇ`ÀÈ·$³�¿�¾�Æ¸�·L·$Å?æ/.$»$Ç`À t ·ÞÀÁ³�À t À`¼�ÅM¿�·k¿�À tJR ¾ t ¼�Ã}ÀÁ³]¾kÂ%·m¼ÒÀs¹�¸M¼�Å�¼�Å?æ/.$»&Ç`À t ·Q"B³�¼�Å Ô 7�À·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾ R ¼�Ã}ÀÁÅ ÇU¾a³�À`¼�³]¾n·qÂ t ·$»&»f¼<¿�¾'<B¼�¿�À tJR ¾ t ¼�Ã}ÀÁ³]¾�Â%·�Å�·I¿�·$³]¾aÃ}ÀÁ³�¼ÒÊ<ËÍÌaÊ��GËÁÎ�ï
d�Ð�µ Ë ¶ Î�ï�ÑGËÁÐ�Ñ�ï Ô
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=G¡��×X¤m� 	 ® ��; í A �/�¤w� ÿ ¦
�d×X§��g¤m¡"���X¦

¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±"!�±"! 7+·�¿�À t ·¬Æ¸�·n¸�³ ü Ì�Ðgf�ï ³]¾Û¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿�¾
G = (V,E)

·qÂhd�Ð�µ Ë ¶ji
Îcï�ÑGËÍÐ�Ñ�ï>Â$À t ¾a³�Ç`ÀÈ·$³]·Ò¸�³ t ÀÁ» t ¸?ÀÁÇã¾ R ¼�Ã}ÀÁÅ Çã¾a³�À`¼�³]¾ Ô
�H¦��0�¤w� ÿ ¦��¨ÚX��¥¬¡�§sÝm¦��X¡����X¦��dÝw¡��g�X�g���m×�¦�¤m¡����¬����§��f¡��×X¡���<Ýw�dÿf×X�g�¦�©X¤m¦�©M×X��cÝw¦

©�¦�¤LjL��¥¬¡�§sÝm¦��+íB�g�X g¦���Ým¤w��¤k×X�K ¡�¤m ×M¡�Ýw¦
Ø�×X��Ù�©����w���X£M¦�©�¦�¤FÝw¦�£X¦��k§�¦��Fªrëg¤fÝw¡� �g�L£X�§
£X¦�£X� ���g£X¤m¦|o`��Ým¤w�%ª3ë��£M�}§����:��¤f¡��cÝq���qp&Ù�Ým�¤m¥n¡��M���g�º�§G£X��ªrë¤fÝm¡� g�Ó£X�Ó©���¤fÝm¡�£��¬�m¡��
©����w��¤{£X¦��Fª��g ��L©�¦�¤{�g§H¥¬¡��m¥n¦Óªrëg¤fÝm¡� �¬oÍ�w��§sª�¦
�§H£X�Ò©���¤cÝw¡�£��<p$®

kG�g�m���}§"�}��©���¤m��<Ýw�Ò�f¡�¥n¡�§s¡sÝm×X£� ¦��/§��Ó£X�ÛìX�X¡� g¡�¢���£M�Ò§�¦��Þ�¤w� ÿ ¦��F�g×X§��g¤m¡"���X¦��Òo`�g�
×X�Ö ���f¦/�g§�ëg� ÿ ���f¡���£X�g§d�g�fÝm×X£X¡�¦��g�fÝêé�©X×X�g�fÝm¦/��Ö§�¦��Sªrëg¤fÝw¡� �g��Üv��º�§u¦�Ýw¤f¦3��Ö§����
��¤m¡��fÝq���qp:��M ¦��<Ýw¤w��¤�×X�| ¡�¤m g×X¡�Ým¦/Ú���¥¬¡�§sÝw¦��X¡����X¦��g�>×X�|�¤w� ÿ ¦/©M×X�£X�¬�X¦K�f�¤IÝw��¤m��
ÿ é� ¡�§+©M×X��k�X¦
�m�I g¦��X¦� g�I×X���
 ��¤m�� gÝm�¤m¡èç��� g¡�¢���£X�Ò§�¦��F�¤w� ÿ ¦��{ÚX��¥n¡�§sÝm¦��X¡����X¦��g®

�B���¥¬¦��S��§��×X�X¦��k¤m�g�m×X§sÝq��£X¦��S�f��X g¡�§�§�¦��k¤f�§��� ¡�¦�����£M¦��k ¦��v§�¦��k�¤w� ÿ ¦��LÚX��¥¬¡�§sÝw¦fæ
�X¡"���M¦��Io4��§��×X�M¦
£M�I�g§�§�¦��Þ�m¡���£X�¥n¦��cÝw¤w�� ¡�¢���p$®
ß Ïkï�Ì�Ï?µ|Ð>�+±"!�±�ClN¨Å t ¸=,$¾

Qn

·qÂ R ¼�Ã}ÀÁÅ Çã¾a³�À`¼�³]¾SÄM¼�»m¼ t ¼<¿<¼
n ≥ 2 Ô

ç ·$Ã�¾%Â$Ç4»f¼ t ÀÈèa³ Ô Zk�3çg¦�����¥n¦��Þ©�¦�¤{¡��X£X×X g ¡�¢����m¦�«X¤f� n ®m Ðn�Ï3ý´Ï�Ë`Ñ´ý��´Ê<Ê<Ë`Õ�ÑB~
Q2
��¨Ú���¥n¡�§sÝm¦��M¡����M¦�o

(0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0), (0, 0)��k×M�K g¡� g§�¦}Ú���¥n¡�§sÝm¦��M¡����M¦}£X�
Q2
p$®

X Ðg�Âï ý�ÏZË`ÑGý��´Ê<Ê<Ë`Õ�Ñ_~ J?×X©�¦��X���¥n¦��nØ�×M�
Qn
���ÚX��¥¬¡�§sÝw¦��X¡����X¦º�K¡�£X�g��Ýw¡Aì æ

 ���¥n¦��
Qn+1

 g¦��é�§-©X¤f¦�£X×X gÝm¦
Qn × Q1

®okG¦�¤:ÚX¡�©�¢�Ýw�g�m¡��:£M�}¡��X£X×X g ¡�¢��
Qn
Ým¡��g�X�
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×M�ë ¡�¤m ×M¡�Ýw¦ÛÚ���¥n¡�§sÝm¦��X¡����X¦M®º�d§�¡�¥n¡s�����X£M¦Û§"�Û¥n¡��m¥¬�Û��¤f¡��cÝq�Û��ë ��£��v×X�X¦é£X�3§�¦��
 g¡�¤f ×X¡sÝw¦��0Ú���¥n¡�§sÝw¦��X¡����X¦��¨£X��§����0£X¦��F g¦�©X¡����Þ£X�

Qn

Ü� �g¤m¤w���X£X¦
�g§+�¤w� ÿ ¦Ó¦�«MÝm��X¡�£X¦
�p����£X¡���X£X¦�§"���I��¤m¡��cÝq����Ø�×X�n ¦��X� $Ýq���|§�¦�����ô�Ýw¤f�¥n¦��I£X�
§�¦��� ��¥n¡��X¦��:�m¡�¥n©X§����¤f��æ
�f×X§�Ýw����Ým��{�m�Ò¦�«MÝm¡��g�X�Ò×M�K g¡�¤m g×X¡sÝw¦}Ú���¥n¡�§sÝm¦��X¡����X¦Ó£X�

Qn+1.�H¦��I g¡�¤f ×X¡sÝw¦���£X�nÚ���¥¬¡�§sÝw¦��vÝw¡��g�X��|��©X§�¡� �� ¡�¢��º��§d£M��X¦�¥¬¡�����£X¦�©X¤f¦�«X§��¥¬�3£X�
§�¦��k g¢�£X¡��¦��k£X�rq�¤w��Ü�Ù� ¦��X�m¡��fÝw�g��Ým����Û£X�$Ýw�¤f¥¬¡�����¤{�m¡�Ú��%Ü�×X���¬¦�¤m£X�g���� ¡�¢��K£X��§����
©X��§"��«M¤w���¬£M�

n
«X¡sÝw�ÙF£X�Û¥¬���X�¤m�|Ø�×M�é�f¡�Ým×����X£X¦>×X���>©���§"��«X¤m�|�g�6 ���£��>×X���>£X�

§����S�m�g  g¡�¦��X�g�Ò g¡�¤f ×X§���¤m�g�
oÍØ�×X��f¡�Ýw¦��qpL��º§�¦��SØ�×X�}ÚX�g¥¬¦��:£X¡�ª�¡�£M¡�£X¦¬×X�º gl�¤f ×X§�¦XÙ�£X¦��
�f� g ¡�¦��X��k ¦���Ýw¡��×����F£M¡èì��g¤w������/×X�%óX�X¡� g¦
«X¡�Ý®

�B����¥¬¦��� g¢�¥n¦��f�n©M×X�£X�g�| ¦��M�fÝw¤f×X¡�¤� g¢�£X¡��¦���£X�\qÒ¤m�%Üv��©X��¤fÝm¡�¤:£M�
 ¡�¤m ×M¡�Ýw¦��
ÚX��¥¬¡�§sÝw¦��X¡����X¦��0��

Qn

®
� ¦��X�f¡�£X�g¤m�¥n¦���§�¦���ªrëg¤fÝm¡� �g�Ó£X� Qn

o`¡4® ��®Û§"����©���§"��«M¤w����£X�
n
«X¡�Ým�qpÒ�m�3óX�ë¡��=æ

£M¡� ���¥¬¦��+����f×� ¦��X�fÝm¤m×X g ¡�¢���o`¡4® ��®�Ù�£X� ÿ ¦�¤m¥¬�FØ�×X�_£X¦���ªrëg¤fÝm¡� �g�G��£MÜ<�� g��<Ýw�g�G£X¡èì��g¤w���
�g��×X�ÌóX�X¡� ¦}«M¡�Ý&p&® � ×���§�Ø�×M¡��g¤Þ ¡�¤m ×M¡�Ýw¦�Ú���¥n¡�§sÝm¦��X¡����X¦��f¦�«X¤m���g§+ g×X«�¦ Qn

£��Ó§�×M<��¤
��×X�é ¢�£X¡��¦�£X�\q�¤w�%Ü�®hkG¦�¤:�Uÿf�g¥¬©M§�¦XÙ]�g§u�f¡��×X¡���<Ýw�� ���¥n¡��M¦�Ú���¥n¡�§sÝm¦��M¡����M¦�£X�

Q3£X�}§�×X<��¤0�}×M�� ¢�£M¡��¦Ó£X�oq�¤w��ÜéoÍ©���¤m�Ó�§�§�¦XÙ���F�m×=ì� ¡���<Ýw��¤m�©M¤m��f��<Ýq��¤f§�¦
£M� ÿ ¦�¤m¥¬�
 g¡�¤f ×X§���¤Þ�m�3óX�K�m�ÒÚ��
¡��X£X¡� ��£X¦<p$í

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1),

(1, 0, 1), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 0).

î_� Ï�µ! ¶ ï �+±"!�±��lN0Å´¹�»f¼f½�¾K¿�·nÅs¼o"G¹�¸?»f¼�8 Ô%$kö ·qÂ R ¼�Ã}ÀÁÅ Çã¾a³�À`¼�³]¾ Ô 7+·nÃ}¸�·qÂ$Ç4»f¼Û¸�³t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾ R ¼�Ã}ÀÁÅ Çã¾a³�À`¼�³]¾ Ô
� ¦�¥n¦}�m�Ò g¦�¥¬�g��Ým¢XÙX�M¦
�m¡��¥n©X¤m�:��{�f��X g¡�§�§�¦Ó£X�$Ýw�¤f¥¬¡�����¤0�m¡+×X���¤w� ÿ ¦Ó�m¡�¥n©X§��LÜ g¦��X�áôM¦
£���£M¦
�g�FÚ���¥n¡�§sÝm¦��M¡����X¦�©X×X��gÙ�©���¤w�Ó�§�§�¦MÙ?�g§�óX�M¡� ¦Ó ¤m¡sÝw�g¤m¡�¦�Ø�×X�:Ýw��M�¥n¦��{�

©M¤m¡�¦�¤m¡���:��×X��cÝw¤w��ÚX��«X¡�§�¡�£���£K©���¤w�¬��M ¦��<Ýw¤w��¤:¦��X¦�×X�v ¡�¤f ×X¡sÝw¦¬Ú���¥n¡�§sÝm¦��M¡����M¦¬��
�g§+�¤m� ÿ ¦Ó£���£X¦X®B���Ó�m¡��×X¡���<Ýw�:©M¤m¦�©�¦��f¡� g¡�¢����X¦��F��©�¦�¤fÝw�Ó×X��¤f��m×M§�Ýq��£X¦}Ø�×X�Ò©��g¤m¥n¡�Ýw�
 g¦��X g§�×X¡�¤FØ�×X�I g¡��g¤fÝw¦��{�¤m� ÿ ¦��F�X¦
�m¦��/Ú���¥n¡�§ Ýw¦��M¡����M¦��®
X Ì_ïW ©ïs��Ë`Ê<ËÍÕ�Ñ��+±"!�±`��� 7+·m¼

G = (V,E)
¸�³é¹�»f¼f½�¾¬Â$ÀÁÃSÄ�Å�· t ¾a³]·få?¾�ÇÈ¼�ÅdÆ¸�· |V | ≥

3 Ô 7�À G ·qÂ R ¼�Ã}ÀÁÅ ÇU¾a³�À`¼�³]¾'<�·$³�Çã¾a³ t ·qÂ�ÄM¼�»f¼ t ¼<¿<¼vÂ$¸=, t ¾a³ 5 ¸?³�Çã¾ U ⊆ V
·$Åu¹�»m¼f½�¾

¾/,Çã·$³�À`¿�¾Ò¼�Å�·$Å ÀÁÃ}ÀÁ³�¼�»F¿�·
V
Å�¾%ÂFæ/.$»&Ç`À t ·qÂ{¿�·

U
âÒÅs¼aÂk¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂFÀÁ³ t À`¿�·$³�Çã·qÂ t ¾a³�¿�À tJR ¾%Â

æ/.$»&Ç`À t ·qÂÒÇ4ÀÈ·$³]·�¼�Å�¾ÓÂ$¸?Ã�¾ |U | t ¾aÃSÄ�¾a³]·$³�ÇU·qÂ t ¾�³�·få�¼�Â Ô
ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ Ô J?¡-�g§-�¤m� ÿ ¦ G �g��ÚX��¥¬¡�§sÝw¦��X¡����X¦XÙ��g��Ým¦��X g��� ¦��<Ýw¡���X�Ó×M�é ¡�¤f ×X¡sÝw¦ÚX��¥¬¡�§sÝw¦��X¡����X¦

a, v1, v2, ..., vn−1, a.
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J?���
H
�g§´�¤m� ÿ ¦ ÿ ¦�¤m¥¬��£X¦
©�¦�¤k§�¦��Fªrë¤cÝw¡� g��kÜK��¤f¡��cÝq���{£X�§´ g¡�¤f ×X¡sÝw¦¬���<Ýw�¤f¡�¦�¤gÙXÜ/�m��

U ⊆ V.
o 5 «M�8ë¤cª���f�3Ø�×X��§�¦��Òªrë¤fÝm¡� g���£X�

H
�m¦��>§�¦��I¥n¡��f¥¬¦��ÒØ�×M��§�¦��I£X�g§¨�¤w� ÿ ¦

¦�¤m¡��¡�����§
G).
J?���

k
�g§G�+óX¥n�¤f¦�£X�� g¦�¥¬©�¦��X��<Ýw��S ¦��M��ôM���:£X�§G�¤m� ÿ ¦

(V − U,E ′)£X¦��X£X�
E ′
�g�¨�g§��m×X«� g¦��aÿf×X�<Ýw¦�£X�L��¤f¡��fÝw���B£X�

G
 ���¤m�� gÝm�¤m¡èç���£X¦�©�¦�¤_�§�ÚX� qÚX¦�£X�kØ�×X�

�m×X�d��ô�Ýw¤f�¥n¦��d©��¤cÝw�g�X� g����
V −U Ù�ÜÓ�f��� k′ �g§X�+óM¥¬�g¤m¦�£X�F g¦�¥¬©�¦��X��<Ýw�g�B g¦��X�áôX���£X�§H�m×X«X�¤w� ÿ ¦n£X�

H
¦�«MÝm��X¡�£X¦n��§H�§�¡�¥n¡s����¤Þ£M�

H
§�¦��Þªrë¤cÝw¡� g��k©��g¤fÝw�g�X� g¡��g��Ýw�g�:�

Uÿf×X��Ým¦é ¦��á§"���Ó��¤f¡��fÝw����¡��X g¡�£X�g��Ým��Ó ¦��á�§�§�¦��g®Ö�uª�¡�£X�g��Ým�¥n��<Ýw��Ù
k ≤ k′

®4kd×X�g�fÝw¦
Ø�×M�}�§G�¤w� ÿ ¦

H
�m�Ó©X×X�g£X�}¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýq��¤� ¦�¥n¦��g�º§��(ì��×X¤m� 	 ® �3÷ Ù���:¦�«<ª?¡�¦�Ø�×X�
��§

�§�¡�¥n¡�����¤u×X�¬©X×X�<Ýw¦�oÁÜ
§����_��¤f¡��cÝq���B¡��X g¡�£X�g��Ýw�g�_ g¦��-ë§"pu�§���×X�$ª�¦��¤m� ÿ ¦����ml�¦�«MÝw�g�X¡�£X¦
��� g¦��X��ô?¦êo`�g��£X�g ¡�¤Ù0Ýw¡��g�X�K×X�X�hóX�M¡� �| ¦�¥¬©�¦��M���Ým�Û g¦��X�áôM�<p$Ù{��§k�g§�¡�¥¬¡s����¤}£X¦��
©X×X��Ým¦���oÁÜº§"���I��¤m¡��cÝq���Ò¡��X ¡�£X��<Ýw�g�� g¦��|�§�§�¦��qpS�g§_��×X�gª�¦Û�¤m� ÿ ¦K���flB¦�«MÝw�g�X¡�£M¦/Ým¡��g�X�
 ¦�¥n¦é¥Ó×M &ÚX¦é£X¦��} ¦�¥n©�¦��X�g��Ým��} ¦��X��ôM���}Ü ���ml0�m×X g��f¡�ª���¥¬�g��Ýw��® �d�ë���X�g¤w��§Þ�m¡
Ø�×M¡�Ýq��¥¬¦��

p
ªrëg¤fÝw¡� �g�vo ÿf×X�<Ýw¦| g¦����m×X����¤f¡��fÝw���
¡��X ¡�£X��<Ýw��wp}¦�«MÝm��X�g¥¬¦��¬×M���¤m� ÿ ¦

 ¦��+ÙX��§�¦��m×X¥n¦XÙ
p
 ¦�¥n©�¦��X�g��Ým��F g¦��X�áôX���®ukG¦�¤Þ ¦��X�m¡��×X¡��g��Ým�

k ≤ k′ ≤ p = |U | ®
�d§�¤m�g�m×X§sÝq��£X¦Ó����Ým�¤f¡�¦�¤_�X¦��Þ��©�¦�¤cÝq��×X������×X�gªa�ÓÚX�¤f¤w��¥n¡��g��Ýw�� g¦��3§���Ø�×X�:©�¦�£X�áæ

¥¬¦��F£M�¥n¦��fÝm¤w��¤FØ�×X����§��×X�M¦��F�¤m� ÿ ¦��F�X¦n�f¦��/Ú���¥n¡�§sÝm¦��M¡����M¦��®
î�� Ï�µ! ¶ ï>�+±Á!�±`���Z7�ÀB¼�Å�¹�»m¼f½�¾

G
¿�·�Ås¼�"G¹�¸�»f¼�8 Ôjv�w Å�·IÆ¸?ÀÁÇÈ¼�Ã�¾%Â�·$Å�x�³�À t ¾
æ/.$»&Ç`À t ·¿�·K¹�»m¼<¿�¾y86Æ¸�·ºÇ4ÀÈ·$³]·ºâáÂ$¸<Â>¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂºÀÁ³ t À`¿�·$³�Çã·qÂJ</·$Å{¹�»m¼f½�¾ë»w·qÂ$¸�Å ÇÉ¼�³�Çã·ÖÇ`ÀÈ·$³]· vt ¾aÃSÄ�¾a³]·$³�Çã·qÂ t ¾a³]·få�¼aÂJ<]Ä�¾a»�ÇÉ¼�³�Çã¾n³]¾3·qÂ R ¼�Ã}ÀÁÅ ÇU¾a³�À`¼�³]¾ Ô
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î_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ëgï������ ç ·$Çã·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»SÂ$À¨·$Å�¹�»f¼f½�¾
H
¿�·IÅs¼�"G¹�¸�»m¼�8 Ôjv�w ·qÂaz�¼�Ã}ÀÁÅ ÇU¾a³�À`¼�³]¾ Ô

{¼ù}| ~ ýu�^�fû\ü 2Þ*�1��n,32Þ*´�h�	û�ü8� �Òh:��ûDý-1g*´� û��32�� 1����-ü+*�ýu�
kd×X�g£X�{�m�g¤B¡���Ýw�g¤m�g�w���<Ýw��Ù�©�¦�¤u�Uÿf�g¥¬©M§�¦: ×����X£X¦Ò×X�
�¤w� ÿ ¦�¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýw�I×X�X��¤m�g£n£M�{ g¦�æ
¥Ó×X�M¡� ��� ¡�¦��X��gÙ?�/�X��£X¡�¤_��§��×M���I¡�� ÿ ¦�¤m¥¬�� g¡�¢��¬��§����¨��¤m¡��fÝw���Ù�Ø�×X�S¥n¡�£��Ò©�¦�¤¨�ãÿf�¥n©X§�¦
£M¡èì� g×X§�Ýw��£X���¦�¤m¦��¤êé�ì� ���ÙG§�¦��X�¡�Ým×X£X��I£M�� ���¥n¡��X¦��ÙG¤f��f¡��fÝm��X g¡"����£X��¥¬��Ýw�g¤m¡���§��g�®s®�®
�d�/��fÝm�I�m�g��Ým¡�£X¦n�g�k£X�Ò×MÝm¡�§�¡�£���£�§"�Ó�m¡��×X¡��g��Ýw�:£X�Ûì��M¡� ¡�¢��+®
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ��+±�C+±4�'²�³ ü Ì�ÐgfKï|Ï�Î%Ë�����Ï<Î%Ð�ýjï�·qÂ�¸�³�¼ v 2ãÇ4¸%Ä�Ås¼ (V,E, d), ·$³vÅs¼�Æ¸�·
(V,E)

·qÂÒ¸?³/¹�»f¼f½�¾ÓÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·�â
d
·qÂÒ¸�³�¼L½&¸?³ t ÀÈèa³
d : E → R.

; Å ¼/ÀÁÃn¼%¹�·$³ ¿�·Ó¸�³�¼Û¼�»&À�Â$ÇÉ¼�Ã�·w¿�À`¼�³�Çã·
d
Â%·}Å�·
¿�·$³]¾aÃ}ÀÁ³�¼}Ï<Î�Ë��Q�´Ï<Î%Ð6¾r BÏ��Âïê¿�·

Ås¼�¼�»&À�Â$ÇÉ¼ Ô 6ED�·$» t ¾aÃ�¾�· 5 ·$ÃSÄ�Å�¾}Ås¼�"G¹�¸?»f¼F8 Ôjv�� 9
�d§G�m¡��×X¡��g��Ým����§��¦�¤m¡sÝm¥n¦MÙ� ¦��M¦� ¡�£X¦� ¦�¥n¦���§��¦�¤f¡sÝw¥
¦¬£M��òL¡ ÿ}���fÝm¤w�MÙ�¤f��m×M�§�ª��Ó�g§

£M��X¦�¥n¡��X��£X¦}©X¤m¦�«M§��¥¬�Ó£X�g§� ��¥n¡��X¦}¥nl��M¡�¥
¦X®
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X Ì_ïW� ¶ Ï?µ|Ð+± ò:��£X¦��S×X�v�¤w� ÿ ¦¬�$Ýw¡�Ø�×X�$Ýq��£M¦�Ü/£X¦��Lªrë¤cÝw¡� ��

u
Ü
v
Ù�£X�gÝm�¤m¥n¡�����¤k×X�

 ��¥n¡��X¦º�g��Ým¤m�
u
Ü
v
Ýw��§FØ�×X�K§��º�m×M¥��º£X�/§"���
�gÝm¡�Ø�×X�gÝw���n£X�/§"���
��¤m¡��fÝq���
Ø�×X�K§�¦

 g¦�¥n©�¦��X����m���¥¬l��X¡�¥¬�?®GìY£X¡� qÚ����f×X¥¬���m�S§��L£X�g�X¦�¥n¡����Ò§�¦��X�¡�Ým×X£¬£M�§� ��¥n¡��X¦I��
�g§H�¤w� ÿ ¦
�gÝm¡�Ø�×X�$Ýq��£X¦
� ï�Î%Ð+~ �d� �§}��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦��m¡��×X¡���<Ýw� �f�á�m¦�«X¤f��g��Ýw¡���M£X�ëØ�×X� ∞ ��é¥���Ü�¦�¤ÛØ�×X�
 g×���§�Ø�×M¡��¤¨�+óX¥n�g¤m¦Ó¤m���§ÈÙ�Ø�×M�

G
�g�Þ×X�3�¤w� ÿ ¦Ó�$Ýw¡�Ø�×X�gÝw��£X¦} g¦��X�áô?¦}Ü¬Ø�×M��©���¤w�� ���£��

©X��¤{£X��ªrëg¤fÝw¡� �g�k�X¦¬��£MÜ<�� g���Ým��
x, y
�f�ÒÝw¡���X��Ø�×X�

d({x, y}) =∞ ®
û ¶`ü ï�ÌaËÁÎ%µhïÖý´Ï ¯ Ë ��� �gÎ%Ì�Ð+±

î Ñ�Î%Ì�Ð�ý�Ð í
G = (V,E, d)

Ù
u, v ∈ V

L(u) := 0
L(x) :=∞ ©X��¤w�} ���£�� x 6= u
T := ∅� ÚX¡�§�� v /∈ T

x := a
�m¡���X£M¦

a
×X��ªrëg¤fÝw¡� �ÒØ�×X�I�X¦
��fÝ8ëI��

T
 g¦��

L(a)
¥¬l��X¡�¥n¦

T := T ∪ {x}ÿ ¦�¤
y /∈ T¡ ÿ
L(x) + d({x, y}) < L(y)

ÝwÚM��
L(y) := L(x) + d({x, y}),
f(y) := xþ+Ð ¶ Ë`ý´Ð í

L(v)
��{§"�Ó§�¦��M�¡�Ým×X£3£X�g§H ���¥n¡��M¦}¥¬l��X¡�¥n¦M®

(v, f(v), f(f(v)), ..., u)
��k�g§H ���¥n¡��X¦}¥¬l��X¡�¥n¦Ó£X�

v
�
u
®

î_� Ï�µ! ¶ ï �+±�C+±�� B ¸�Â t ¼�Ã�¾%Â¨Ä�¾a»�·qÂ$Çã·�¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ4Ã�¾¬·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾ÓÃ # ³XÀÁÃ�¾¬·$³�Ç`»w·
a
â
d·$³|·$Å�¹�»m¼f½�¾�·$Ç`À`Æ¸�·$ÇÈ¼<¿�¾�¿�·ÒÅs¼�"G¹�¸?»f¼F8 Ôjv��<Ô

� ¦�¥¬¡����ç�º�§{��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦º���m¡�������X£X¦ L(a) = 0
Ü
L(x) = ∞ ©���¤m�º�§{¤f��fÝm¦|£X�

ªrëg¤fÝm¡� �g�®�òS�I�g�fÝw�I¥n¦�£X¦Xí
T = {a}.

ìLÚX¦�¤m�
�m�Ò ×X¥n©X§���Ø�×X��í

L(a) + 2 = 2 < L(b) =∞ L(a) + 5 = 5 < L(h) =∞.

� ¦��K§�¦
Ø�×X�I§�¦��2óX�M¡� ¦��Fª���§�¦�¤m�g�{©X��¤w�}§�¦��FØ�×M� L  ��¥Ó«X¡"�Ó�f¦��+í

L(b) = 2 L(h) = 5.
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� ��£X�g¥é��í

f(b) = f(h) = a.

ìSÚM¦�¤w�}�§+ªa��§�¦�¤Þ¥nl��X¡�¥n¦Ó£X�
L
§�¦ÓÝw¡��g�X���§+ªrë¤cÝw¡� �

b
Ü
b /∈ T

Ù� g¦��/§�¦}Ø�×X�

T = {a, b}.
ìSÚX¦�¤m�
�f�I g×X¥¬©M§���Ø�×X��í

L(b) + 3 = 5 < L(c) =∞ L(a) + 1 = 3 < L(i) =∞.

� ¦��/§�¦}Ø�×M�I§�¦��zóX�X¡� g¦��Fªa��§�¦�¤f��F©���¤m�
§�¦��FØ�×X� L  ���¥Ó«X¡��Ó�m¦��]í

L(c) = 5 L(i) = 3.

� ��£X�g¥é��í
f(c) = f(i) = b.

ìSÚX¦�¤m�
�g§+ª���§�¦�¤F¥nl��X¡�¥n¦Ó£X�
L
§�¦}Ýw¡���M�Ò�g§+ªrë¤fÝm¡� g�

i
 ¦��/§�¦}Ø�×X�

T = {a, b, i}.
ìSÚX¦�¤m�
�f�I g×X¥¬©M§���Ø�×X��í

L(i) + 3 = 6 < L(d) =∞ L(i) + 2 = 5 < L(f) =∞.

� ¦��/§�¦}Ø�×M�I§�¦��zóX�X¡� g¦��Fªa��§�¦�¤f��F©���¤m�
§�¦��FØ�×X� L  ���¥Ó«X¡��Ó�m¦��]í

L(d) = 6 L(f) = 5.

� ��£X�g¥é��í
f(d) = f(f) = i.

ìSÚX¦�¤m�/�§dª���§�¦�¤Ò¥nl��X¡�¥
¦�£X�
L
§�¦�Ým¡���M��|§�¦���ªrëg¤fÝw¡� �g�

c
Ù
f
Ü
h
 g¦��|§�¦/Ø�×X�¬�§�¡ ÿf¦

×X�X¦n£X�Ò�§�§�¦��ÙM©�¦�¤F�Uÿf�¥n©X§�¦
�g§
f
ÙX£X�Ò¥¬¦�£X¦}Ø�×X��í

T = {a, b, i, f}.
ìSÚX¦�¤m�
�f�I g×X¥¬©M§���Ø�×X��í

L(f) + 1 = 6 < L(e) =∞ L(f) + 3 = 8 < L(g) =∞.
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� ¦��K§�¦
Ø�×X�I§�¦��2óX�M¡� ¦��Fª���§�¦�¤m�g�{©X��¤w�}§�¦��FØ�×M� L  ��¥Ó«X¡"�Ó�f¦��+í

L(e) = 6 L(g) = 8.

�8��£X�¥-é��gí
f(e) = f(g) = f.

ìLÚX¦�¤m�n�g§Hªa��§�¦�¤{¥nl��M¡�¥n¦}£X�
L
§�¦}Ýw¡���X�g�K§�¦��Fªrëg¤fÝm¡� �g�

c
ÙXÜ

h
 ¦��/§�¦
Ø�×X�I�§�¡ ÿf¦}×X�X¦

£M�I�g§�§�¦��ÙM©�¦�¤F�Uÿf�g¥¬©X§�¦
�g§
c
ÙX£X�Ò¥n¦�£X¦
Ø�×X��í

T = {a, b, i, f, c}.
ík¦K�f�n ×X¥n©X§��
��×M�X ��/§��� g¦��X£M¡� ¡�¢��º©���¤m��Ø�×M�¬Ú���Ü<�/ ��¥Ó«X¡�¦��®n�d§dªa��§�¦�¤�¥¬l��X¡�¥n¦
£M�

L
§�¦ÓÝw¡��g�X�����Ým¦��X g��L�g§+ªrë¤cÝw¡� �

h
 ¦��/§�¦}Ø�×X��í

T = {a, b, i, f, c, h}.
�G��¥n©�¦� ¦���ÚX¦�¤m�I�f�L ×M¥¬©X§��{��×X�M ���§��Ò ¦��X£X¡� g¡�¢��n©X��¤w�ÒØ�×X�LÚ��%Ü<�I ��¥Ó«X¡�¦��g®-ìLÚX¦�¤w�
�g§Hª���§�¦�¤{¥nl��M¡�¥
¦}£X�

L
§�¦}Ýw¡��g�X�g�K§�¦��Fªrëg¤fÝm¡� �g�

d
Ù
e
 g¦��Û§�¦nØ�×X���g§�¡ ÿf¦
×X�M¦¬£X���g§�§�¦��Ù

©�¦�¤:�Uÿf�¥n©X§�¦��§
d
o4���fl-�§u��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦nÝw�g¤m¥n¡�����¤8é¬��º�g§u©X���m¦3�m¡��×X¡��g��Ým�%p&Ù+£X�Ó¥¬¦�£M¦

Ø�×X��í
T = {a, b, i, f, c, h, d}.

�G��¥n©�¦� ¦n��ÚX¦�¤w�}�m�Ò ×X¥n©X§�����×X�X �n§��} g¦��X£X¡� ¡�¢���©���¤m�
Ø�×X�ÒÚ��%Ü<�
 ��¥Ó«X¡�¦��®
òS�I�g�fÝq�
¥¬���X�g¤w�}�§H ��¥n¡��X¦}¥-é��F g¦�¤fÝm¦n�g��Ýw¤f�

a
Ü
d
Ým¡���M�Ò§�¦��X�¡sÝw×X£ z Ü3�g�í

(d, f(d) = i, f(i) = b, f(b) = a).

î_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ëgï���� ñà²�Ç4ÀÁÅ À+*%¼�»Ö·$Å:¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ4Ã�¾á¿�· ç À 5�� Â$Ç`»m¼ÛÄM¼�»f¼�·$³ t ¾a³�Ç`»f¼�»Ö·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾Ã # ³�ÀÁÃ�¾n·$³�Ç4»w·�Å�¾%Â�æ/.$»&Ç`À t ·qÂ
a
â
e
¿�·$Å�¹�»f¼f½�¾�·$Ç`À`Æ¸�·$ÇÈ¼<¿�¾n¿�·�Ås¼�"G¹�¸�»f¼�8 Ô%$kö�Ô z�¼�ÅÁÅs¼�»ÇÈ¼�Ã\,À�.$³|·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾
ÃnäaÂ t ¾a»&ÇU¾�·$³�Ç4»w·ÒÅ�¾%ÂIæ/.$»&Ç`À t ·qÂ

g
â
c.

�H¦��� ���¥¬¡��X¦��I¥¬l��X¡�¥n¦��I�m¦��á¥Ó×MÜ¿ó?Ýw¡�§���I�� ¤m�£M��Ó£X�� ¦�¥Ó×X�X¡� �� ¡�¢��|¦Û¤m�£M��
£M�ÒÝw¤w���X�m©�¦�¤cÝw�Ò©���¤w�
¦�©MÝw¡�¥¬¡èç��¤Þ§��}¥����M�¤w�}£X�I�g��ª�¡"��¤{¡�� ÿ ¦�¤f¥��� ¡�¢���¦n ��¤m��
��<Ýw¤m�
£M¦��Þ©X×X�<Ýw¦��0 ¦��X�g gÝw��£X¦��Þ©�¦�¤0×X����¤m�g£+®B��¦��Þ©��g�m¦��Þ©X×X�£M���¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýq��¤F£X¡��fÝq���M ¡����
¦n©X×X�g£X��v¤f� g¦���g¤L¦�Ým¤m¦
Ýw¡�©�¦n£X�I¡�� ÿ ¦�¤m¥¬�� g¡�¢��+íuÝw¡��g¥n©�¦MÙ� g¦��fÝm��Ù�£X¡Aì� g×X§�Ýw��£/¦�¤f¦��¤êé_æ
ìX ��M®s®�®
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=-¡��×X¤w� 	 ® ��� í

{(ù£¢ ¤ ý�¥mûIh$2�ü
�B�f©�� g¡"��§�¥¬�g��Ým�zóMÝw¡�§?��}§�¦:Ø�×X�{����©M§�¡� �� g¡�¦��X��G¡�� ÿ ¦�¤f¥�¦aÝw¡s ����-�f�F¤m��§X�¤m�F�g�d×X�
 g¡��g¤fÝw¦
Ýw¡�©�¦3£X�n�¤m� ÿ ¦��m¡�¥¬©M§���ÙH§�§���¥n��£X¦7¦�¤m«�¦�§4ÙHØ�×X�n�m�n�g¥¬©X§����?Ù��g��Ýw¤f�n¦�Ým¤w���� ¦��m���Ù´©���¤m�
 ¦��X�cÝw¤f×X¡�¤0��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��_��§� g¡���<Ýw�g�F£X�g�fÝm¡�����£M¦��F��§�¦� ���§�¡©¨��¤_¡sÝw�g¥¬�_��3×X�X�Ó§�¡��cÝq�MÙ�©���¤m�
 ¦��X�cÝw¤f×X¡�¤�¤m�g£X��I£X�
¦�¤f£X�����£X¦�¤f��I g¦��Ö�§d¥nl��X¡�¥
¦3 g¦��fÝm��Ù´©���¤w�� g¦��X�cÝw¤m×M¡�¤� ¢�£X¡��¦��
��§� g¡��g��Ýw�g�u£X�g�fÝm¡�����£M¦��u�S��§�¥¬�� �g����¤HÜÒÝw¤w���X�m¥n¡�Ým¡�¤�£���Ým¦��Ù�©���¤w�L������§�¡%¨��¤´��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦��
£X�Ò¦�¤m£X�g���� g¡�¢��]®�®s®
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±��+±`�'²´³AªMÌ>��ï ¶ ·qÂ�¸�³v¹�»f¼f½�¾�³]¾3¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿�¾'< t ¾a³]·få?¾�â¬Â$ÀÁ³ t ÀÁ» t ¸?ÀÁÇã¾%Â
Â$ÀÁÃSÄ�Å�·qÂ Ô
«C�¬�gÏ�Ì'MÐ�Ê<ËÍÕ�Ñ6�+±��H±��D�¨¾aÃ�¾{¸�³nä�»�,$¾aÅ�³]¾kÇ`ÀÈ·$³]· t ÀÁ» t ¸�ÀÁÇU¾%ÂuÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·qÂJ<�ÇÈ¼�ÃSÄ�¾ t ¾-Ä�¸�·m¿�·
ÇU·$³]·$»Ò¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂ�Ãcx�Å Ç`À Ä�Å�·qÂ�¾ÓÅs¼'*a¾%ÂJ<�Ä�¾a»:Å�¾
Æ¸�· t ¸X¼�ÅsÆ¸�ÀÈ·$»Òä�»�,$¾aÅ�·qÂ�¸�³3¹�»f¼f½�¾�Â$ÀÁÃSÄ�Å�· Ô
î�� Ï�µ! ¶ ï>�+±��+±èñl®�¾%ÂS¹�»f¼f½�¾%Â�¿�·ÒÅs¼�"G¹�¸�»f¼F8 Ô%$�¯ Â%¾a³ºä�»�,$¾aÅ�·qÂ Ô

�B���¥¬¦��{×X�X�
 ���¤m�� gÝm�¤f¡%¨��� ¡�¢���£X�Ò§�¦���¦�¤m«�¦�§���g®
X Ì_ïW �ïY�Ë4Ê<ËÍÕ�Ñ��H±��+±Xõ�7+·m¼

G = (V,E)
¸�³�¹�»f¼f½�¾éÂ$ÀÁÃSÄ�Å�· Ô G

·qÂ/¸?³Yä�»�,$¾aÅ0Â$À�â
Â%¾aÅs¼�Ã�·$³�ÇU·_Â$À�ÄM¼�»m¼ t ¼<¿<¼0ÄM¼�»{¿�·Þæ/.$»&Ç4À t ·qÂ

u, v ∈ V
·få�À�Â$ÇU·Þ¸�³�x�³�À t ¾ t ¼�Ã}ÀÁ³]¾kÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·

Æ¸�·I¸�³]·
u
t ¾a³

v Ô
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ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ Ô J?¡ G ��
×M�°¦�¤f«�¦�§Þ�g��Ým¦��X g��n�g�
 ¦��M��ô?¦XÙ¨©�¦�¤Ó§�¦éØ�×X���áôM¡��fÝm��×X� ��¥n¡��X¦º�f¡�¥n©X§��3Ø�×X�K×M�X�

u
 g¦��

v
®�J�×X©�¦��X<��¥¬¦��}Ø�×M�K��ô?¡��fÝw¡��¤m����£X¦��n ��¥n¡��X¦��

�f¡�¥n©X§��g�d£M¡��fÝm¡��<Ýw¦��u���Ým¤m�
u
Ü
v
Ù�£M¡�<��¥n¦��

C1 = (u0 = u, ..., un = v)
Ü
C2 = (v0 =

u, ..., vm = v)
® � ¦�¥¬¦ C1 6= C2

��ô?¡��fÝw�
i ∈ {1, ..., n} ¥¬l��X¡�¥n¦¬Ýq��§uØ�×X� ui 6= vi

®
kG�g¤m¦� g¦�¥n¦

C1
Ü
C2
Ýw�g¤m¥n¡������/��

v
�áôM¡��fÝm��

j1 > i
Ü
j2 > i

¥nl��M¡�¥
¦��ÞÝq��§���{Ø�×X�
uj1 = vj2

®±kG¦�¤FÝw����Ým¦n�f� ÿ ¦�¤f¥��Ó×M�K g¡�¤f ×X¡sÝw¦}�m¡�¥¬©X§��

(ui−1, ui, ui+1, ...uj1 = vj2 , vj2−1..., vi−1 = ui−1)

Ü�Ýw��M�¥n¦��{×X���
 g¦���Ým¤w��£X¡�  g¡�¢��]®
J?¡�©X��¤w�I ���£���©���¤_£X�kªO²g¤fÝw¡� �g�

u
Ü
v
Ú���Ün×X�� ��¥¬¡��X¦IØ�×X�L§�¦��_×M�X��Ù?�g��Ýw¦��X �g�

G�g�L ¦��X��ô?¦�©�¦�¤{£X��§��M¡� ¡�¢��/£X�I ¦��X�áô?¡�¢��+®FJ?¡
G
 ¦���Ýw×?ª?¡��¤m�n×X�Û g¡�¤f ×X¡sÝw¦
�m¡�¥n©X§��

C
Ù

Ým¦�¥¬���X£X¦�×X�Ö©X��¤�£M�}ªO²g¤fÝw¡� �g�Ò£X�§u g¡�¤m g×X¡�Ým¦
u
Ü
v
ÙH�áôM¡��fÝm��Ö£X¦��� ��¥n¡��X¦��S�m¡�¥¬©M§���

£M¡��fÝm¡��<Ýw¦��{Ø�×M��§�¦��{×X�X��]Ù]�g�v g¦���Ým¤w��£M¡�  g¡�¢��K ¦��Û§��nÚX¡�©�¢�Ýw�g�m¡��®{�d�fÝw¦�£X�g¥Ó×X��cÝw¤w�¬§"�
¦�Ýw¤w�}¡�¥¬©M§�¡s ��� ¡�¢��]®
�d�I¥Ó×X qÚ�������©M§�¡� �� g¡�¦��X��]£X�d§�¦��³¦�¤m«�¦�§���+�m�B�f×X�§��d��m g¦���g¤�×X��ªO²¤cÝw¡� g�d©���¤fÝm¡� g×X§"��¤

��§HØ�×X�I�f�I£M��X¦�¥n¡��X� Ì�Ðn´¶µ ®dìL�mlH©X×X�g�í
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ��+±��+±��à²�³FªXÌE��· ¶ Ê�·�Ñ�Ì�Ðn´PµÖ·qÂI¸�³�ÄX¼�»

(T, r)
¿�¾a³�¿�·

T
·qÂI¸�³Öä�»�,$¾aÅ

â
r
¸?³�æ/.$»$Ç`À t ·�¿�À�Â$Ç`ÀÁ³�¹�¸?À`¿�¾é¿�·

T
ÅÁÅ ¼�Ãn¼<¿�¾¬ÌaÐg´Pµ�¼�ÅÞÆ¸�·¬Â%·¬Â$¸�·$Å�· t ¾aÅ�¾ t ¼�»�·$³�Ås¼

»w·ãÄ�»w·qÂ%·$³�ÇÉ¼ t ÀÈèa³3¹�»fä}" t ¼�·$³vÅs¼ÒÄM¼�»$Çã·�Â$¸%Ä�·$»&ÀÈ¾a»J< t ¾aÃ�¾�·$³vÅs¼�"G¹�¸?»f¼F8 Ôjv�w�Ô
«c�¬�Ï�Ì'MÐ�Ê<Ë`Õ�Ñ6�H±��+±��D�B¼�,$·S¾/,$Â%·$»$æa¼�»{Æ¸�·{¸�³�ä�»�,$¾aÅaÄ�¸�·m¿?·k¿<¼�»FÅ ¸�¹<¼�»k¼�æa¼�»&ÀÈ¾%Âkä�»32
,$¾aÅ�·qÂ t ¾a³K»f¼ # *:<_¿�·ãÄ�·$³�¿�ÀÈ·$³�¿�¾}¿�·$Å�æ/.$»&Ç4À t ·Ò¼�ÅHÆ¸�·SÂ%·I¿�À�Â$Ç`ÀÁ³�¹<¼¬¿�·$Å]»w·qÂ$ÇU¾ t ¾aÃ�¾�»m¼ # * Ô®+¼é·$Å�· tut ÀÈèa³ ¿�·}¸�³�¼K»f¼ # *nÅÁÅ�·$æa¼K¼$ÄM¼�»q· 5 ¼<¿<¼3Ås¼/Ç4»f¼aÂÍ½�¾a»&Ãn¼ t ÀÈèa³ ¿�·$Ådä�»�,$¾aÅ t ¾�³?Â$À`¿�·$»:2¼<¿�¾Ö·$³�¸?³�ä�»�,$¾aÅ t ¾a³�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ�¿�ÀÁ»&Às¹�À`¿<¼aÂJ<�·$³ê·$ÅÞÆ¸�·3Ås¼|¿�ÀÁ»w· tut ÀÈèa³�¿�·�Ås¼aÂ�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ
ÀÁ³ t À`¿�·$³�Çã·qÂ t ¾a³ÛÅs¼n»m¼ # *}·qÂÒÅs¼�Æ¸�·ÞÄM¼�»&Çã·�¿�·ÒÅs¼n»f¼ # * R ¼ t À`¼nÅ�¾%Â�æ/.$»&Ç4À t ·qÂ�¸�³�À`¿�¾%Â�¼F.$Å
â�¼IÄM¼�»&Ç4ÀÁ»�¿�·Ó·qÂ$Çã¾%Â�Â$¸ t ·qÂ$ÀÁæa¼�Ã�·$³�ÇU· R ¼ t À`¼3·$ÅH»w·qÂ$ÇU¾¬¿�·IÅ�¾%ÂÒæ/.$»&Ç4À t ·qÂ�¿�·$Å�ä�»�,$¾aÅ Ô
�H¦���¦�¤m«�¦�§���Þ ¦���¤w��l©¨:§�§��gª��������m¦� g¡"��£��Ó×X�X�}Ým�¤m¥n¡��M¦�§�¦��l���£X�Ò¦�¤f¡����3«�¦�ÝJ¦��X¡� g¦

Ü/���M����§�¢��¡� ¦Xí0£���£M¦�×X��¦�¤f«�¦�§´ ¦��v¤w��l©¨
T,
�m¡
v
��S×X�ÛªO²¤cÝw¡� ��£X�

T
£X¡��cÝw¡��<Ýw¦¬£X�

§���¤m��l%¨�Ù��§  ´Ð�ý�ÌaÏ £M�
v
��I�§©óX�M¡� g¦/ªO²g¤fÝm¡� �

u
£X�

T
Ýw��§dØ�×X�¬Ú���Üº×X���/��¤m¡��fÝw��£X�

u
�
v.
J?¡

u
��Ó�§0©���£M¤m��£X�

v,
Ýq��¥Ó«X¡©²�>£X¡�¤f�¥n¦���Ø�×M�

v
��Ó×X� dGË � · £X�

u.
�H¦��

ÐXÑ�Î%Ï�Ê�Ï���·�ÌaÏ�� £M��×X�/ªO²¤fÝm¡� g���m¦��Û§�¦��{ª/²¤fÝm¡� g��LØ�×X���X¦��k��X g¦���Ým¤w��¥n¦��k�g�Û�§jóX�X¡� ¦
 ��¥n¡��X¦nØ�×X��×X�X��£X¡� &ÚX¦nªO²g¤fÝm¡� �� g¦��Û§��n¤m��l%¨�®F�H¦�� ý�Ï���Ê�Ï�ÑGý´Ë`Ï�Ñ�Î%Ï�� £X��×X�KªO²¤cÝw¡� �
v
�f¦���Ýw¦�£X¦��k��Ø�×X�§�§�¦��ÞªO²¤cÝw¡� g��k£M�I§�¦��FØ�×X�

v
��L����Ýw�g �g�m¦�¤g®



ö�÷��<÷y :ù�¡�õFô 9 ? ��z 	

=-¡��×X¤w� 	 ® ��� í

¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±��+±"! ç ¼<¿�¾�¸�³áä�»�,$¾aÅ t ¾a³|»f¼ # *
(G, r)

Â%·
¿�·$³]¾aÃ}ÀÁ³�¼�³Hd�· � Ðn�Û¼�Å�¾%Â
æ/.$»$Ç`À t ·qÂ�¿�·

G
¿�À�Â$Ç`ÀÁ³�ÇU¾%Â�¿�·

r
Æ¸�·IÇ4ÀÈ·$³�·$³/¹�»f¼<¿�¾ �<Ô

�d� ÿ ¦� ¡�§X£���¤f�m�k ×X�g��Ýw��£X�kØ�×X�L§����BÚX¦aÿm���B£X�k×X��¦�¤m«�¦�§�£M¡�¤m¡��¡�£M¦Ò�f¦��¬§�¦��dªO²g¤fÝm¡� g��
Ø�×M���X¦KÝm¡��g�X��>£X�g�m g��X£X¡���<Ýw��®/ìb§�¦���ªO²¤cÝw¡� g���£M¡��fÝm¡��<Ýw¦��Ò£X�¬§"��¤w��l©¨nØ�×X���M¦Û�m¦��
ÚX¦aÿm���{£X�Ò×X�A¦�¤f«�¦�§+ ¦��/¤m��l%¨:�m�I§���F£X��M¦�¥¬¡���� s¸�Ì%Î�Ë`Ê�Ï��
Ë`Ñ�Î�Ï�ÌaÑ�·s� ®
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±��+±�C87+·S¿�·$³]¾aÃ
ÀÁ³�¼SÑ´Ë¶�Ï ¶ 6f¾� ´ÌE·sf¹�GÑ´ýGË`ý�Ð�ý³9Ó¿�·k¸?³3æ/.$»$Ç`À t ·�·$³3¸?³
ä�»�,$¾aÅ t ¾a³é»f¼ # *}¼�Ås¼�Å�¾a³�¹�ÀÁÇ`¸X¿3¿�·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾¬Æ¸�·I¸�³]·IÅs¼�»m¼ # * t ¾a³º¿�À tJR ¾
æ/.$»$Ç`À t · Ô ®+¼Ð ¶ Î'�´Ì�Ð�¿�·}¸�³ëä�»�,$¾aÅ t ¾a³|»m¼ # *�·qÂ�·$Å-Ãn¼�â<¾a»
¿�·}Å�¾%ÂÓ³�ÀÁæ�·$Å�·qÂ
¿�·�Â$¸�Â}æ/.$»&Ç`À t ·qÂ76ÉÀ Ô · Ô <Ås¼¬Å�¾a³�¹�ÀÁÇ`¸X¿�¿�·$Å t ¼�Ã}ÀÁ³]¾ÓÃnäaÂ�Ås¼�»4¹�¾:Ä�¾%Â$ÀP,Å�·�·$³�Ç4»w·ÒÅs¼n»m¼ # *Iân¸�³væ/.$»&Ç4À t ·I¿�·$Å�ä�»�,$¾aÅ 9 Ô
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±��+±��87�À

a
·qÂk¸�³�æ/.$»&Ç4À t ·L¿�·k¸?³/ä�»�,g¾aÅ t ¾a³3»f¼ # *

(T, r)
<_·$Å�������ªXÌE��· ¶

¿�·
T
Æ¸�·kÇ4ÀÈ·$³]·S¼

a
t ¾�Ã�¾Ò»f¼ # *I·qÂ�·$ÅMÂ$¸=,ã¹�»m¼f½�¾�¿�·$Å�ä�»�,$¾aÅ�½�¾a»&Ãn¼<¿�¾ÞÄ�¾a»:·$Å�æ/.$»&Ç4À t ·

a,ÇU¾¿�¾%Â:Â$¸<Â�¿�·qÂ t ·$³�¿�ÀÈ·$³�ÇU·qÂ:â¬Çã¾�¿<¼aÂÒÅs¼aÂ�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂÒÀÁ³ t À`¿�·$³�Çã·qÂ t ¾a³KÂ$¸<Â�¿�·qÂ t ·$³�¿�ÀÈ·$³�ÇU·qÂ Ô
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�Ñ��H±��+±`����7+·�¿�À t ·:Æ¸�·S¸?³Ûä�»�,$¾aÅ t ¾a³�»m¼ # *�·qÂÞµ i ÐXÌaË¶·ºÂ$À´ÇU¾¿�¾%ÂSÅ�¾%ÂSæ/.$»32
Ç4À t ·qÂ:Ç`ÀÈ·$³]·$³v¼
Å�¾�Â$¸?Ã�¾

m
R À 5 ¾%Â Ô 7�À-Çã¾¿�¾%Â:Å�¾%Â:æ/.$»&Ç4À t ·qÂSÀÁ³�ÇU·$»&³]¾%Âc6f·qÂ�¿�· t ÀÁ»�<uÇã¾¿�¾%ÂÂ¼�Å æ�¾ÓÅs¼aÂ R ¾ 5 ¼aÂS9
¿�·:¸?³vä�»�,$¾aÅ m− ¼�»&ÀÈ¾ t ¾a³K»m¼ # *ÒÇ`ÀÈ·$³]·$³Ö·få�¼ t ÇÈ¼�Ã�·$³�Çã· m R À 5 ¾%ÂJ<GÂ%·¿�À t ·�Æ¸�·}·$Å´ä�»�,$¾aÅG·qÂI¸�³Öä�»�,$¾aÅ�µ i ÐXÌaË¶·>ÊO·�µ4 ¶ Ï�Î�· Ô ; Å�¾%Â�ä�»�,$¾aÅ�·qÂ 2 2c¼�»$ÀÈ¾%Â:Â%·ÒÅ�·qÂ¿�·$³]¾aÃ}ÀÁ³�¼oªXÌE��· ¶ Ï��C�GË4Ñ�ÐXÌaË¶·Y� Ô
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ìSÚX¦�¤w�
�g�fÝw��¥¬¦��{��/ ¦��X£X¡� g¡�¦��X��F£X�Ò��fÝw��«X§�� �g¤k§��}�f¡��×X¡���<Ýw��©X¤f¦�©X¡��£���£+í

X ÌE·W ±·s��Ë`Ê<ËÍÕ�Ñ��+±��+±`���'²�³Öä�»�,g¾aÅ t ¾a³v³væ/.$»&Ç4À t ·qÂÒÇ`ÀÈ·$³]·I³n2 � ¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ Ô
ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ Ô J���� T = (V,E).

�d§�¡ ÿm��¥
¦��0×X�3ªO²¤fÝm¡� g�
r
 ¦�¥¬¦}¤m��l%¨:£M�§³¦�¤m«�¦�§

T
®

ì  g¦��<Ýw¡���×��� g¡�¢��v ¦��M�m¡�£M�¤w��¥¬¦��:§�� ÿ ×X�X g¡�¢��éØ�×X�n���f¡���X�3�3 ��£�����¤f¡��fÝw���f×ºªO²¤cÝw¡� �
§X����§ÈÙ� ¦��X�m¡�£X�¤m���X£X¦�§"�n£X¡�¤m� g ¡�¢��Û£X�gÝm�¤f¥¬¡�����£��¬©�¦�¤S§"�n�§�� g ¡�¢��v£X��§��¬¤w��l%¨�®S�uª?¡�º
£M���Ým�¥n��<Ýw��Ù´�g�fÝq� ÿ ×X�X g¡�¢��é��Ò×M��� ÿ ×X�X g¡�¢��é«X¡�Ü��g gÝm¡�ª������Ým¤m�

E
Ü
V − {r} Ù+Üv�g� g¦��X�f� ×M��X ¡"�n�f¡ |V | = n,

�X� g��m��¤m¡���¥¬�g��Ým� |E| = n− 1
®

X ÌE·W ±·s��Ë`Ê<ËÍÕ�Ñ��+±��+±`�?�lN¨³ ¸�³ ä�»�,$¾aÅ
m
2c¼�»$ÀÈ¾�¿�·|¼�Å Ç`¸?»f¼

h
R ¼�â�¼�Å�¾ Â$¸�Ã�¾

mhR ¾ 5 ¼aÂ Ô
ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ Ô Zk�/¨¦�����¥n¦��F©�¦�¤F¡��M£X×X  g¡�¢��� g¦�¥n©X§��$Ýq�Ó�m¦�«X¤f�I§��
��§�Ýw×M¤w�M®m Ðn�Ï
ý�Ï
Ë4Ñ´ý��´Ê<Ê<Ë`Õ�ÑB~ J�¡

T
�g�u×X�c¦�¤f«�¦�§� ×MÜ�����§sÝw×X¤w�k�g� 
 Ù��g��Ým¦��X g��

T
 ¦��M�fÝq�

£M�n×X���/¤m��l%¨ÓÜº�X¦/¥V¦��Ò£X�
m
ÚX¡ ÿf¦��Ù� ���£��/×X�M¦K£X�n§�¦��Ò ×X��§��g�I��I×X����ÚX¦aÿm�M®�kG¦�¤

 g¦��X�f¡��×X¡���<Ýw�S�X¦}Ú���Ü�¥�¦��ÞØ�×X�
m1 = m

ÚX¦aÿm���Þ�g��×X�7¦�¤f«�¦�§
m− ��¤m¡�¦�£X����§sÝw×X¤m� 
 ®X Ðn��· ý�ÏéË`ÑGý��GÊ<Ê<ËÍÕ�Ñ_~ J?×M©�¦��X<��¥¬¦��FØ�×X�I�§H¤f��f×X§�Ýw��£X¦n�g�{ªp¦�§�¡�£M¦}©���¤w�ÓÝw¦�£X¦��

§�¦���¦�¤f«�¦�§��g�
m− ��¤m¡�¦��n£X�v��§�Ým×X¤w�Ö¥n��M¦�¤¬Ø�×X� h. J?��� T ×X�»¦�¤m«�¦�§k£X�v��§�Ým×X¤w�

h.J�¡F«�¦�¤f¤w��¥n¦��Ó§����}��¤m¡��fÝq���}Ø�×X��©���¤cÝw��ë£X��§��v¤w��l©¨�Ú��� g¡"�v§"�v©X¤f¡�¥n�¤m�v��g�X�¤m�� ¡�¢��+Ù
 g¦��X�cÝw¤m×M¡�¥n¦���×M�����f�¤m¡��
£M�\¦�¤m«�¦�§��g�no` g¦�¥n¦�¥V¦>¼?¡�¥n¦

m
Ü<��Ø�×X�

T
�g�

m
ºã��¤m¡�¦�pk£X�

��§�Ýw×M¤w�3�g�fÝm¤m¡� $Ýq��¥n��<Ýw�
¥n�g�X¦�¤ÒØ�×X�
h
®Vk´¦�¤ÒÚX¡�©�¢�Ýw��f¡���£X�n¡��X£X×X g ¡�¢��Ö ��£���×X�X¦/£X�

�g�fÝm¦��½¦�¤f«�¦�§��g��Ýw¡��g�X�
 ¦�¥n¦/¥V¦>¼?¡�¥n¦
mh−1 ÚX¦aÿm���® � ¦�¥n¦/Ú���Üº ¦�¥¬¦�¥�¦>¼?¡�¥¬¦ m£M�I�g�fÝw¦���¦�¤f«�¦�§��g�ÙX�§H��¾X¥n�¤m¦
£X�ÒÚX¦aÿm���{£M�

T
��k¥n��M¦�¤F¦n¡��×���§]Ø�×X�

m(mh−1) = mh,

 g¦�¥n¦
Ø�×M�¤ml���¥n¦��F£X�g¥¬¦��fÝw¤m��¤®
¿h·�ÌE· ¶ ÐXÌaË¶·>�+±��+±`��À87�À�¸�³ ä�»�,$¾aÅ

m
2c¼�»&ÀÈ¾á¿�·é¼�Å Ç4¸�»f¼

h
Ç4ÀÈ·$³]·

l
R ¾ 5 ¼aÂJ<3·$³�Çã¾a³ t ·qÂ

h ≥ logm(l).

ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼ t ÀÈèa³ ÔrÁ �
§"��©X¤f¦�©�¦��f¡� ¡�¢��º���<Ýw�g¤m¡�¦�¤:�m�
�m¡��×X�}Ø�×X� l ≤ mh Ü�Ù��g�Ö ¦��X�f�:º g×X��M ¡"�?Ù�Ø�×M�
logm(l) ≤ h

®

N)ÂPÃ�Â}Ä Å�W�ÆhÇ±ÈcOH^ëQSOÉÆ	ÊL^�Ë)ÌLOHQSTÍÆSRUVSTdWXRÎÇB^
A �X¦S£X�¨§�¦��´©X¤m¦�«M§��g¥��������§�¦��´Ø�×X�¨�m�0©M×X�£X�g�}×MÝm¡�§�¡©¨���¤�¦�¤f«�¦�§��g�´©���¤w�k��X g¦��<Ýw¤w��¤-×M���
�f¦�§�×M ¡�¢��/��fÝ�¦¬¤m�g§"�� g¡�¦��X��£X¦
 ¦��K§"�
�m¡��×X¡���<Ýw�Ò©X¤m�g�×X��Ýw�MíÐÏ � ¢�¥n¦¬£M�«��¤fl"�¬��§�¥��� �:º�X��¤m�f��×X�K ¦��aÿf×M��Ýw¦¬£X�I£���Ým¦��k©���¤m�n�m�g¤�ÑP¦� g¡�§�¥n��<Ýw��§�¦� ���§�¡©¨��£X¦���Òº�H¦� ��§�¡©¨���¤Þ£���Ýw¦��
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��_×X�X�I£X�{§"���dÝw��¤m����B¥�¦��B¡�¥¬©�¦�¤cÝq����Ýw�g�dØ�×X�k�m�{¤m����§�¡%¨���}��¬�g§s¦�¥}«M¡�Ýw¦:£X�k§����d ¡����º
 ¡"���k£M�I§"�
 g¦�¥n©X×MÝw�� ¡�¢��>oÍ«X×X�f ���£X¦�¤m��L��K§"�}¤m�g£+Ù����cÝw¦�¤f���f£X��«����m�g�S£M�I£���Ýw¦��®s®�® p$®
�B§�©X¤m¡�¥¬�g¤¨¦�«�ÿf�$Ýw¡�ª�¦���Þ��cÝq��«M§�� g�¤Þ×X����§��¦�¤m¡sÝw¥
¦�£X�S«g¾X�mØ�×X�g£��
Ø�×X�:��M ×X�g��Ýw¤f�Ò§�¦��
£���Ýw¦��¨�:§� g¡���<Ýw�g¥¬�g��Ýw�L g×����X£M¦½²�cÝw¦��¨��cÝJ¦��¬Ým¦�Ýq��§�¥n��<Ýw�{¦�¤m£X�g����£X¦��®B�d�fÝw�IÝq��¤m���I�f�
©X×X�£M�
¤f����§�¡%¨���¤L×MÝw¡�§�¡©¨���X£X¦��g§d��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦�£X�Ó«g¾X�fØ�×M�£���«X¡�����¤m¡��M®akG�¤f¦��m¡u��£X�g¥�¦��
Ø�×M�¤m�g¥¬¦��0Ø�×X�S§��I©M¤m¦�©X¡��I�g�fÝm¤m×X $Ýw×X¤w��£M�S£X��Ýw¦��¨¤m�g ×X�g¤m£X�S¡��=ÑÍ¦�¤m¥¬�� ¡s¢��n£M�§���§��¦�¤m¡sÝ£º
¥¬¦}©�¦�£M�¥n¦��F×X�w��¤{×M� ªXÌE��· ¶ ý�ÏÔ�������Q�´Ï�ý�Ð4�-Ë`Ñ´ÐMÌ�ËÍÐ ÙMØ�×X�Ò��F×X�A¦�¤m«�¦�§]«X¡��X��¤m¡�¦
��|�§dØ�×X�nªO²g¤fÝm¡� �}Ýw¡��g�X�
£X¦��ÒÚX¡ ÿf¦��gÙ�×X�X¦/�§B£M�¤m�g &ÚM¦KÜº¦�Ýw¤m¦��§d¡%¨Ø�×X¡��¤f£X¦XÙ�£X¡��fÝw¡���º
�×X¡%²g�X£X¦��m�
�g��Ýw¤f�n��¥Ó«�¦��� ×g¦�§d�g�I g×n¦�§4Ù+Üé��Ö�g§dØ�×X�n ��£���ªO²¤cÝw¡� g�
§�§��gª��3���f¦� ¡���£��
×X���
�$Ýw¡�Ø�×X�$Ýq�MÙXØ�×X�I��{×X�X¦n£X�Ò§�¦��F£���Ým¦��®
���¬�gÝm¡�Ø�×X�$Ýq�vo`�g§´£���Ýw¦<pk���f¦� ¡���£X¦��¬ ���£��¬ª/²¤fÝm¡� g����L¥���Ü�¦�¤�o`�g�v�§´¦�¤f£X��Û ¦���º

�m¡�£M�¤w��£X¦�pFØ�×X��§����{�gÝw¡�Ø�×X�gÝw���L£X�I�m×X�L£X�g�m g��X£X¡���<Ýw��:ÚX�� ¡��n§��
¡©¨Ø�×X¡��g¤m£��?Ù�Ü�¥¬�g�X¦�¤
Ø�×M�I§"���Þ�gÝw¡�Ø�×X�gÝw���{£X�Ò�m×X�k£X�g�m g��X£X¡���<Ýw��LÚ��� g¡"�}§��}£X�g¤m�g &ÚX�M®
�d§¨�m¡��×X¡���<Ýw�¬©X¤f¦� �g£X¡�¥n¡��g��Ým¦K¤m�g ×X¤f�m¡�ª�¦v�f��×MÝm¡�§�¡©¨���©���¤m�AÑÍ¦�¤m¥¬��¤I×X��¦�¤m«�¦�§_£X�

«g¾X�mØ�×X�g£��>«X¡�����¤f¡"�v©���¤w�º×X�X�Ö§�¡��fÝq�v£X�/£���Ýw¦��®�J?�/ ¦�¥n¡��g�g¨��é ¦���×X�Õ¦�¤f«�¦�§FØ�×X�
 ¦��<Ýw¡���X�L×X��¾X�X¡� ¦IªO²¤cÝw¡� g��Ù?§��I¤w��l%¨�®d�d§�©X¤f¡�¥n�¤B£���Ým¦��g��§"�Ò§�¡��fÝw�Ò�m�:���m¦� ¡�����£X¡� &ÚM¦
ªO²¤fÝm¡� g��®±k-��¤w�Ó�/����£X¡�¤¨×X�3��×X�gª�¦
£X��Ýw¦XÙ?©X¤f¡�¥n�¤f¦� ¦�¥n©���¤m��¥n¦��¨£X¡� &ÚX¦Ó£��aÝw¦Ó ¦��3§����
�gÝw¡�Ø�×X�gÝw���B£X�F§�¦��-ªO²g¤fÝw¡� �g�BØ�×M�{Ü<����cÝJ¦��n�f¡�Ýw×X��£X¦��d�g�n�§n¦�¤f«�¦�§ÈÙ� ¦�¥n��g¨���X£M¦I©�¦�¤d§��
¤w��l©¨LÜ�¥n¦�ª�¡©²�X£M¦��X¦��0©���¤m�Ó¤f����§�¡%¨��¤¨§����f¡��×M¡���<Ýw�S g¦�¥n©���¤w�� ¡�¢���Ú��� g¡"��§���¡©¨Ø�×X¡��g¤m£��
�m¡-�§-£���Ým¦3���¥n��M¦�¤SØ�×M�
�g§-£���Ýw¦� ¦��é�§-Ø�×X�}ÚX�¥n¦��:¤f����§�¡%¨��£X¦�§"�� g¦�¥n©���¤m�� ¡�¢��+Ù
ÜvÚ��� ¡"��§"��£X�g¤m�g &Ú��3�m¡u�g�Ò¥¬�%Ü�¦�¤® � ×X���X£X¦��§-£���Ým¦3���¥¬�g�X¦�¤:Ø�×X�}�§-£X�§-ªO²g¤fÝw¡� � ¦��v�§GØ�×X�}�� ��«���¥n¦��L£X�� ¦�¥¬©���¤w��¤f§���Ù�ÜK£X¡� &ÚX¦¬ªO²¤cÝw¡� ���X¦�Ýw¡���X��ÚX¡ ÿf¦¬¡%¨Ø�×X¡��¤f£X¦XÙ
���Ým¦��X g��n�p����£X¡�¥¬¦�����§Ö¦�¤f«�¦�§0×M�ë��×M�gª�¦éªO²¤cÝw¡� �3 g¦�¥n¦vÚX¡ ÿf¦Û¡%¨Ø�×X¡��¤f£X¦é£M�3£X¡� &ÚM¦
£���Ýw¦M®ÒìS�n¦�§�¦�<��¥n���Ým��Ù� ×����X£X¦��g§-£���Ýw¦����¥¬�%Ü�¦�¤SØ�×M�}�§-£X�§GªO²¤cÝw¡� �Ó ¦��é�§-Ø�×X�
�� ���«���¥n¦��u£X�F ¦�¥¬©���¤w��¤f§���Ù�ÜÓ£X¡� qÚX¦:ªO²g¤fÝw¡� �F�X¦:Ýw¡���X�ÞÚX¡ ÿf¦:£X�g¤m�g &ÚX¦MÙ?�p����£X¡�¤m�g¥¬¦��u��§
¦�¤m«�¦�§<×M����×X�$ª�¦LªO²¤cÝw¡� g�_ ¦�¥n¦kÚX¡ ÿf¦{£X�¤f� qÚX¦S£X�_£X¡� qÚX¦k£��aÝw¦X®�kd×X�£X�¨�m�g¤´¡���Ým�¤f��w����Ýw�
§�����§�¥¬�g��Ým�
Ú��� �¤I×X�X�/¦�©��g¤w�� g¡�¢��º£X� ·mÆ¸?ÀÁÅ ÀP,»f¼�» Ù���cÝw¦K��gÙG�§���¤f¡d×X�X�/��×M�gª��/¤w��l©¨
��/�§�¦�¤f«�¦�§+©���¤w�}Ø�×X�ÒÝm¦�£����{§����F¤m��¥����ÞÝw�g�X<���/×X�X�
§�¦��M�¡�Ým×X£3�f¡�¥n¡�§���¤g®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·����nØ ²´Ç`ÀÁÅ À+*%¼�³�¿�¾Ó·$Å]¾a»f¿�·$³�¼�Å ½g¼�,:.$Ç4À t ¾'< t ¾a³MÂ$Ç4»&¸�ÀÁ»{¸?³/ä�»�,$¾aÅ�¿�·�,�x<ÂÆ¸�·m¿<¼
,ÀÁ³�¼�»$À`¼_ÄM¼�»m¼:Ås¼aÂ�ÄM¼�Ås¼�,»m¼aÂ�ÙÖè%Â$ÇU¾aÅ�·qÂJ< ; Å t ¾�» t èa³=<�DHÀ t ä�Å æa¼�»q¾'< ( ¾�*¸�·$Å�¾'<YÙé¼ 5 ¼<¿<¼ R ¾a³n2¿<¼>< ( ÀÁ³�Çã¾'<½DX¼�Ås¿�·$Ã�¾a»q¾'<¬Ùé¼<¿�»$À`¿>< ; Å t ¾/,$·$³�¿<¼�Â�< B ¾�¼<¿�ÀÁÅ"Ås¼�¿�·$ÅQÙÖ¾a³�Çã·J<�®+¼�Â	Ú{¾�*%¼aÂ Ô

Û��Ö×MÝm¡�§�¡s£���£ë£X�K§�¦��\¦�¤m«�¦�§���
£X�K«g¾M�mØ�×X�£X� «X¡�����¤f¡"�é�g�fÝw¤f¡�«��Ö�g���m×�©�¦�£X�g¤¬£X�
§�¦� ���§�¡©¨�� g¡�¢��>£X�3§�¦��Ó£��aÝw¦��}���flÞ�g�fÝw¤f×X gÝm×X¤w��£M¦��
£X�g��Ým¤m¦º£X�g§Ð¦�¤f«�¦�§È®ÜkG��¤w�v�w��«��¤}�m¡
 ¡��g¤fÝm¦I£���Ým¦��g�_§"���gÝm¡�Ø�×X�gÝw�I¦I�X¦I£X�k×X�nªO²¤cÝw¡� �k£X�k×M��¦�¤m«�¦�§�£M�k«g¾X�mØ�×X�g£���«M¡�����¤f¡"�MÙ
¡���Ým��<Ýq��¤f�¥n¦��d�/����£X¡�¤-£X¡� qÚX¦�£���Ýw¦Ò��§g¦�¤m«�¦�§4® 5 «X¤w���X£X¦Ò£X�F��f�k¥n¦�£X¦�§�¦� ���§�¡©¨��¤m�g¥n¦��
�§�£��aÝw¦��m¡WÑÍ¦�¤f¥��Ò©���¤fÝw�k£X�L§"�Ò§�¡��cÝq�MÙ<¦��/����£X¡�¤m�g¥¬¦��_×X����×X�gª�¦�ª/²¤fÝm¡� g�S�f¡��§�£��aÝw¦��X¦
ÑÍ¦�¤m¥¬�Ó©���¤cÝw�Ò£X�Ò§��}§�¡��fÝw�M®



Ó zOt î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÞWßMLsàu¸Mä�ÅÞ·qÂ�·$ÅB³nx�Ã�·$»w¾KÃnä�å�ÀÁÃ�¾Û¿�· t ¾aÃSÄM¼�»f¼ t ÀÈ¾a³]·qÂ¬Æ¸�· R ¼�âéÆ¸�·
»w·m¼�Å À+*%¼�»�·$³á¸�³�ä�»�,$¾aÅB¿?·V,�x�ÂÆ¸�·m¿<¼�,ÀÁ³�¼�»&À`¼é¿�·�¼�Å Ç`¸�»m¼

h
ÄM¼�»m¼v¿�·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»�Â$À{¸�³

¿<¼�Çã¾ t ¾a³ t »q·$Çã¾�·qÂ�Ås¼K·$Ç`À`Æ¸�·$ÇÈ¼/¿�·�¸�³]¾3¿�·ÒÂ$¸<Â�æ/.$»$Ç`À t ·qÂ�T!à¨¾a³MÂ$Ç`»$¸�ÀÁ»�¸�³>¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ`Ã�¾
Æ¸�·ÓÇU·$³�¹<¼ t ¾aÃ�¾/·$³�Ç`»m¼<¿<¼3¸?³ ä�»�,$¾aÅu¿�·C,�x<ÂÆ¸�·w¿<¼H,ÀÁ³�¼�»$À`¼><_Â$¸é»m¼/á+*:<Þâ3¸?³ ¿<¼�ÇU¾'<Þâ
Æ¸�·�¿�·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³]·}Â$ÀL¿�À tJR ¾Û¿<¼�ÇU¾é·qÂ¬Ås¼|·$Ç4À`Æ¸�·$ÇÉ¼º¿�·¬¸�³]¾v¿�·¬Å�¾%Â¬æ/.$»&Ç`À t ·qÂ�¿�·$Å¨ä�»�,$¾aÅ ÔNBÂ$Ç`¸X¿�À`¼�»:Â$¸ t ¾aÃSÄ�Å�· 5 À`¿<¼�¿ Ô
N)ÂPÃ�Â¹â Å�W�ÆhÇ±ÈcOH^ëQSOZQSOH\�Rc^�RUyBV
ÛH¦��u¦�¤m«�¦�§���B ¦���¤m��l%¨ÞÝq��¥Ó«X¡©²�
�m�k×MÝw¡�§�¡©¨���
©���¤m�I¥n¦�£X�g§�¡©¨���¤u©X¤m¦�«X§��g¥����B��¬§�¦��BØ�×M�
×M���Û ��£X�g���Û£X��£M� g¡��m¡�¦��X�g�� g¦��X£X×X g�3�K×X�X�Û�f¦�§�×M ¡�¢��+® A ��¦�¤m«�¦�§B ¦��>¤w��l©¨n�� �g§
Ø�×X�k ���£X�ÒªO²¤cÝw¡� �k¡��<Ýw�g¤m�X¦I g¦�¤f¤m��f©�¦��X£X�S�Ò×X���Ò£X� g¡��m¡�¢��+Ù� g¦��¬×X�¬�f×X«n¦�¤f«�¦�§� ¦�§�<����º
£M¦é£X�F²g§0©�¦�¤Ó ��£��v×X���v£M�3§�����©�¦��m¡�«X§��g�Ó��§�Ým�¤m�X��Ýw¡sª�����o`¦v�w��§�¡�£�����£X¡+ÑÍ�¤f���Ým��wp��m�
£M��X¦�¥n¡��X� ªMÌ>��· ¶ ý´Ï/ý�Ï�Ê<Ë���ËÍÕ�Ñ ®¬Û´���0©�¦��m¡�«X§��g�¨¥����X�¤m���¨£X�S¤m��f¦�§�ª��g¤0�§�©X¤m¦�«M§��¥¬�
 g¦�¤m¤f��f©�¦��X£X�g� �Ö§�¦��n ��¥n¡��X¦��nØ�×X�Kª�����£X��f£X�v§����nÚX¦aÿm���¬Ú����fÝq�|§��Ö¤w��l%¨�Ù0©X×M��fÝm¦
Ø�×X�n ���£���ÚX¦�ÿm���g��×X����£X�n§"���Ò£M¡©ÑÍ��g��Ým��I�m¦�§�×X ¡�¦��X�g�I£X�g§B©X¤m¦�«M§��¥¬�M®c�B����¥n¦��Ò×X�
�ãÿf�¥n©X§�¦}£X�I��©X§�¡� �� ¡�¢���£X�Ò§�¦��Ð¦�¤m«�¦�§���F£X�Ò£X�g ¡��f¡�¢��]®
×_� Ï�µ! ¶ ·ãß+±©ä+±PÝ�Ø�7�¸%Ä�¾a³�¹<¼�Ã�¾%Â_Æ¸�·_ÇU·$³]·$Ã�¾%Â#åSÃ�¾a³]·m¿<¼aÂ_¼$ÄM¼�»q·$³�Çã·$Ã�·$³�ÇU·dÀs¹�¸M¼�Å�·qÂJ<
Ä�·$»w¾�ÇÈ¼�Å�·qÂ}Æ¸�·�¸?³�¼/¿�·n·$ÅÁÅs¼aÂkÄ�·qÂ¼3¸�³�Ä�¾ t ¾¬Ã�·$³]¾%ÂÓÆ¸�·�Ås¼aÂn¾aÇ4»f¼aÂ�æ Ô Lsàu¸Mä�Åd·qÂn·$ÅÃ�·$³]¾a»Ò³gx?Ã�·$»w¾�¿�·Iæ�· t ·qÂ�Æ¸�· R ¼�â�Æ¸�·�¸�Ç4ÀÁÅ À+*%¼�»I¸�³�¼7,q¼�Ås¼�³�*%¼ÒÄM¼�»f¼3¿�·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»�Ås¼
Ã�¾a³]·m¿<¼�Æ¸�·LÄ�·qÂ¼3Ã�·$³]¾%Â�TÔNBÂ$ÇÉ¼�,Å�· t ·$»�¸�³ ¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ4Ã�¾�Æ¸�·�³]¾%ÂLÄ�·$»&Ã}ÀÁÇÈ¼3Å�¾ t ¼�Å À+*%¼�»
¿�À tJR ¼nÃ�¾a³]·w¿<¼ Ô�±ç �jè¬é��-êX�_� z�¼�âÖÇ`»q·qÂ�Ä�¾�Â&ÀP,ÀÁÅ À`¿<¼�¿�·wÂ�ÄM¼�»f¼ t ¼<¿<¼3Ä�·qÂ¼<¿<¼|Æ¸�·�»w·m¼�Å À+*%¼�Ã�¾%Â t ¾a³
Ås¼,q¼�Ås¼�³�*%¼ Ô4ë ¸�·3·$Å�Ä�·qÂ%¾�Â%·m¼Ö·$ÅuÃ}À�Â$Ã�¾'<SÆ¸�·nÅs¼aÂ
Ã�¾a³]·m¿<¼aÂn¿�·nÅ ¼�,q¼�³�¿�· 5 ¼Û¿�·
Ås¼À+*%Æ¸�ÀÈ·$»f¿<¼LÄ�·qÂ%·$³�ÃnäaÂÒ¾ÓÆ¸�·BÄ�·qÂ%·$³3ÃnäaÂLÅs¼aÂ:¿�·SÅs¼C,q¼�³�¿�· 5 ¼}¿�·$»q· tJR ¼ Ô)( ¾a» t ¾a³MÂ$Às¹�¸�2ÀÈ·$³�Çã·J<S·$Åuä�»�,$¾aÅ-¿�·
¿�· t À�Â$ÀÈèa³ ·qÂ}Çã·$»&³�¼�»&ÀÈ¾�6 v 2c¼�»$ÀÈ¾J9 Ô z�¼�â/¼�ÅGÃ�·$³]¾%Âcå R ¾ 5 ¼aÂn·$³ë·$Åä�»�,$¾aÅ�¿�·L¿?· t À�Â$ÀÈèa³=<XÄ�¸�·qÂ$ÇU¾�Æ¸�· R ¼�âhåkÄ�¾%Â$ÀP,Å�·qÂÞÂ¼�Å À`¿<¼aÂJ<�â t ¼<¿<¼{Ä�¾%Â$ÀP,Å�·0Â¼�Å À`¿<¼Ó¿�·�,$·
·qÂ$ÇÈ¼�»Ó»q·ãÄ�»w·qÂ%·$³�ÇÈ¼<¿<¼ÓÄ�¾a»
¼�Å-Ã�·$³]¾%ÂÓ¸�³�¼ R ¾ 5 ¼ Ô N¨Å-³nx�Ã�·$»q¾�¿�·SÄ�·qÂ¼<¿<¼aÂÓ³�· t ·qÂ¼�»&ÀÈ¾ÄM¼�»f¼
¿�·$Çã·$»$Ã}ÀÁ³�¼�»{Ås¼}Ã�¾a³]·m¿<¼}Æ¸�·_Ä�·qÂ¼ÓÃ�·$³]¾%Â�·qÂLÅs¼
¼�Å Ç4¸�»m¼
¿�·$Å�ä�»�,$¾aÅ�¿�·:¿�· t À�Â$ÀÈèa³ ÔN¨Åu»q·qÂ$¸�Å ÇÈ¼�¿�¾KÆ¸�·n»w· t ¾m¹�·�·$Å_x�Å Ç4ÀÁÃ�¾ t ¾a»q¾aÅs¼�»&ÀÈ¾3æ%À�Â$Çã¾/³]¾%Â:Ä�·$»&Ã}ÀÁÇã·�¹<¼�»m¼�³�Ç`À+*%¼�»nÆ¸�·
Ås¼
¼�Å Ç`¸?»f¼n¿�·$Å�ä�»�,g¾aÅ�¿�·�¿�· t À�Â$ÀÈèa³Û·qÂ:¼�Å�Ã�·$³]¾%Â

log3(8).
ç ·�·qÂ$ÇÉ¼ÓÃn¼�³]·$»m¼><u¼�Å�Ã�·$³]¾%Â

¿�¾%ÂuÄ�·qÂ¼<¿<¼aÂÞÂ%¾a³�³]· t ·qÂ¼�»&À`¼aÂ Ô Ú{·m¼�Å Ã�·$³�ÇU·J< t ¾a³�¿�¾%ÂuÄ�·qÂg¼�¿<¼aÂ-Ä�¾¿�·$Ã�¾%Âk¿�·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»Ås¼¬Ã�¾a³]·m¿<¼�Æ¸�·FÄ�·qÂ¼¬Ã�·$³]¾%ÂJ<-Â%·È¹/x�³ÛÂ%·ÒÃ}¸�·qÂ$Ç4»f¼/·$³vÅs¼�"G¹�¸�»f¼F8 Ôjv�&�Ô

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÞWìMí�¸%Ä�¾a³�¹<¼�Ã�¾%ÂIÆ¸�·IÇã·$³]·$Ã�¾%Â
4
Ã�¾a³]·m¿<¼aÂI¼$ÄM¼�»w·$³�ÇU·$Ã�·$³�Çã·ÒÀs¹�¸M¼�Å�·qÂJ<

Ä�·$»w¾KÇÈ¼�Å�·qÂ�Æ¸�·�¸�³�¼º¿�·�·$ÅÁÅs¼aÂ�Ä�·qÂ¼º¿�À ½�·$»w·$³�Çã·�¿�·nÅs¼aÂ�¿�·$ÃnäaÂA6É¸�³éÄ�¾ t ¾/ÃnäaÂ�¾K¸�³
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ð-¡��×X¤w�Cñ�®óòpôXí

Ä�¾ t ¾3Ã�·$³]¾%ÂS9 Ô Lsàu¸Mä�Å0·qÂ�·$ÅdÃ�·$³]¾a»}³nx?Ã�·$»w¾K¿�·næ�· t ·qÂ¬Æ¸�· R ¼�âÛÆ¸�·n¸�Ç`ÀÁÅ À+*%¼�»n¸�³�¼,q¼�Ås¼�³�*%¼ÓÄM¼�»m¼K¿�·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»�Ås¼/Ã�¾�³�·w¿<¼/Æ¸�·SÄ�·qÂ¼�Ã�·$³�¾�Â�T4N_Â$ÇÈ¼�,Å�· t ·$»Ó¸�³ë¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇP2
Ã�¾H6ÉÃ�·m¿�À`¼�³�ÇU·SÂ$¸Ûä�»�,$¾aÅ�¿�·�¿�· t À�Â$ÀÈèa³é¼aÂ%¾ t À`¼<¿�¾J9
Æ¸�·Ò³]¾%ÂÞÄ�·$»&Ã}ÀÁÇÉ¼¬Å�¾ t ¼�Å À+*%¼�»Ò¿�À tJR ¼
Ã�¾a³]·m¿<¼ Ô
� ¦�¥n¦/�m������§%¦�«���¥n¦��Ò�g�>�g§B ���©Xl�Ým×X§�¦AÓ3©�¦�£X�¥n¦��IÚX��«X§"��¤Ò£X�n g¦�¥¬©M§��ãÿf¡�£���£é¡���ºÚX�¤f���Ým�K�v×X��©M¤m¦�«X§��¥¬�v g¦�¥n¦é�§Þ¦�¤m£X�g��£M�� ¦�¥¬©M§��Uÿf¡�£���£ £M�§Þ¥¬�ãÿf¦�¤}��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦

Ø�×M�¬¤f��f×X�§sª��¬�g§B©M¤m¦�«X§��¥¬�M®CÛH¦��o¦�¤f«�¦�§��g�Ò£X�
£X� g¡��m¡�¢��Ö�f¡�¤cª���|©X��¤w�� ��§� ×X§���¤��g�fÝw�
 ¦�¥n©X§��Uÿf¡�£X��£+®�õã�X g¡�£X¡�¥¬¦��-��
Ø�×M�{§"���- ×X�g�fÝw¡��X��B�f¦�«X¤m�F ¦�¥¬©X§��Uÿf¡�£���£�£X�F©X¤m¦�«M§��¥¬���gÙ
��£X�¥V¦��I£M�¬�m�g¤�¡��<Ýw�¤f��m����Ým�����>�fl_¥n¡��f¥����ÙHÝw¡���X�g�>¡�¥n©�¦�¤fÝq����Ým��Ò g¦��X�m�g ×X�g�X ¡"���
�m¦�«X¤f��§"�n�f��×X¤f¡�£���£v¡��=ÑÍ¦�¤m¥V¦aÝw¡s ��MÙ���v�§´�m�g��Ýw¡�£X¦�£X��£X�$Ýw�g¤m¥n¡�����¤k�f¡G×X�v�f¡��cÝw�¥¬�¬�g�
��Ýq�� ��«X§���¦n�M¦
Ü3©�¦�¤FØ�×X¡%²g�+®
X ÌE·W �·Y�Ë4Ê<ËÍÕ�ÑÕßH±©ä+±PÝ�ßöàu¸X¼�ÅsÆ¸�ÀÈ·$»I¼�Å ¹�¾a»$ÀÁÇ`Ã�¾nÆ¸�·I»w·qÂ$¸�·$Å æa¼�·$Å?Ä�»w¾/,Å�·$Ãn¼�¿�·�¾a»m¿�·:2
³�¼ t ÀÈèa³º¿�·Ò¸?³�¼¬Å À�Â$ÇÉ¼

a1
< ÔÁÔÁÔ < an

Ç`ÀÈ·$³]· t ¾aÃSÄ�Å�· 5 À`¿<¼<¿
Ãn¼�â<¾a»�Æ¸�· O(nl(n)) Ô
ç ·$Ã�¾%Â$Ç4»f¼ t ÀÈèa³ Ôo÷ �����§_¦�¤m«�¦�§G£X�Ó£X�g ¡��m¡�¢��é£M�} g×���§�Ø�×M¡��¤:��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦¬Ø�×X�}¤m�g�m×X�g§�ª���§�©X¤m¦�«M§��¥¬�M®0�d�L×X�¦�¤m«�¦�§

m
ºã��¤m¡�¦
 ¦��Û��§�¥n��M¦��

n!
ÚX¦aÿm���k©X×X�g�S g×���§�Ø�×M¡��¤{©�¦��m¡�º

«X§��
¦�¤m£M����� ¡�¢��|£X�n§"�3§�¡��fÝq�3£X�g«��¬�m�g¤�×X���/ÚX¦aÿm��£X�¬£M¡� qÚX¦Ô¦�¤m«�¦�§4®��d§B��¾X¥n�¤f¦K£X�
¦�©��¤m�� ¡�¦��X�g�0Ø�×X�:�f�:¤f����§�¡%¨���+Ù�©���¤cÝw¡��g�X£X¦�£M�S§"�I¤w��l©¨�Ù�ÚX���fÝw��§�§��<��¤_��×M�����m¦�§�×X g¡�¢��+Ù



Ó/ø/ù î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
�g�fÝm¦��g�Ù]�n×X���nÚX¦aÿm�MÙ��g�L§"�n��§�Ým×X¤w�

h
£X�g§�¦�¤m«�¦�§È®)kG¦�¤kÝw����Ým¦

h ≥ logm(n!)
®{�d�S×X�

�ãÿf�¤f ¡� g¡�¦
£M�hú0���m�g�k£X�hûÛ��Ýw�g¥�¦aÝw¡� ���Þ£X�¥n¦��fÝm¤w��¤gÙX©���¤m�}Ým�¤m¥n¡��X��¤ÙMØ�×X��í

O(logm(n!)) = O(nl(n)).

÷ ×X��¤f��X g¡"�Míd£X�¥n¦��fÝm¤w��¤FØ�×X� n! ≤ nn Ü�Ø�×X� n! ≥ nn/2 ®
��©�¦�£X�g¥¬¦��´ ¦��X�fÝm¤m×X¡�¤´×X����§��¦�¤f¡sÝw¥
¦F£X�_¦�¤m£M����� g¡�¢��]Ù� g¦��X¦� g¡�£X¦k���¡��X�§%²g�� g¦�¥n¦

Ã�·$»4¹�·:2ÈÂ%¾a»&Ç Ù�Ø�×X�0Ýw¡���M�0��cÝq�S ¦�¥n©X§��Uÿf¡�£X��£�£X�0¥����X�¤m�LØ�×M�Þ�§?©X¤f¦�«X§��g¥��k£X�0¦�¤f£X�����¤
×M�K§�¡��cÝq�Ó¤m�g�m×X§sÝq�}�m�g¤k£X�Ò g¦�¥¬©M§��Uÿf¡�£���£

O(nl(n))
®

ß Ï�·�ÌaÏ�µ>Ð4ß+±%ä+±PÝ�ìlN¨Å<Ä�»w¾/,Å�·$Ãn¼}¿�·I¾a»f¿�·$³�¼�»k¸?³�¼}Å À�Â$ÇÈ¼n¿�·SÅ�¾a³�¹�ÀÁÇ`¸M¿
n
Ç`ÀÈ·$³]· t ¾aÃc2

Ä�Å�· 5 À`¿<¼<¿ O(nL(n)) Ô
Û��º£X�¥n¦��cÝw¤w�� ¡�¢��ë£X�/�g�fÝm�/Ým�¦�¤f�¥¬�MÙ_��ëª?¡��fÝw���
£X�/§��é©X¤f¦�©�¦��m¡� ¡�¢�������Ýw�g¤m¡�¦�¤Ù

©X���w�Ò©�¦�¤B g¦��X�cÝw¤m×X¡�¤d×X�¬��§��¦�¤m¡ Ýw¥
¦:£X�{¦�¤m£M����� ¡�¢��n g¦��n�g�fÝq�Ò g¦�¥n©X§��ãÿf¡�£���£]®¬Û���¡�£M���
�g�k§��}�m¡��×X¡���<Ýw��í
ü ý�Ï�Ð]± kG��¤fÝw¡�¤{�m×X g��f¡�ª���¥¬�g��Ýw��§"�
§�¡��fÝw�

L
Ø�×X��£M�«���¦�¤m£X�g����¤m�f���g�Û§�¡��fÝq���{£X��§�¦��X�¡�º

Ým×X£K§"�}¥¬¡sÝq��£]ÙXÚ����fÝw�n§�§��<��¤{�
§�¡��fÝq���{×M�X¡�Ýw��¤m¡����ÞÜF§�����§�¥n��<Ýw� Ã�·-* t Ås¼�»&Ås¼aÂ  ¦�¥n¦n�m�
�f������§�¢:��}§"�L ¦�¤f¤m�g�m©�¦��X£M¡���<Ýw�F�f� g ¡�¢��
£X�g§M ���©Ml�Ýw×M§�¦S�f��×X�M£X¦X®�ýk�w��¤f�¥n¦��u§�¦��u��§��¦pº
¤f¡�Ým¥¬¦��d�m¦�«M¤m�L§�¡��cÝq���_��§�§%þX g¦��X�cÝw¤m×M¡�£X¦��¨���-þ� g¦�¥n¦�§�¦��¨��§��¦�¤m¡ Ýw¥n¦��

primeramitad(L)Ü
segundamitad(L)

Ø�×X�Ò£���£��
§��}§�¡��cÝq�
L = a1, . . . , an

 g¦��X�cÝw¤m×?Ü���

primeramitad(L) = a1, . . . , an/2

Ü
segundamitad(L) = a1+n/2, . . . , an.�d�cÝw¦��G£M¦���¾X§�Ým¡�¥n¦�����§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��H§�¦���£X�Uÿm��¥¬¦��� g¦�¥n¦k�Uÿf�¤f ¡� ¡�¦k©���¤w�{�g§�§�� $Ýw¦�¤g®��_��¥n¦��

��×X�m��¤Þ©���¤m�Ó�g�fÝm�Ò��§��¦�¤m¡ Ýw¥n¦�§�¡��cÝq���¨£X¦��X£X�:©�¦��m¡�«X§��g¥¬�g��Ým�S�m×M�F�§��¥n��<Ýw¦��0�m¦��+Ù����m×
ª���¨�Ù�§�¡��fÝw���®�kG¦�¤{�Uÿf�g¥¬©M§�¦

L = L1, L2
£X¦��X£X�

L1 = 3, 5, 7
Ü
L2 = 5, 7, 9

®

û ¶`ü ·�Ì�ËÁÎ%µ4·
merge− sort(L)× Ñ�Î%Ì�Ð�ý�Ð+~

M = M1, . . . ,Mnð�¦�¤
i = 1

Ým¦
n L0,i := Mi

i := 1
Ù
j := 0� ÚX¡�§�� longitud(Lj) > 1� ÚX¡�§�� i < longitud(Lj)

Lj+1, i+1

2
:= mezclar(Lj,i, Lj,i+1)
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i := i+ 2õ¹Ñ
longitud(Lj) mod 2 = 1

ÝwÚX�g�
W := mezclar(Lj+1,longitud(Lj+1), Lj,longitud(Lj))
Lj+1 := Borrar(Lj+1, longitud(Lj+1))
Lj+1 :=

;^ÿ ¼<¿�ÀÁ»
(Lj+1,W, longitud(Lj+1 + 1))

j := j + 1
Ù
i := 1þ]Ð ¶ Ë`ý�Ð+~

Lj,1

�d�K�:ÑÍ� gÝm¦¬��cÝw����§��¦�¤f¡sÝw¥
¦ÓÝm¡���M�Ò ¦�¥n©X§��Uÿf¡�£���£
O(nL(n))

®#k-��¤m�
§�§��<��¤F�
 g¦���º
�fÝw¤f×X¡�¤I§�¡��fÝq���Ò×X�X¡�Ýw��¤m¡������K©���¤fÝw¡�¤I£X��×X���K§�¡��fÝq�

L
£M��§�¦��M�¡�Ým×X£

n
£X�«��g¥¬¦���ÚX�� �g¤

£X�§L¦�¤m£M���£X�
log2(n)

©���¤fÝw¡� ¡�¦��X�g�ÙF§�×X��¦>��fÝm�v����g§S��¾X¥n�¤f¦ £X�Kª�� �g�3Ø�×M�v�m�
¤m�©M¡�Ýw�
�§B«X×X g§���®FÛH×X�g�¦K£X�«��g¥¬¦���¥n��¨g §"��¤Ò§"���Ò§�¡��cÝq������> ��£��/ ���m¦XÙG©��g¤m¦K ¦�¥n¦
�m��©X×X�g£X�/¦�«X�m�g¤fª���¤cÑP¦� ¡�§�¥n�g��Ým���§F��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦

mezclar(L1, L2)
�X� g��m¡sÝq�º£M�§F¦�¤£º

£X��º£X�
longitud(L1) + longitud(L2)

¦�©��g¤w�� g¡�¦��M��® Á �
��cÝq�3¥����X�¤m��Ýw¦�£����:§"���¥¬��¨ g§"���
 ¦�¤f¤m�g�m©�¦��X£M¡���<Ýw�g���Ö×M��¥n¦�¥n��<Ýw¦�§�ÿm��£X¦Ö£X�/§"�º©X��¤fÝw¡� ¡�¢��ë�X�g ��f¡�Ýw��¤�¦��
×X���� ����Ým¡�£���£Û§�¡��M����§H£X��¦�©��g¤w�� g¡�¦��X�g�® Á ����cÝw�Ó¥n¦�£X¦¬§"�n ¦�¥¬©X§��Uÿf¡�£���£�Ýw¦�Ýw��§´�f�¤-¦
O(nl(n))

®��d§u�m¡��×X¡���<Ýw�Ó�ãÿf�¥n©X§�¦��:¼?©X§�¡� �� ¦��<ª���X¡���<Ýw�g¥¬�g��Ýw�
�g§¬ÑÍ×X�X g¡�¦�����¥n¡��g��Ým¦
£X�§���§��¦�¤f¡sÝw¥
¦ÓÜ��§H��¾X¥¬�g¤m¦
£X�Ò¦�©��¤m�� ¡�¦��X�g�{Ø�×M�I��ÑÍ�g gÝ�¾X�M®
×�� Ï�µ! ¶ ·�± �´¦�¥¬��¥n¦��

L = 1, 8, 3, 5, 2, 1, 8, 13, 7
®BìS©X§�¡�Ø�×X�¥n¦��Þ�§���§��¦�¤f¡sÝw¥
¦Xí

kd¤m¡�¥¬�g¤w��¥n��<Ýw�S�m�Ò g¦��X�fÝm¤m×MÜ��Ò§"�Ó§�¡��fÝw�
L0 = 1, 8, 3, 5, 2, 1, 8, 13, 7

£M�Ò§�¦��X�¡sÝw×X£
ï ÙX ×MÜ�¦��k�g§��g¥¬�g��Ým¦��{�f�I£X�g�X¦�Ýw���

L0,i
®

ìSÚM¦�¤w�
i := 1

Ù
j := 0

®
� ¦�¥n¦ longitud(L0) = 9 > 1

��<Ýw¤w��¥¬¦��F�g�K�g§H©X¤m¡�¥¬�g¤F«M×X §���®
� ¦�¥n¦ 1 < 9

���Ým¦��X g��k���Ým¤w��¥n¦��F��/�§H�f��×M�X£X¦¬«X×M §���®
L1,1 = mezclar(L0,1, L0,2) = 1, 8 � �d����fÝm�I¥n¦�¥n��<Ýw¦Ó§"�Ó©X¤f¡�¥n�¤m����Ým¤w��£X�
£X�Ò§"�Ó§�¡��fÝq�

L1
��L�}�m×�ª���¨I×X���
§�¡��cÝq���

i := 3 < 9
L1,2 = mezclar(L0,3, L0,4) = 3, 5
i := 5 < 9
L1,3 = mezclar(L0,5, L0,6) = 1, 2
i := 7 < 9
L1,4 = mezclar(L0,7, L0,8) = 8, 13
i := 9 = 9

§�¦}Ø�×X�I�X¦��{�m�� ��
£X�g§H«X×X §��
� ¦�¥n¦ longitud(L0) = 9

�g�k¡�¥¬©X��¤Þ�g��Ýw¦��X �g�
W := mezclar(L1,4, L0,9) = 7, 8, 13
L1 := (3, 5), (1, 2)
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L1 := (3, 5), (1, 2), (7, 8, 13)
Ù
longitud(L1) = 3

j := 1
Ù
i := 1

� ¦�¥n¦ longitud(L1) = 3 > 1
�g��Ým¤w��¥n¦��F£X�Ò��×X�$ª�¦¬��/�§H©M¤m¡�¥n�¤Þ«X×M §��

� ¦�¥n¦ 1 < 3
�g��Ýw¦��X �g�L�g��Ýw¤m��¥n¦��F��/�§H�m�g�×X�X£M¦¬«X×X g§���®

L2,1 = mezclar(L1,1, L1,2) = 1, 2, 3, 5
i := 3 = 3

§�¦
Ø�×X�Ò�X¦��{�w�� ��
£X�§H«X×M §��
� ¦�¥n¦ longitud(L1) = 3

�g�k¡�¥n©���¤0��<Ýw¦��M ��
W := mezclar(L2,1, L1,3) = 1, 2, 3, 5, 7, 8, 13ª��� g¡"��¥n¦��

L2
L2 := (1, 2, 3, 5, 7, 8, 13)

Ù
j := 1

longitud(L2) = 1
§�¦
Ø�×X�I�M¦��{�w�� �
£X�§H«X×X g§��

÷ ��§�¡�£��Mí 
 ÙóÓ?Ù òMÙóñ?Ù ø�Ù t Ù 
 ò
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�Þ�� ; Ä�Å À t ¼�»I·$Å+¼�Å ¹�¾a»$ÀÁÇ`Ã�¾}¼�³�ÇU·$»&ÀÈ¾a»�¼
¸�³�¼nÅ À�Â$ÇÈ¼¬¿�· t ÀÁ³ t ¾n·$Å�·$Ã�·$³�ÇU¾%Â Ô
�)ÂPÃ�Â�� Å	��ÆhÇ±È�
����
��
�������Ç���
�
ÛH¦���¦�¤m«�¦�§���ÞÝw¡��g�X�g�K©X¤f¦�©X¡��g£���£X�g�k£X�I¥n¡��X¡�¥n��§s¡�£���£+ÙM��K�§H�m�g��Ýw¡�£X¦n£X�IØ�×X���f¦��K§�¦��
�¤w�pÑÍ¦��: g¦��X�3¼M¦��Ò ¦��º�§-¥¬�g�X¦�¤:��¾X¥¬�g¤m¦3£X�
��¤m¡��fÝw���:©�¦��f¡�«X§���®½ûK¦�£X�§����º���-þ-¤m�£M��
£M�Ó g¦�¥Ó×X�X¡� ��� g¡�¦��M��L g¦��v×X�v¥Vþ��X¡�¥n¦n��¾X¥¬�g¤m¦�£X�� ¦��X�:¼?¡�¦��X��:�g��Ým¤m���X¦�£X¦��g®:�d�fÝw¦
ÿf×M�fÝw¡+§� ��}§"���Þ�m¡��×X¡��g��Ým��{£M��§��X¡� ¡�¦��X�g�®
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ ß+±©ä+±�Ý�� ²�³������ ü Ì�Ðgf�· ü Ï�Ñ´Ï�Ì�Ð�ý�·�Ì/¿�·:¸�³3¹�»f¼f½�¾IÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·

G
·qÂ t ¸M¼�Å�2

Æ¸�ÀÈ·$»�Â$¸=,ã¹�»f¼f½�¾/¿�·
G
Æ¸�·}ÀÁ³ t Å ¸?â<·}ÇU¾¿�¾%Â}Å�¾%Â}æ/.$»&Ç`À t ·qÂn¿�·

G
6U¼�¸�³�Æ¸�·
³]¾�³]· t ·qÂ¼/2

»&À`¼�Ã�·$³�Çã·ÒÇU¾¿<¼aÂ:Â$¸<Â�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂS9 Ô
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ ß+±©ä+±�Ý��à²�³½ªMÌ>��· ¶+ü Ï�Ñ´Ï�Ì�Ð�ý�·�ÌF64ÂãÄM¼�³�³�ÀÁ³�¹:Ç`»q·q·S9�¿?·0¸?³Ó¹�»f¼f½�¾kÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·
G
·qÂÒ¸?³ÛÂ$¸=,ã¹�»f¼f½�¾�¹�·$³]·$»m¼<¿�¾a»Ò¿�·

G
Æ¸�·}·qÂÒ¸?³Öä�»�,$¾aÅ Ô

«c�¬�Ï�Ì'MÐ�Ê<Ë`Õ�Ñ»ßH±©ä+±PÝ�ä ²�³�¹�»f¼f½�¾éÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·ÓÄ�¸�·m¿�·/Çã·$³]·$»/ÃnäaÂÛ¿�·/¸�³Yä�»�,$¾aÅ_¹�·$³]·:2
»f¼<¿�¾a»C6Éæ�·$»�"G¹�¸�»m¼�8 Ôjv�v 9 Ô

ÛH¦��r¦�¤m«�¦�§�������X�g¤w��£X¦�¤m���Ýw¡���X�g� �f×á��©X§�¡� ��� ¡�¢��Ö�� ¤f�£X�g�Ó£X�� g¦�¥Ó×X�X¡� ��� g¡�¢��]®
�d�u g§"��¤f¦SØ�×M�F�f¡MØ�×X�g¤m�g¥¬¦��u g¦��X�cÝw¤m×M¡�¤-×X���S¤m�g£}Ø�×X�Þ ¦��X� $Ýw�F×M�} ¦��aÿf×X��Ým¦�£M�Þ�X¦�£X¦��Ù
£M¡�<��¥n¦��

V
Ù�§"�}¤f�£K£X�g«����m�g¤L g¦��X�3¼X�n©���¤m�nØ�×X�I ���£X�n©���¤{£X�I�M¦�£X¦��k��cÝ�²g�Û ¦��X�g :º

Ýw��£X¦��g® Á �¬�g��Ýw¤f�¬§�¦��Ò�¤m�pÑÍ¦��Ò ¦��X�:¼?¦��� ×MÜ�¦Û ¦���ÿf×X��Ým¦Û£M�nªO²g¤fÝw¡� �g���� V Ù´§�¦��ÒØ�×X�Ç`ÀÈ·$³]·$³Û·$Å�ÃcáÁ³�ÀÁÃ�¾Ò³nx�Ã�·$»q¾�¿�·S¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ �f¦��¬§�¦��±¦�¤m«�¦�§���uÜ
�f¦��¬©�¦�¤B�g�fÝq�Ò©X¤m¦�©M¡��£X��£+Ù
¥n¡��M¡�¥n��§s��g® ÷ ¡����g¥}«X��¤m�¦MÙ�§�¦��¬¦�¤m«�¦�§���G�m¦��}¥Ó×MÜÒ©�¦� g¦:¤m�g�m¡��fÝw�g��Ým��d��Ñ`��§�§�¦���©�¦�¤mØ�×X��Ù
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ð-¡��×X¤w�Cñ�®óòOñ?í

��3×X�7¦�¤m«�¦�§4Ù?�g§] ��¥n¡��X¦�Ø�×X��×M�X�:£X¦��¨ªO²¤fÝm¡� g��Þ��)¾X�X¡� ¦X®uìL�-þ]�g§]£X�$Ýw�g¤m¡�¦�¤m¦Ó£M�:×X���
 ¦�¥Ó×X�M¡� ��� ¡�¢��3£X¡�¤f� $Ýq�}���Ým¤m�Ò£X¦��{�X¦�£X¦��{£X��f ¦��X�g gÝq�¬��§��×X�X¦��F�M¦�£X¦��{��<Ýw¤f�I�}þÈ®

Û��S�f¡��×M¡���<Ýw�¨©X¤f¦�©�¦��f¡� g¡�¢��� ���¤m�� gÝm�¤f¡%¨��L§�¦��G�¤w�>ÑÍ¦��G�m¡�¥n©X§���´Ø�×M�0Ýw¡���X�g�Ó×X�c¦�¤m«�¦�§
���X�g¤w��£X¦�¤®
X ÌE·W �·Y�Ë4Ê<ËÍÕ�ÑÕßH±©ä+±©Þ�� ²´³K¹�»f¼f½�¾}Â$ÀÁÃSÄ�Å�·

G
Ç`ÀÈ·$³]·I¸?³|ä�»�,$¾aÅ�¹�·$³]·$»f¼<¿�¾a»:Â$ÀdânÂ%¾aÅs¼/2

Ã�·$³�ÇU·:Â$À
G
·qÂ t ¾a³]·få?¾ Ô

ç ·$Ã�¾%Â$Ç4»f¼ t ÀÈèa³ ÔF÷ ¡ G Ýw¡��g�X�n×X�>�f×X«X�¤m�pÑÍ¦ T Ø�×X�¬���×X�!¦�¤m«�¦�§uÜÖ g¦���Ým¡��g�X�nÝm¦�£X¦���m×X�ÞªO²¤cÝw¡� g��gÙ���<Ýw¦��M �g�k©X��¤w�Ó ��£��Ó©���¤Þ£X�:ªO²g¤fÝw¡� �g�{£M�
G
Ú���Ü�×X�3 ���¥n¡��M¦Ó��

T
Ù?Ü

©�¦�¤FÝw����Ým¦
��
G
ÙXØ�×M�I§�¦��Þ×X�X��®_�d�fÝm¦¬¥Ó×X�g�fÝm¤w�
Ø�×X�

G
�g�k ¦��X�:¼?¦X®

÷ ¡ G �g�} ¦��M�:¼?¦XÙB§"�K¥����X�¤m�Û£X�3 g¦��X�cÝw¤m×M¡�¤�×X�y¦�¤m«�¦�§¨��g�X�¤m��£X¦�¤Ó g¦��X�f¡��fÝm�3�g�§�¦� ���§�¡©¨��¤�×M�ë ¡�¤m g×X¡�Ým¦v��
G
Ü>Ø�×X¡�Ýw��¤�×X���é��¤m¡��fÝq�?®Ö�d�fÝw�é¦�©��g¤w�� g¡�¢�� ©X¤m�g�m�g¤fª��º§��

 ¦��X�3¼?¡�¢��nÜnÚX�� �L£X�g�w��©���¤m�g �g¤Þ×M�� ¡� §�¦X®¬õÉÝw�g¤w���X£X¦��g�fÝq�I¦�©��¤m�� ¡�¢��¬£X�g�w��©X��¤m�g �¤-¦��
Ýw¦�£X¦��F§�¦��F g¡� g§�¦��g®

�L�g¥n¦��I£���£X¦/×X���/¥����X�¤m�/£M�¬ g¦��X�cÝw¤m×X¡�¤I×X�!¦�¤f«�¦�§B���X�g¤w��£M¦�¤I��>�g§B ����f¦Û£X�
§�¦��u�¤w�>ÑÍ¦��dØ�×X�{§�¦��-Ýw¡���X�g�+®��k¦Ò¦�«X�fÝw����Ým��Ù�§���§�¦� ���§�¡©¨�� ¡�¢��}£M�{ ¡�¤m ×M¡�Ýw¦��d�g�n×X�n�¤m�pÑÍ¦
�X¦ �g��×M���|Ýq��¤m��>�f��X g¡�§�§"�M® kG¦�¤��g§�§�¦|��� ¦���ª��g�X¡��g��Ýw��Ùk�g��§�×X<��¤n£X�Û�g¥¬©X§�����¤n§��
��fÝm¤w��Ým��¡��¬���<Ýw�¤f¡�¦�¤gÙ��g¥¬©M§�����¤k×M���¬��cÝw¤w�aÝw��¡"�n£X�IÝm¡�©�¦ Ë4Ñ´Ê�Ì�Ï?µ|Ï?Ñ�Î%Ð ¶Uí_©���¤cÝw¡��g�X£X¦
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£M��×X�ÛªO²g¤fÝm¡� ��Ù�¡�¤L�/�X��£X¡��g�X£X¦���¤m¡��fÝq���dÿf×X�<Ýw¦� g¦��v�f×X�:�3¼�Ýw¤m�g¥¬¦��S�m¡��ÛØ�×X�Ó��§G�/����£X¡�¤
×M���
��×X�$ª��¬��¤f¡��cÝq�
��©���¤m��¨ �n×M�K g¡�¤m g×X¡�Ým¦}��/�§H��×M�gª�¦¬�¤m�pÑÍ¦X®

Û��Ö g¦��X�cÝw¤m×X g ¡�¢���£X�/×X�Õ¦�¤f«�¦�§F��g�X�¤m��£X¦�¤
¥¬�g£X¡"����Ýw�3×X��Ýw¡�©�¦º£X�/��fÝm¤w��Ým��¡��
¡��X ¤f�¥n��<Ýq��§+©M×X�£X�IÚX�� �g¤m�m�I«n¦��f¡� ��¥n���Ým�Ò£M�I£M¦��ÐÑÍ¦�¤m¥¬���Þ£X¡��cÝw¡��<Ýq���í

• �B¥n©X§������M£X¦n×X�K¥\²$Ýw¦�£X¦n£M� �¬��������Ï?ý�Ð Ï�Ñ�Ð�µ! ¶ ËÁÎE�´ý íd g¦��X�f¡��fÝm�I��K¤m�g ¦pº¤m¤m�g¤_Ýw¦�£X¦��¨§�¦��_ªO²g¤fÝw¡� �g�F��£MÜ<�� �g��Ým��F��×X�X¦Ó£X��£X¦ � �g§���¡�£X¦���§��/¨��¤��dÜ¬�/����£X¡�¤��§¬¦�¤m«�¦�§´��v ¦��M�fÝw¤f×X  g¡�¢��ÛÝq���<Ýw¦�§"���S��¤m¡��cÝq���L g¦�¥n¦�§�¦��kªO²g¤fÝw¡� �g�:¤m� g¦�¤m¤f¡�£X¦��®
Á ��f©X×g²�0¤f�©��gÝm¡�¤B�g§�©M¤m¦� �g�m¦�¤m�g ¦�¤f¤m¡��g�X£X¦I§�¦��dªO²g¤fÝw¡� �g�0��£MÜ<�� g���Ým��0�Ò§�¦��uªO²¤ÎºÝw¡� g��u��£MÜ<�� �g��Ým��B��§�©X¤f¡�¥n�¤f¦X®´ìS�}þÈÙ�¤f�©��gÝm¡�¤G�§?©X¤f¦� �g�m¦�Ú����cÝq�SØ�×X�Þ�M¦:Ø�×X�£X�g�
ªO²¤fÝm¡� g��k©�¦�¤{¡��M ¦�¤f©�¦�¤w��¤{��§³¦�¤f«�¦�§È®

• �B¥n©X§������M£X¦º×M��¥V²$Ýw¦�£X¦é£X� �������Q�´Ï�ý�Ð Ï�Ñ  ´ÌE·sf¹�GÑ´ýGË`ý�Ð�ý í� g¦��X�f¡��fÝm����
©���¤fÝm¡�¤{£M��×X�KªO²¤cÝw¡� g�IÜK�p����£X¡�¤{×X�X¦�£M���m×X�kªO²¤fÝm¡� g��S��£MÜ<�� g��<Ýw��Bÿf×X��Ým¦� g¦��
�m×>��¤m¡��fÝq�?®nì( g¦���Ým¡���×X�� ¡�¢��+Ù´��©���¤cÝw¡�¤Ò£M�¬�g�fÝm�¬��×M�gª�¦KªO²g¤fÝw¡� ��Ù-�/����£X¡�¤�¦�Ým¤m¦
��£MÜ<�� g��<Ýw�K�v��fÝm�7¾X§�Ým¡�¥n¦
ÿf×X��Ým¦º ¦��ë�m×���¤m¡��cÝq�M®|ìL�-þF�f×X �g�m¡sª���¥n��<Ýw��Ú����£º
Ýq��Ø�×X�
Ýw¦�£X¦��Ò§�¦���ªO²g¤fÝm¡� g��I£X�§d�¤w�pÑÍ¦�¦�¤f¡��¡�����§-��cÝ�²g�>¡��X g§�×X¡�£X¦��:��|�g§#¦�¤f«�¦�§
���M�¤w��£X¦�¤®

Á �«M¡�£X¦n�
�f×X�L��©X§�¡� ��� g¡�¦��X��gÙM§�¦��Ð¦�¤m«�¦�§���Þ���X�g¤w��£M¦�¤m�g�k£X�Ò§�¦��F�¤w�pÑÍ¦��F�gÝm¡�Ø�×X�gÝw�>º£M¦��FÝw¡��g�X���×X�K¡���Ým�¤-²g�{©���¤cÝw¡� ×X§���¤®� 0¦��X�f¡�£g²g¤m�g�m���g§H�m¡��×X¡��g��Ým��©X¤m¦�«X§��g¥��Mí
X ÌE·W� ¶ Ï?µ|Ð+± ýL���
 g¦�¥¬©X�/�gþ��}©M§"���X��} ¦��X�cÝw¤f×X¡�¤F×X���
¤m�g£K£X�Ò ¦�¥Ó×X�X¡� �� ¡�¦��X�g�FØ�×M�
 g¦��X�g gÝw���m×M�
 ¡��X ¦º g��<Ýw¤m¦��
£X�3 ¦�¥n©X×MÝw�� ¡�¢��+®! 0×���§�Ø�×M¡��¤Ó©���¤}£X�3��cÝw¦��
 g��<Ýw¤m¦��
©M×X�£X�S�m�g¤0×X�M¡�£X¦� ¦���×X�� ���«M§��{Ýw�§���ÑÍ¢��M¡� ¦IØ�×X�LÝw¡���X�k×X�� g¦��cÝw�S£X¡+ÑÍ�¤m�g��Ým�L£X�«M¡�£X¦Ó�
§����k ���¤w�� $Ýw�g¤-þ��cÝw¡� ����k£X��§"�
 ¦��X�3¼?¡�¢��KÜK�n§"�
Ým¦�©�¦��¤m�pÑ¶þ"�}£X�g§´Ým�¤f¤m��M¦X®�Û´�n©X¤m�g�×X�<Ýq�
�g�íHÏ� ×n¦�§���}�m¦���§"���} g¦��X�3¼M¡�¦��X�g�nØ�×X��Ú���Ü Ø�×X����fÝw��«X§�� �g¤
©���¤m�é<��¤m����Ým¡%¨��¤�Ø�×M�
Ým¦�£X¦��Ò§�¦��� g��<Ýw¤m¦��I��cÝJ¦��Ö ¦��X�g gÝw��£X¦��ÒÜvØ�×M�n�§d g¦��fÝm�n£X�
 g¦��X�fÝm¤m×X g ¡�¢��|£M�n§��3¤f�£
�g�3¥\þ��X¡�¥
¦�Ò ÷ ¡S ¦��X�m¡�£X�¤m��¥¬¦����g§S�¤w�pÑÍ¦>�gÝw¡�Ø�×X�gÝw��£X¦á��6�§SØ�×X�é§��>�gÝm¡�Ø�×X�$Ýq� � ¦©��g�m¦"�u£X�{ ��£��I��¤f¡��cÝq���g�_�g§� g¦��fÝw�{£X�{��cÝq��«M§�� g�¤B§"�: ¦��X�:¼?¡�¢��n��<Ýw¤m�{§�¦��d£X¦��B g��<Ýw¤m¦��
� ªO²¤cÝw¡� g��#�SØ�×X�}×X�X��Ù+�§-©X¤m¦�«X§��g¥��¬�m�}¤f��f×X�§sª��
�g�X ¦���Ýw¤m���X£X¦�×M�Ü¦�¤f«�¦�§G���X�g¤w��£M¦�¤Ýw��§+Ø�×M�I§"�}�f×X¥¬�
£X�Ò§"���F�gÝw¡�Ø�×X�gÝw���k£M�I§����{��¤m¡��fÝw���F£X�Ò£X¡� qÚX¦\¦�¤m«�¦�§+�m��n¥\þ��M¡�¥n�M®-ì
£M¡� qÚX¦V¦�¤m«�¦�§+�f�I§���£M��X¦�¥n¡���� ªXÌE��· ¶0ü Ï�Ñ´Ï�Ì�Ð�ý�·�Ì�µã´4Ñ´Ë`µ4·´±

¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ ß+±©ä+±%Þ³Ý'²�³ ªXÌE�±· ¶Òü Ï�Ñ�Ï�Ì�Ð�ý�·�Ì|µã´`ÑGË`µ4·Z·$³á¸?³|¹�»f¼f½�¾é·$Ç4À`Æ¸�·$ÇÈ¼<¿�¾t ¾a³]·få?¾é·qÂ¬¸�³�ä�»�,$¾aÅG¹�·$³]·$»f¼<¿�¾a»¬Æ¸�·
Â¼�Ç4À�ÂÍ½g¼ t ·nÅs¼¬Ä�»w¾qÄ�ÀÈ·w¿<¼<¿v¿�·�Æ¸�·¬Ås¼KÂ$¸�Ãn¼Ö¿�·
Ås¼aÂÓ·$Ç`À`Æ¸�·$ÇÈ¼aÂ�¿�·:Â$¸�Â�¼�»&À�Â$ÇÈ¼aÂ}·qÂÒÅs¼¬Ãnä�ÂÞÄ�·mÆ¸�· ÿ ¼ÒÄ�¾%Â$ÀP,Å�· Ô



ö�÷��<÷y :ù�¡�õFô�î#? ÓOøOñ
�_��¥n¦��0��©X¤m�g�m�g��Ýq��¤Þ£X¦��Þ��§��¦�¤m¡ Ýw¥n¦��_©���¤w�� g¦��X�cÝw¤m×M¡�¤Ö¦�¤m«�¦�§���¨��g�X�¤m��£X¦�¤f��Þ¥\þ+º

�X¡�¥n¦��®
ìS¥Ó«�¦��I��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦��:�m¦��|£X�
Ým¡�©�¦�¡��X g¤m�¥n�g��Ýq��§d©X×X�g�IÝw¤m��Ýq���Ö£M�n ¤m���¤I×X�
¦�¤m«�¦�§���g�X�¤m��£X¦�¤��/�X��£X¡��g�X£X¦{��¤m¡��fÝw���]ÜSªO²¤fÝm¡� g��g®_Û��F�g�fÝw¤m��Ýw�g�¡"�Þ¦�©M×X��cÝq�{ g¦��X�m¡��fÝm¡�¤-þ��
��+Ù��}©���¤cÝw¡�¤0£X�§+�¤m�pÑÍ¦}£���£X¦MÙX¡�¤Þ�g§�¡�¥¬¡s�����X£X¦Ó§"���{��¤m¡��cÝq���Þ£X��¥���Ü�¦�¤Þ©��g�m¦
Ýw�g�X¡��g�X£X¦
 ×X¡�£���£X¦>£X�ÛØ�×X�v£M¡� qÚ�������¤m¡��fÝq���¬�X¦ £M��m g¦��X�g gÝw��ê�g§L�¤w�pÑÍ¦|¤m�g�m×X§sÝq���<Ýw��®ZìL¥Ó«�¦��
��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��SÚ��� g��Ö×X�X�3�§��g  g¡�¢��é¢�©MÝm¡�¥¬���g�Ö ��£��3×X�X¦�£M�
�f×X�Ò©����f¦��Ù���×X�XØ�×X�
�g�
¡�¥n©�¦�¤fÝw����Ým�Ó�m������§"��¤ÒØ�×X�n¦�©MÝw¡�¥¬¡©¨��¤S ���£����$Ýq��©X��£X�n×M�>��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦3�M¦/<��¤w����Ýw¡©¨��
Ø�×M�{§"�:�f¦�§�×M ¡�¢��r§�����§X¦�«MÝw�g�X¡�£��:�m��Ò§"�S¢�©MÝw¡�¥��?®G�d�n��cÝw�{ ����m¦I�f�{©X×X�g£X�{£X�¥n¦��fÝm¤w��¤
Ø�×M����¥Ó«�¦��{��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦��Þ©X¤f¦�£X×X g��K�m¦�§�×X g¡�¦��X�g�{�§�¦�«X��§���Þ¢�©MÝw¡�¥����®
�d�Û��¥Ó«�¦��{��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦��

G
��k×M�K�¤w�pÑÍ¦
�$Ýw¡�Ø�×M�gÝq��£X¦n g¦��X�:¼?¦X®
û ¶Íü ·�ÌaËÁÎ%µ4·|ý�Ï X ÌaË4µ�±

× Ñ�Î�ÌaÐXý´Ð í
G = (V,E)

Ù
u ∈ V

V (T ) := {u}, E(T ) := ∅� ÚX¡�§�� V (T ) 6= Vì��X��£X¡�¤B�
E(T )

×X���I£M�L§����_��¤f¡��cÝq���B£X�k¥n��X¦�¤B©��g�m¦�¡��X g¡�£X�g��Ým�k g¦��¬×X�
ªO²¤fÝm¡� g�Ò£X�

V (T ) � Ü3�f¢�§�¦}×X�X¦"�¨Ü��/����£X¡�¤Þ�m×/�:¼�Ýw¤m�g¥n¦¬� V (T )þ]Ð ¶ Ë`ý´Ð í
(V (T ), E(T ))

û ¶Íü ·�Ì�Ë"Î�µ4·|ý�Ï%$KÌ>��� � Ð ¶
× Ñ�Î�ÌaÐXý´Ð í

G = (V,E)
Ù
u ∈ V

®
V (T ) := ∅, E(T ) := ∅� ÚX¡�§�� V (T ) 6= Vì��X��£X¡�¤Ò�

E(T )
§��3��¤m¡��fÝq��£X�
¥n��X¦�¤:©���m¦/�m¡��¥n©X¤m�}Ø�×X�n�M¦7ÑÍ¦�¤f¥¬�

×X�/ ¡�¤f ×X¡sÝw¦} ¦��K§����{��¤f¡��cÝq���F£M�
E(T )

Ü��p����£X¡�¤F�f×X�k�:¼�Ým¤m�¥n¦��k�
V (T ).þ]Ð ¶ Ë`ý´Ð í

(V (T ), E(T ))
®

kG¦�£X�g¥¬¦���¦�«X�f�¤cª���¤�Ø�×X��Ù{¥n¡��g��Ým¤w���nØ�×X�Û����g§S��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦º£X�kd¤m¡�¥ �g§L�¤m�pÑÍ¦
T = (V (T ), E(T ))

�g��×X�ã¦�¤m«�¦�§_�g�>Ýw¦�£M¦Û¥n¦�¥¬�g��Ým¦K£M���f×  ¦��M�fÝw¤f×X  g¡�¢��+Ùu�g� �§
£X�^[�¤m×M�-�a��§]�m¢�§�¦Ó©�¦�£X�¥n¦��F���f��×X¤m��¤ÞØ�×X��§�¦Ó�g�F ×����M£X¦}Ýw�g¤m¥n¡��X���g§H��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦XÙ�Ü<�
Ø�×M�I��/ ���£X�
©����f¦¬�M¦n��{�X� g��m��¤m¡���¥n���Ým�Ò ¦��X�3¼?¦X®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝ�Þ&� ²´Ç`ÀÁÅ À+*%¼�»�·$ÅH¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ4Ã�¾
¿�· ( »&ÀÁÃ@â�·$ÅH¼�Å ¹�¾a»&ÀÁÇ4Ã�¾
¿�·�`I»&¸<Â � ¼�Å�ÄM¼�»m¼¿�À�Â%· ÿ ¼�»�¸?³�¼|»w·m¿ ¿�· t ¾aÃ}¸?³�À t ¼ t ÀÈ¾a³]·qÂ3¿�·�ÃcáÁ³�ÀÁÃ�¾ t ¾%Â$ÇU·/Æ¸�· t ¾a³]· t Çã·3ÇU¾¿�¾%Â3Å�¾%Â
¾a»m¿�·$³�¼<¿�¾a»w·qÂ�»w·ãÄ�»w·qÂ%·$³�ÇÉ¼<¿�¾%Â�·$³|·$Å�¹�»f¼f½�¾¬¿�·ÒÅs¼�"G¹�¸�»m¼�8 Ôjv��<Ô
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�L�%ÜÒ¥Ó×X qÚX¦��´¦�Ýw¤f¦��´ ¦��M �g©MÝw¦��gÙ�©X¤m¦�«X§��g¥�����ÜÒÚX�g¤m¤w��¥¬¡���<Ýq����¡��<Ýw�g¤m��m����Ým�¨¤m�g§"�� ¡�¦����>º
£M¦��{ g¦��/§���Ýw�g¦�¤-þ��Ó£X�Ò�¤w�pÑÍ¦��g®B�d�/��cÝq�
�f� g ¡�¢��/©X¤m�g�m�g��Ýq��¤m�¥n¦��{�m¦�¥¬�g¤w��¥n��<Ýw�:£X¦��
£M�I�g§�§�¦��íu§"�Ó ¦�§�¦�¤m�� ¡�¢��3£M�I�¤w�pÑÍ¦��ÞÜ3�g§H ¦��X �g©MÝw¦¬£M�I�¤w�pÑÍ¦}©X§"���M¦X®
¯ Ï ° Ñ´Ë`Ê<Ë`Õ�Ñ ß+±PÝ"��±PÝ�í+·m¼

G = (V,E)
¸?³ ¹�»m¼f½�¾KÂ$ÀÁÃSÄ�Å�·�â

C = {1, 2, ...m} ¸�³t ¾a³ 5 ¸�³�Çã¾Û¿?· m t ¾aÅ�¾a»q·qÂ Ô ²´³�¼�ÊO· ¶ ·�Ì�Ð�Ê<ËÍÕ�Ñ t ¾a³ m t ¾aÅ�¾a»w·qÂ�¿�·$Å´¹�»f¼f½�¾
G
·qÂn¸�³�¼

½&¸�³ t ÀÈèa³
f : V → C

ÇÉ¼�Å´Æ¸�·�Â$À
u, v ∈ V

â {u, v} ∈ E
<F·$³�Çã¾�³ t ·qÂ

f(u) 6= f(v).

Û��� ¦�§�¦�¤w�� ¡�¢��Û£M�Ó�¤w�>ÑÍ¦��LÝm¡��g�X�Ó��©X§�¡� ��� ¡�¢��+Ù�©�¦�¤S�Uÿf�g¥¬©X§�¦XÙ]��§��¬ ¦��=ÑÍ� g ¡�¢��é£X�
ÚM¦�¤w��¤f¡�¦��gí}�m×X©�¦��M<��¥n¦���Ø�×X����á×X�X�v×X�M¡�ª��g¤m�m¡�£���£ �m��£X�g�m��é¤m���§�¡%¨���¤�×M�áÚX¦�¤m��¤m¡�¦
©X��¤w�I§����B£X¡��fÝw¡���Ýw���_���f¡���X��Ýw×X¤m���B¦�©MÝw��Ýw¡sª����g® ÷ �k£X�g«��LÝm��X�g¤¨ ×M¡�£���£X¦�£X�kØ�×X�S��Ø�×g²§�º§����ÞØ�×X��©X×X�g£�����¡���Ým�¤f��w��¤{��§]¥¬¡��m¥n¦�Ýw¡�©�¦Ó£X�Ò��§�×X¥n�X¦��0�f��©X¤m¦��¤w��¥n���£X��¥¬���X�¤m�
Ø�×X���X¦� g¦�¡��M ¡�£����K�m×M�:ÚX¦�¤w���g®�k-��¤m�¬ ¦��X¦� �g¤S�§´¥\þ��X¡�¥n¦
��¾M¥¬�g¤m¦�£M��ÚX¦�¤m���L�X�g �:º
�m��¤m¡�¦n©���¤m�n g×X¥¬©M§�¡�¤0Ýw¦�£X¦��k§�¦��{¤f�Ø�×X¡��m¡�Ým¦��{©�¦�£M�¥n¦��k g¦��X�fÝm¤m×X¡�¤k�g§´�f¡��×M¡���<Ýw�Ò�¤m�pÑÍ¦Xí
�º ���£��|���f¡������Ýw×M¤w�º�f�K§��/���f¡���X�º×X��ªO²g¤fÝm¡� ��Ù0Üë£X¦��nªO²g¤fÝw¡� �g�¬�m�K×X�M���©�¦�¤n×M���
��¤m¡��cÝq�n�m¡G¡��<Ýw�g¤m�g�w���é��§´¥n¡��f¥¬¦
Ýw¡�©�¦�£M�}��§�×X¥n�X¦��g®L�d§G��¾X¥n�g¤m¦�¥Vþ��X¡�¥n¦n£X�� g¦�§�¦�¤f��
�M� �g�w��¤f¡�¦��¨©���¤m�� ¦�§�¦�¤f����¤B§�¦��BªO²g¤fÝm¡� �g�0£X�g§��¤w�pÑÍ¦��g�0�§���¾X¥n�¤m¦�£X�LÚX¦�¤w���¨«X×X�m ��£X¦M®

Á �Ó��cÝq��¥¬���X�g¤w���f�Ó©X×X�g£X�
���f¡���X��¤L×X� ÑQ�Gµ>Ï�ÌE·�Ê�ÌE·�µ!ªMÎ�Ë`ÊO· ��×X�é�¤m�pÑÍ¦XÙ��g§¥\þ��M¡�¥
¦F��¾X¥n�¤m¦{£X�_ ¦�§�¦�¤f����M� g��w��¤m¡�¦��´©���¤w�F�m×� ¦�§�¦�¤m�� ¡�¢��+®��d§��f¡��×X¡���<Ýw�d�Uÿf�g¤m ¡� ¡�¦
 ��¤w�� gÝw�g¤m¡©¨��}§�¦��F�¤w�pÑÍ¦��{ g¦��/��¾M¥¬�g¤m¦n g¤m¦�¥�¦�Ým¡� g¦\Ó?®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÞWä ç ·$Ã�¾%Â$Ç`»f¼�»0Æ¸�·0¸?³�¹�»m¼f½�¾{Â$ÀÁÃSÄ�Å�·F·qÂÐ,À ÄM¼�»&Ç`À`¿�¾{Â$À�âLÂ%èaÅ�¾{Â$À]¼<¿�Ã}ÀÁÇã·
¸�³�¼ t ¾aÅ�¾a»f¼ t ÀÈèa³ t ¾a³º¿�¾%Â t ¾aÅ�¾a»q·qÂ Ô
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·Öý�ÏKÐ�µ! ¶ ËÍÐ�Ê<ËÍÕ�Ñ_±  0¦��X�fÝw¤f×X¡�¤Þ×X�/��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦�Ø�×X�Ò©��¤f¥¬¡sÝq��£X�$Ýw�¤f¥¬¡�����¤
�f¡u×X�º�¤m�pÑÍ¦� ¦��M�:¼?¦/�g�Ò«M¡�©���¤cÝw¡�£X¦XÙ�¦�«MÝm��X¡���X£M¦��g§u ¦���ÿf×X��Ým¦

V
£X�Óª/²¤fÝm¡� g��� ¦�¥n¦

§��
×X�X¡�¢��/£X��£X¦��L g¦��aÿf×X�<Ýw¦��k£X¡��Áÿf×X��Ým¦��
V1
Ü
V2
®)õã£X��Mí¨Ým¦�¥¬��¤{ g¦�¥n¦n��<Ýw¤w��£X�¬×M���

¥¬��Ým¤m¡%¨Ó£X�¬��£?Ü<�� �g�X ¡��
A
£M�§B�¤m�pÑÍ¦

G = (V,E)
Ù´£X¦��X£M�¬�f¡

n
�g�I�§B¦�¤m£X�g�>£M�n§"�

¥¬��Ým¤-þ%¨�Ù?�g§+ g¦��aÿf×X�<Ýw¦
V
£X�:ªO²g¤fÝw¡� �g�{�g�

V = 1, ..., n
 g¦����§]¦�¤m£M������aÝw×X¤m��§È®_k-��¤fÝm¡�¤

£M��§��
�m¡�Ým×��� g¡�¢��/¡��M¡� ¡���§
V1 = 1

Ü
V2 = ∅

®Ðõã¤S�/�X��£X¡��g�X£X¦¬§�¦��{ªO²g¤fÝw¡� �g�:��£?Ü<�� �g��Ým��
��ªO²g¤fÝm¡� �g�F£X�§] ¦��aÿf×M��Ým¦

V1
��§� ¦��aÿf×M��Ýw¦

V2
Ü�¤m� �þ�©X¤f¦� ���¥¬�g��Ýw��ÙM ¦�¥n©X¤m¦�«����X£M¦}��

 ��£��n��£X¡� g¡�¢��3�f¡��f×K¡���Ýw�g¤m�f� g ¡�¢��/��{ªa�� �þ��M®
H Ýw¤m¦
 g¦��X �g©MÝw¦¬¡���Ým�¤f��w����Ýw�Ò�g�k�§H£M�Iü Ì�Ðgf¹·! ¶ Ð�Ñ�· í



ö�÷JI(I�÷°î)�>îBùÒî��gî��gõ�? ÓOøOø
¯ Ï ° ÑGË`Ê<Ë`Õ�ÑÕßH±PÝ"�H±©Þ í+·m¼

G = (V,E)
¸�³�¹�»f¼f½�¾ Ô í+·K¿�À t ·/Æ¸�· G ·qÂC ¶ ÐXÑ�·ZÂ$À

¼<¿�Ã}ÀÁÇU·S¸�³�¼
»w·ãÄ�»q·qÂ%·$³�ÇÈ¼ t ÀÈèa³¬¹�»fä}" t ¼�·$³º·$Å<Ä�Ås¼�³]¾}¿�·SÃ�¾¿�¾ÓÆ¸�·:Ås¼aÂ�¼�»&À�Â$ÇÉ¼aÂ�x�³�À t ¼/2
Ã�·$³�ÇU·:Â%· t ¾a»$ÇÈ¼�³|·$³éÅ�¾%ÂÒæ/.$»&Ç4À t ·qÂ Ô

�L¦F���£X¡+Ñ¶þ� g¡�§a g¦�¥¬©M¤m¦�«���¤+Ø�×X�B�§��¤m�pÑÍ¦F ¦�¥¬©X§��gÝm¦
K4

��H©X§"���M¦XÙ���×X�XØ�×X�dÝq��¥Ó«X¡%²g�
©�¦�£X�¥n¦��:¤m�g©X¤m�g�m��<Ýq��¤

K4

£X�Ó¥����M�¤w��Ø�×X�}�m×X�Ò��¤m¡��fÝq���:�X¦3�f¢�§�¦��m�} g¦�¤fÝm��º��º§�¦��
ªO²¤fÝm¡� g��® ÷ �¨©X×M�£X�0£X�g¥¬¦��fÝw¤m��¤Ù���×X�XØ�×X�0�X¦S�g�-�f��X g¡�§�§�¦{ÜI�f�0�g�m ���©��:�L§�¦��´¦�«�ÿf�$Ýw¡�ª�¦��£X�§H g×X¤m�m¦MÙ�§��}�f¡��×X¡���<Ýw�� ��¤w�� gÝw�g¤m¡©¨��� g¡�¢��3£X�Ò§�¦��F�¤w�pÑÍ¦��F©M§"���X¦��
ß Ï�·�Ì�Ï?µ|Ð!ß+±PÝ"��±©Àö6U¿�·Ð`I¸�»m¼�Çã¾GK-Â � Àó9K²´³¬¹�»f¼f½�¾}·qÂBÄ�Ås¼�³]¾:Â$À�âIÂ�¾�Å�¾ÒÂ$ÀH³]¾ t ¾a³�Ç`ÀÈ·$³]·³�ÀÁ³�¹/x?³KÂ$¸=,ã¹�»f¼m½�¾nÆ¸�·�Â%·m¼¬À�Â%¾aÃ�¾a»Á½�¾n¼�¸�³�¼IÄM¼�»&Ç4À t ÀÈèa³º¿�·

K5

¾¬¿�·
K3,3.

�d�¬©���¤fÝw¡� ×M§"��¤gÙ� ×���§�Ø�×X¡��¤d�¤w�>ÑÍ¦ÒØ�×X�k ¦���Ýw�g�X<�I�
K5

¦I�
K3,3

 g¦�¥¬¦Ò�f×X«X�¤m�pÑÍ¦��
�X¦n�g�k×X�/�¤m�pÑÍ¦
©X§����X¦X®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝ�ÀL� ç ·$ÇU·$»&Ã}ÀÁ³�¼�»nÂ$ÀkÂ%¾a³ºÄ�Ås¼�³]¾%Â�Å�¾%Â�Â$Às¹�¸�ÀÈ·$³�Çã·qÂn¹�»f¼f½�¾%Â�K

Q3, K2,2

â
K2,3.

H «X�-²g¤fª��g�m�ÖØ�×X�º�m��«��¤3�m¡S×X�ê�¤w�>ÑÍ¦á�g��¦á�X¦á©X§"���X¦ Ým¡��g�X�é��©X§�¡� ��� ¡�¦��X�g���á§��
�§��g gÝm¤m¢��M¡� ��}©���¤w�
�m��«��¤{�m¡H×X�K g¡�¤m g×X¡�Ým¦
�f�I©X×X�g£X�� g¦��X�cÝw¤m×M¡�¤{�f¦�«X¤f�I×X�K©X���X�§H¦n�M¦XÙ
�gª�¡�Ýw���X£X¦
§"���Þ¡���Ým�¤f�m� g ¡�¦��X�g�k��<Ýw¤m�Ò§"���F ¦��M�:¼?¡�¦��X��g®

�8ÚX�%Ü3×X�7Ñ`��¥n¦��f¦}Ým�¦�¤f�¥¬�}Ø�×M�I¤m�g§"�� g¡�¦��X�}��¥Ó«�¦��F ¦��M �g©MÝw¦��gí
ß Ï�·�Ì�Ï?µ|Ð!ß+±PÝ"��±�Ø 6U¿�·IÅ�¾%Â & t ¾aÅ�¾a»w·qÂS9cN¨Å�³nx?Ã�·$»w¾ t »q¾aÃnä�Ç`À t ¾�¿�·�¸�³K¹�»m¼f½�¾�Ä�Ås¼�³]¾·qÂIÃ�·$³]¾a»�¾
Às¹�¸X¼�Å�Æ¸�· &�Ô

Û��ÓÚX¡��cÝw¦�¤f¡"��£X���g�fÝw�:Ýw�g¦�¤m�g¥��Ó�g�F«����fÝw����Ým�� ×M¤m¡�¦��w�MÙM©X×M��k�Ó§�¦}§���¤f�¦Ó£X�:§"��ÚX¡��£º
Ýw¦�¤f¡"�:Ú����n¡�£M¦I��©���¤f� ¡���X£M¦I£X�¥n¦��fÝm¤w�� g¡�¦��M���Ñ`��§��w���dÜ} g¦���Ým¤w���ãÿf�¥n©X§�¦��d¡��X g¦�¤m¤f� gÝm¦��
��§]Ýw�¦�¤m�¥¬�M®±Z{�:ÑÍ�¤m¡�¥¬¦��{��§H§�� $Ýw¦�¤F¡���Ýw�g¤m�g�w��£X¦n�
§��}�m�g  g¡�¢��Ôø?® t £X�NM ZPOÈ®
{N)Q+9+ R��S;C2T=>U,=VUW365
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·�Ý�À³Ý�± Á ¡�«X×aÿm��¤Þ×X�3�¤m�pÑÍ¦ÓØ�×X��¤m�g©X¤m�g�m��<Ýw�Ò§"���0£X¡��cÝw¡��<Ýq���0��×X§"���¨Ü�£X�©��g��º£X��X g¡"��� � Ú���§�§ÈÙ<�gÝm �®s®�®X�Ó£X�§��g£X¡+§� ¡�¦��g��Ø�×X�:�f�S¡�¥n©���¤fÝm�k g§"���m��Ù?©�¦��X¡��g�X£X¦�×X������¤f¡��fÝw����Ým¤m�Ò ���£X�
©���¤F£X�Ò£X�©��g�X£X��M ¡"���kØ�×X�I�g�fÝ�²g�Û g¦�¥Ó×X�X¡� ���£X���®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝ�ÀsÞ+± Á ¡�«X×�ÿm�
§�¦��F�¤m�pÑÍ¦�� K7

Ù
W5

Ù
K1,6

Ù
K4,4

Ü
Q4
®



Ó/ø t î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·�Ý�ÀWÀ+± �L��§�§���¤_×X���Ó¥¬��Ýw¤f¡%¨L£M�Ò��£?Ü<�� �g�X ¡��ÓÜ¬×X���Ó¥¬��Ýw¤f¡%¨L£X�:¡��M ¡�£X��X g¡"�
£M�I ��£��
×X�M¦n£X�Ò§�¦��F�¤w�pÑÍ¦��F£M�§H�Uÿf�g¤m g¡� ¡�¦n���<Ýw�¤f¡�¦�¤g®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·�Ý�ÀnØ�± Á �gÝw�g¤m¥n¡�����¤0�m¡]�3¼M¡��fÝm�Ò��§�O¾X���¤w�>ÑÍ¦Ó�m¡�¥¬©M§��L g¦��Hø�ªO²g¤fÝm¡� �g�F g×MÜ�¦���¤w��£X¦��{�f�����

3, 2, 2, 4, 3, 5, 4. Á �gÝm�¤m¥n¡��X��¤ÞÝw��¥Ó«X¡©²�3�m¡+�:¼?¡��cÝw�I��§�O¾X�3�¤m�pÑÍ¦}�m¡�¥n©X§�� g¦��ÔñÓªO²g¤fÝw¡� �g�k ×?Ü�¦��k�¤w��£X¦��{�f�����
3, 2, 2, 4, 3.

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÀWß+± �L��§�§���¤¨Ýw¦�£M¦��{§�¦��F�m×X«M�¤w�pÑÍ¦��{£X�
K1,6

Ü3£X�
W3.

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�ÀWìH± �S��§�§���¤}§�¦��}ª���§�¦�¤m�g�n£X�
n
©���¤w�º§�¦��
Ø�×X�K§�¦��n�f¡��×M¡��g��Ýw�g�n�¤m�pÑÍ¦��

��£X¥¬¡sÝw�g��×X�/ g¡�¤m g×X¡�Ým¦}�×X§��¤m¡����X¦Xí
Kn, Cn

Ü
Wn

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·yÝ�À���± Á ¡�«X×�ÿm��¤F§�¦��F£X¡��¤w�>ÑÍ¦��Þ ¦��K§��/¨g¦��F ×?Ü<���k¥¬��Ýw¤f¡� �g�F£M�I��£MÜ<�� g��X g¡"��f¦��/§"���F�f¡��×M¡���<Ýw�g�í









0 2 2 2
2 0 1 1
2 1 0 1
2 1 1 0









,









1 3 2 0
3 0 1 2
2 1 0 1
0 2 1 0









,













0 1 2 2 1
0 0 1 1 1
3 0 0 1 1
0 0 1 0 1
0 1 1 1 0













×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·�Ý�À&� ® Á ¡��m���X��¤d×X�n��§��¦�¤m¡sÝw¥
¦S g×MÜ<�Ò�g��Ým¤w��£��:�m��Ò§��S¥���Ým¤m¡©¨0£X�F��£MÜ<�� g���º g¡"�¬£X��×X�v�¤w�pÑÍ¦¬Ü/Ø�×X�Ó©��¤f¥¬¡sÝq�n£X�$Ýw�g¤m¥n¡�����¤k�§G��¾X¥n�¤f¦�£X�Ó��¤f¡��cÝq���L£X��×X�v�¤m�pÑÍ¦X®
�d�cÝw×X£X¡���¤{�f×K g¦�¥n©X§��ãÿf¡�£���£+®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·�Ý�ÀWä ® Á ¡��m���X��¤I×X�>��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦3 ×?Ü<�K��<Ýw¤m��£��/�m��K§���¥¬��Ýw¤f¡%¨Ó£X����£MÜ<�>º g��X g¡"�Û£X��×X�á�¤w�pÑÍ¦KÜ|Ø�×X��©��g¤m¥n¡�Ýq�/£X�$Ýw�g¤m¥n¡�����¤I�m¡¨�§¨�¤m�pÑÍ¦Û���¦v�X¦v�×M§��g¤m¡"���X¦X®
�d�cÝw×X£X¡���¤{�f×K g¦�¥n©X§��ãÿf¡�£���£+®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�Ø&� ® ÷ ��
×X���
¤f�£/£X�D'
¦�¤m£X�g����£X¦�¤f��{��×X¥n�¤m��£X¦��F£X�§ 
 ��§'
£X�g�m g¤m¡�Ýw�©�¦�¤{×X�/�¤m�pÑÍ¦
 g×MÜ<�n¥¬��Ýw¤f¡%¨:£M����£MÜ<�� g��X g¡"���{��k§��}�f¡��×M¡���<Ýw��í

















0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0



















ö�÷JIZYM÷°î)�>îBùÒî��gî��gõ�?Kù�î#?uó�îBôHò0õ�? ÓOø ï

÷ �� p = 0.1
§"�v©X¤m¦�«X��«X¡�§�¡�£���£á£X�/Ø�×X�/×M�� ���«X§��3Ø�×M�/×X�X�/£M¦��n¦�¤m£X�g����£X¦�¤f��

��£MÜ<�� g��<Ýw��k�m�I£X�/�X��®
¡[�C 0×n¦�§H�g�k§��}©X¤f¦�«���«M¡�§�¡s£���£�£X�IØ�×X�Ò�m�Ò��fÝm¤m¦�©��g��v��§H¥n��M¦��{£X¦��k ��«X§���g®
¡�¡\�D 0×g¦�§¨��Ó§��K©X¤f¦�«���«M¡�§�¡s£���£|£X��Ø�×X��×X� ¥n��X�m�aÿf��Ø�×X��©X��¤fÝw�¬£X�§¨¦�¤m£M�����£X¦�¤

��×X¥n�¤m��£X¦� ¦��v×X� 
 �X¦�§�§��g�×X����§´¦�¤f£X��X��£X¦�¤L��×X¥n�g¤w��£X¦� g¦��v×X� Ó?Ù�Ýw��M¡���M£X¦��g�
 ×X�g��Ýq�
§"�Ó¡��=ÑÍ¦�¤m¥¬�� g¡�¢��3�f¦�«X¤f�I§��}©X¤f¦�«���«X¡�§�¡s£���£3£M�IØ�×X�Ò�m�I£��p�X�Ò×X���
 g¦��X�3¼M¡�¢��+®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·ãÝ�Ø�Ý ® ÷ ���Ó§����m¡��×X¡����Ým�S¥¬��Ým¤m¡%¨k§���¥��aÝw¤m¡©¨k£X����£?Ü<�� �g�X ¡����Þ£X�S×X�3�¤m�pÑÍ¦�m¡�¥n©X§��

G = (V,A)
í

























0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

























¡[� Á �$Ýw�¤f¥¬¡�����¤Þ�§H��¾M¥¬�g¤m¦
£X�Ò ¦�¥n©�¦��X�g��Ýw�g�k g¦��X�3¼X���L£X�g§H�¤w�pÑÍ¦M®¡�¡\� Á �gÝm�¤f¥¬¡�����¤L�m¡ G �g��×M� ¦�¤m«�¦�§4® Á �gÝm�¤m¥n¡��X��¤S�f¡u��§-�/�X��£X¡�¤L§"����¤m¡��fÝw� {1, 5}�§H��×X�gª�¦¬�¤m�pÑÍ¦
(V,A ∪ {{1, 5}}) �g�k×X�A¦�¤f«�¦�§È®¡�¡�¡\� Á �$Ýw�¤f¥¬¡�����¤F§�¦��F�¤w��£X¦��{£X��Ýw¦�£M¦��{§�¦��ÞªO²¤cÝw¡� g��{£X� G ®¡�ª�� Á �$Ýw�g¤m¥n¡�����¤F�m¡H�§H�¤w�pÑÍ¦ (V,A ∪ {{1, 5}}) �g�L�d×X§��¤f¡"���X¦M®

{N)Q+�] R��S;C2T=>U,=VUW365^2F;.5?_@;PAW0?365
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· Ý"�sä ® Û�����¤m×X�g£�����Ø�×X�v�f�v©X¡�£M����m�v©M×X�£X�g�ê¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýq��¤3 g¦�¥¬¦>×X�
©�¦�§%þ��¦��M¦: �g¤m¤m��£X¦Ò£X��ò?Ù�ôXÙ�ñSÜ`':§"��£X¦��u¤m��f©�� $Ýw¡�ªa��¥n���Ým�{ ¦��
×X�}ªO²¤cÝw¡� g�k��£X¡� g¡�¦��X��§
����g§�¡���Ýw�g¤m¡�¦�¤+ÜÒ¤w��£M¡�¦���£X�g�m£X�0�g�fÝm�¨ªO²g¤fÝw¡� �¨�k ���£X�L×X�M¦S£M�¨§�¦���ªO²g¤fÝw¡� �g�G£X�§�©�¦�§%þ��¦��M¦
� ª��¤ W5

�g�K§��r§��×X¤w�\ñ?® ôOù��$®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝWÝ�� ® ÷ �I©M×X�£M��¤f�©X¤f��f���Ýw��¤k ¦�¥¬¦
×X�/ g×X«�¦nÝm¤m¡�£X¡�¥n�g�X�m¡�¦�����§4®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· ÝsÝWÝ ®S�d�m ¤f¡�«X¡�¥n¦��

K3 = ({1, 2, 3}, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 1}}) ® ÷ ¡�ÑÍ×M�¤w�«X¡�©���¤fÝw¡�£X¦3�m×| ¦��aÿf×M��Ýw¦/£X�
ªO²¤cÝw¡� g��
V
�m�n©�¦?£M¤-þ"�3�g�m ¤f¡�«X¡�¤Ò ¦�¥¬¦/×M�X¡�¢��Ö£X¡��Áÿf×X��Ýw�

£X�3£X¦��} ¦��aÿf×X��Ým¦��}�X¦éª��� �þ�¦��ÙB£X¡�<��¥n¦��
V1
Ü
V2
® ÷ ¡ÖÑÍ×M�¤w�v«X¡�©���¤fÝw¡�£X¦Û©�¦�£M�¥n¦���m×X©�¦��M�¤ÙM�m¡���©��g¤m£X¡�£���£M�:���X�g¤w��§�¡�£���£+Ù�Ø�×X�

1 ∈ V1
®��k� g��m��¤m¡���¥¬�g��Ým�S§�¦��_ªO²g¤fÝm¡� g��



Ó t ù î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
ÓkÜròMÙ�Ø�×X�Þ�m¦��
��£MÜ<�� ��<Ýw�g�B ¦�� 
 £X�g«��g�
��fÝw��¤u��

V2
§�¦:Ø�×X�F£X�:×X���: g¦���Ým¤w��£M¡�  g¡�¢��

Ü<�
Ø�×X�I�f¦��K��£MÜ<�� g��<Ýw�g�®
÷ ���

C6 = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}, {6, 1}}).
�´¦�¥¬��¥n¦��

1 ∈ V1
�g��Ým¦��X �g�

2, 6 ∈ V2
® Á �/��fÝm�K¥n¦�£X¦ 3, 1 ∈ V1

®�ìS�}þ
V1 =

{1, 3, 5} Ü V2 = {2, 4, 6}  g×X¥n©X§��g��§����¨ g¦��X£X¡� ¡�¦��X��¨©���¤m��Ø�×X� C6 �f����«X¡�©���¤fÝw¡�£X¦X®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°ÝsÝ�Þ ®uúÞ���fÝw�
Ým¦�¥���¤�Ó}¤m�g gÝq���L©X��¤w��§��§����ÙM�m¦�«M¤m�I×X���
£X�I�§�§"���F¥���¤m ���¤�Ó
©M×X��Ým¦��_Ü}�m¦�«X¤m�k§"��¦�Ým¤w�Ò¥¬��¤m ��¤#ñÒ©M×X��Ým¦�� � ¤m�g�m©��g gÝw¡sª���¥n��<Ýw��òÒÜcô"�-Ü
¤f�©X¤f��f��<Ýq��¤Ým¦�£X¦��¨§�¦��_�m�g�¥n��<Ýw¦��¨Ø�×X�S×X�X�g��×X����¥¬��¤m �I£X�L×X����£X�L§����_¤m�g gÝw���0 g¦���×X����¥¬��¤m �
£M�I§��}¦�Ým¤w� � ª��¤ K4,4

��/§"�½§��×X¤m�Vñ?® ô�Óa�&®
 0¦�¥n¦3 ��£���ªO²¤cÝw¡� g�}£M�

V1 � |V1| = n
�LÚ���£X�}×M�X¡�¤f�m�Ó ¦��º ���£���ªO²¤fÝm¡� g�}£X�

V2� |V2| = m
�0�§+Ým¦�Ýq��§]£X�I��¤m¡��fÝq���F��

mn
®

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·lÝWÝ�À ® ÛH¦��Ó�¤w�>ÑÍ¦��
K4

Ü
W3

Ýw¡���X�g�á§"�K©X¤f¦�©X¡��£���£ £X��Ø�×X�� ×���§�Ø�×X¡��¤
ªO²g¤fÝm¡� ����cÝJ¦Ö ¦��X� $Ýq��£M¦> g¦���Ým¦�£X¦��
§�¦��}£X�g¥�¦��®y�F¡��g�X����g§{¥V¦>¼?¡�¥n¦é£M�K��¤m¡��fÝw���
©�¦��m¡�«M§���F�g�K×X�/�¤m�pÑÍ¦
£X�

4
ªO²¤fÝm¡� g��g®ukG¦�¤ÞÝq���<Ýw¦XÙX�f¦��K¡��m¦�¥n¦�¤£ÑÍ¦��®

�d§k�¤w�pÑÍ¦
K1,3

Ým¡��g�X�/×X��ªO²g¤fÝw¡� �/ ¦��M� gÝw��£X¦> g¦���§�¦��
¦�Ýw¤m¦��
3
Ø�×X�K�g�fÝ�¦���£X�3º

�f ¦��M� gÝw��£X¦��k��<Ýw¤m�Ò�-þ4®��L¦
©X×X�£M���f�¤{¡��f¦�¥¬¦�¤}ÑÍ¦}�
§�¦��F¦�Ým¤m¦��F£X¦��{�¤m�pÑÍ¦��g®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°ÝWÝ�Ø ®#úÞ���fÝq�}��m g¤m¡�«X¡�¤

V = {1, 2, 3} Ü V ∗ = {1∗, 2∗, 3∗} ��<Ýw¦��M ��gí

K3,3 = (V ∪ V ∗, V × V ∗)

H = ({1, 2, 3, 1∗, 2∗, 3∗}, {{1, 2∗}, {2, 2∗}, {3, 1∗}, {3, 2∗}, {3, 3∗}})
��£X��¡��×���§´¥¬���M�¤w�¬�g�m ¤f¡�«X¡�¤L�§G g¦��aÿf×X�<Ýw¦�£X��ªO²g¤fÝw¡� �g�:£X��§�¦��L�¤w�pÑÍ¦��kÜÛ��¤m¡��fÝw���L£X�
§��r§��×X¤w�?Ù�Ø�×X�I�f¦��/¤m��f©�� $Ýw¡�ªa��¥n���Ým��í

G = ({a, b, c, d, e}, {{a, b}, {c, b}, {c, d}, {d, e}, {a, e}})

G′ = ({a, b, f}, {{a, b}, {f, b}, {a, f}})
Á �I¥n¦�£X¦
Ø�×X� G ∪G′ �g�k�§H�¤w�pÑÍ¦}¤m�©M¤m��f��<Ýq��£X¦Mí

G ∪G′ = ({a, b, c, d, e, f}, {{a, b}, {c, b}, {c, d}, {d, e}, {a, e}, {f, b}, {a, f}})
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×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·lÝWÝ�ß ®º�B§0 g×X«�¦

Q3
Ým¡���M�� ¦�¥¬¦ÛªO²g¤fÝw¡� �g�ÙB£X¡�<��¥n¦��

V3
Ùd§�����©���§���«X¤m���

£X��Ýw¤f��}«X¡�Ým��g®>�B§0 ×X«�¦
Q2
Ù
V2
ÙB§����Ó©���§"��«M¤w����£X�3£X¦��}«X¡sÝw�g�®>�d§Þ ×M«�¦

Q1
Ù
V1
Ù

§"���0©���§���«X¤m���0£X��×X��«M¡�Ý�®d�d§]©X¤m¦�£X×M gÝw¦
Q1 ×Q2

Ým¡���M�: ¦�¥n¦Óª/²¤fÝm¡� g��F�§]©X¤m¦�£X×M gÝw¦
V1×V2

Ù<�g�fÝm¦Ò�g�Ù<�f×X�uªO²¤cÝw¡� ��u�m¦��}©���¤m��u£X�Þ§���ÑÍ¦�¤f¥��
(a1, a2a3)

£X¦��M£X�
a1, a2, a3 ∈

{0, 1} ®d�d§�¡��f¦�¥n¦�¤}§X�m¥n¦I£M�L�¤w�>ÑÍ¦��_�m�L�g�fÝq��«X§��g �L£X�L§��I�f¡��×M¡���<Ýw�{¥����X�¤m�Mí f : V1×
V2 → V3

Ù�£X�}¥¬¦�£X¦3Ø�×X�
f((a1, a2a3)) = a1a2a3

®½�(§���¤m�§��� g¡�¢��é£M�n��£MÜ<�� ��M ¡"�
��Û�§´©X¤f¦�£X×X gÝm¦��m��§����í

(a1, a2a3)
Ü
(b1, b2b3)

�m¦��v��£?Ü<�� �g��Ým��:�m¡�Ü��m¦�§���¥¬�g��Ým�I�m¡
¦n«X¡���

a1 = b1
Ü
a2a3

��L��£MÜ<�� �g��Ým�� g¦��
b2b3

��
Q2
¦
«X¡��g�

a2a3 = b2b3
Ü
a1
�g�

��£MÜ<�� g��<Ýw�L ¦��
b1
��

Q1
®d�d�cÝw¦��g�¨�gØ�×M¡�ª���§���<Ýw�L�I£M� ¡�¤_Ø�×X�L�3¼M¡��fÝm�L×X�V¾X�X¡� ¦Òª���§�¦�¤

i ∈ {1, 2, 3} £X�Ò¥¬¦�£M¦
Ø�×M� ai 6= bi

®uÛH¦nØ�×X�I���¤w���<Ýw¡©¨��ÓØ�×X�
f
��{×X�K¡��m¦�¥n¦�¤£§��m¥n¦

£X�Ò�¤w�pÑÍ¦��®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·ÍÝWÝ�ì ® ÷ ��� G = (V,E)

Ü
G′ = (V ′, E ′)

 g¦�� |V | = n
Ù |E| = m

Ù
|V ′| = n′

Ü |E ′| = m′ ®B�d��Ým¦��X g��Ù��g§+ g¦��aÿf×X�<Ýw¦}£X�:ªO²g¤fÝw¡� �g�{£M� G×G′
�g�
V × V ′£X��¥n¦�£X¦ÛØ�×X��Ùd©�¦�¤�§��K¤m�g�§"�/£X�§¨ ���¤f£X¡�����§_£X�§¨©X¤m¦�£X×M gÝw¦v ���¤fÝw�g�m¡����X¦XÙu�g§¨��¾X¥n�¤f¦

£X��ªO²g¤fÝw¡� �g�:£X�
G × G′

�g�
nn′
® ÷ ��� (v, v′) ×X�vª/²¤fÝm¡� g�Ó£X�g§-�¤m�pÑÍ¦�©X¤m¦�£M×X gÝm¦X®akG¦�¤£X��§��M¡� g¡�¢��Û£M��©X¤m¦�£X×M gÝw¦�£X���¤w�>ÑÍ¦��L�m��ª��g¤m¡©§X ���Ø�×X��í

gr((v, v′)) = gr(v) + gr(v′)£X¦��X£X�
gr(v)

�g�:�g§G�¤w��£M¦�£X�
v
��

G
Ü
gr(v′)

�g�:�g§G�¤w��£X¦�£X�
v′
��

G′
® Á ����cÝw�¥¬¦�£X¦Mí

Σ(v,v′)∈V×V ′gr((v, v′)) = n′Σv∈V gr(v) + nΣv∈V ′gr(v′).

÷ �Ò ¦��X g§�×MÜ�����©X§�¡� ���X£X¦}�g§³�G�g¦�¤f�¥¬�Vñ?® 
 ® 
 òM®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· ÝWÝ�ì ®^ÛH¦��:£X�Ó§��\§��×X¤m�7ñ?® ï �m¦��é¡��m¦�¥n¦�¤£ÑÍ¦��kÜ<��Ø�×X�}��¥Ó«�¦��S�f�}©X×M�£X�g�
ª��¤{ ¦�¥n¦
§"�Ó×X�X¡�¢���£X�Ò£X¦��{ g¡� §�¦��

C5
Ø�×X�I g¦�¥n©���¤cÝw��7ô
ªO²g¤fÝm¡� �g�®

ÛH¦��G£M�¨§"�Ð§��×M¤w��ñ?® 
 ùk�X¦S�f¦���¡��f¦�¥n¦�¤}ÑÍ¦��Ù%Ü<�LØ�×X�0�g§��¤m�pÑÍ¦
G
Ým¡���M�¨�3¼M�� gÝw��¥n���Ým�

£X¦��I�f×X«X�¤m�pÑÍ¦��I¡��m¦�¥n¦�¤£ÑÍ¦��Ò�
C4 � ×X�X¦/¡��<Ýw�¤f¡�¦�¤SÜé¦�Ýw¤f¦/�:¼�Ým�¤m¡�¦�¤��:¥n¡����Ým¤w����Ø�×X�n�§

H
 g¦���Ým¡��g�X�

3
�f×X«X�¤m�pÑÍ¦��S¡��f¦�¥n¦�¤}ÑÍ¦��L�

C4 � §�¦��L£X¦��S£X�g§-�¤w�pÑÍ¦ G ¥V¦��L�§G¤m¦�¥}«�¦��§"�Ó¡%¨Ø�×X¡��¤f£����$®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝWÝ�� ®

K4 :

A =









0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0









C4 :

A =









0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
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W3

íVÛ��Û¤f×X�£X�v��cÝJ¦ÔÑÍ¦�¤m¥¬��£��K©�¦�¤��§¨ ¡� §�¦
C3
Ü|×X�>ªO²¤fÝm¡� g�� ¦��X� $Ýq��£M¦º g¦��

Ým¦�£X¦��{§�¦��F£X�g§H ¡� g§�¦M® ÷ ��� v1 £X¡� &ÚX¦}ªO²g¤fÝw¡� ��Ü v2, v3, v4 §�¦��F£M�§H ¡� §�¦X®d�d��Ýw¦��X �g�

A =









0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0









K3,2 :
×X�K ¡��¤cÝw¦n ¦���ÿf×X��Ým¦¬£X�ÒÝw¤f��{ªO²¤cÝw¡� g�� � v1, v2 Ü v3 �Þ��fÝ�¦n ¦��X�g gÝw��£X¦� g¦��Ým¦�£X¦��{§�¦��F�g§��¥n��<Ýw¦��{£X�Ò×X�/ ¦��aÿf×X�<Ýw¦n£X�Ò£X¦��FªO²g¤fÝw¡� �g� � v4 Ü v5 �$®B�B�<Ýw¦��X �g�

A =













0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 0 0













×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·»ÝWÝb� ®S�d�fÝq��«X§���¨ ���¥¬¦��S©���¤w�¬�§´©X¤m¡�¥¬�g¤L�¤w�pÑÍ¦¬§"�n�m¡��×X¡��g��Ým��¦�¤m£X�g���� g¡�¢��
£M�ÒªO²g¤fÝw¡� �g�í ¼><�,:< t <È¿><ã· ®u�B�<Ýw¦��X �g�

A =













0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0













�d�I�g§��m��×X�X£X¦k�¤m�pÑÍ¦XÙ%¦�¤m£X�g����¥n¦��+§�¦��]ªO²g¤fÝm¡� �g��£X�g§��m¡��×X¡��g��Ýw�-¥¬¦�£X¦Mí ¼><�,:< t <È¿><ã·J< ½ ®
�d�<Ýw¦��X g��

















0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0

















×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°ÝWÝ�ä ®c�L�%Ü�í

 �

n2 + 1
���f¡������ ¡�¦��X��gÙ

Óa�0×X�/«X×X §��ÒØ�×X�I�f�I¤m�g©X¡�Ým�
n− 1

ª��g ��L�g�K�g§HØ�×X�I�m�ÒÚ��� g��
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º_£X¦��k���m¡������ ¡�¦��X�g�Ù
º:�§��gª���¤�×X���Û¥¬��Ýw¤f¡%¨n�Û§"�/©�¦�Ýw�g�X ¡��

j
Ùu§�¦ÛØ�×X���Ø�×X¡sª���§����K¥}×M§�Ýw¡�©M§�¡� ��¤m§���©�¦�¤

�-þF¥n¡��m¥¬�
j
ª��g ��g®Õû/×X§�Ým¡�©X§�¡� ��¤�£X¦��
¥¬��Ýw¤f¡� �g�

n × n
�m×X©�¦��X��Ù¨©�¦�¤} ��£��§�§"�ÛÜ

 ¦�§�×X¥n���3Ø�×M�¬�m�n¥Ó×X§�Ým¡�©X§�¡s ����]Ù
n
©X¤m¦�£M×X gÝm¦��IÜ

n − 1
�f×X¥����,d-��I£X�g ¡�¤gÙ´×X�ÖÝw¦�Ýq��§

£X�
n2(2n − 1)

¦�©��g¤w�� g¡�¦��X�g�®��d�> g¦��X g§�×X�f¡�¢��+Ù��§��gª���¤Ò§"�3¥���Ým¤m¡©¨
�/§���©�¦�Ým��X g¡"�
j�m×X©�¦��M�

jn2(2n− 1)
¦�©��¤m�� ¡�¦��X�g�®

º�×X�X�{�m×M¥��F£X�B£X¦���¥��aÝw¤m¡� �g�
n×n Ùa§�¦FØ�×X�_�f×X©�¦��X� n2 �m×X¥¬��� � £X�B§�¦��H�g§��¥n�g��Ýw¦��£X�I��¥Ó«����F¥¬��Ýw¤f¡� g����&®

º_§"�Ó�m×M¥��
j + 1

®
�d�/Ým¦�Ýq��§+�m�Ò¤m����§�¡©¨����

3 + n2 +
∑n−1

j=1 jn
2(2n− 1) ∈ O(n5)

®
ò��±Û��Òª��¤f¡©§� �� ¡�¢��¬£X�L�m¡�§�¦��

n2
�g§��g¥¬�g��Ýw¦��¨£M�L§"�Ò¥��aÝw¤m¡©¨

B
�m¦���¦��X¦��f¦��� �g¤m¦X®

�G¦�Ýq��§4í
n2
¦�©��g¤w�� g¡�¦��M��®

�d§���§��¦�¤m¡sÝm¥n¦�Ým¡���M�Ò©�¦�¤ÞÝq����Ýw¦
 ¦�¥¬©M§��Uÿf¡�£���£�Ø�×=þ���Ým¡� �M®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·ÔÝ�Þ�� ®_ýk����§X &Ú��S£M�0£X¦�¥n¡��X¢k ¦��Ó£X¦��Gªa��§�¦�¤m�� � �§ 3 ÜI�§ 5 Ù�©�¦�¤G�ãÿf�¥n©X§�¦���m�º©X×X�g£X�ºª��g¤� ¦�¥n¦á×X���ë��¤m¡��fÝq� �g��Ým¤m�º£X¦���ªO²¤cÝw¡� g�� � v3 Ü v5

�g� �§:�Uÿf�¥n©X§�¦"�$®e�×X��Ýw��¤I£X¡� qÚ��7§X &Ú��K g¦��>¦�Ýw¤w����>×X�X�}ÿf×X<��£��/£X�n£X¦�¥n¡��X¢ � ©�¦�¤I�Uÿf�g¥¬©X§�¦XÙ´ g¦��>§��Ø�×M�vÝm¡��g�X�Û×X�
5
Ü�×X�

1
�n�Ø�×X¡sª���§��Û�> ¦��M�m¡�£M�¤w��¤�×X�6 ��¥¬¡��X¦|��6�g§S�¤w�pÑÍ¦ � ©�¦�¤�Uÿf�¥n©X§�¦

v3, v5, v1
�$®V 0¦��K��cÝw�I��mØ�×X�g¥¬�MÙ�×X�X�n�m�g¤m¡��I£X�Þÿf×M<��£����{£X�I£M¦�¥¬¡��X¢}�X¦¬�g�

¥�¦��ÒØ�×X�¬×X�> ��¥¬¡��X¦���>�§B�¤m�pÑÍ¦/ ¦�¥n©X§��gÝw¦
K7

® Á ¡� qÚX¦K�¤m�pÑÍ¦/��� ¦��X�:¼?¦XÙGÝm¡��g�X�
7
ªO²¤cÝw¡� ��SÜÛ�§-�¤m��£X¦�£X�Ó ���£���ªO²g¤fÝw¡� �Ó��

6 � �3¼? §�×MÜ���X£M¦/§"����§� qÚ�����£X¦�«M§��g�Ù+Ø�×X��m¦��º§��/¨¦��SÜv�M¦�£����º�X¡��XO¾X�é©X¤f¦�«X§��¥¬���$Ù�×X�º��¾M¥¬�g¤m¦3©���¤g®½kG¦�£X�g¥¬¦���<��¤w���<Ýw¡%¨��¤
���Ým¦��X g��S§"�
�:¼?¡��cÝw�g�X ¡��¬£X����§�¥¬�g�X¦��k×X�Û ¡�¤m ×M¡�Ýw¦n�g×X§��g¤m¡"���X¦X®F�d�Û¦�Ýw¤m���L©X��§"��«X¤w���gÙ
Ýw��M�¥n¦��{<��¤m����Ým¡%¨��£X¦}Ø�×X�I�g�k©�¦��f¡�«X§�����M ���ÿm��¤FÝw¦�£X���{§����F©X¡���¨����{£X�Ò£X¦�¥n¡��X¢M®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·�Ý�Þ³Ý ® Á �|§�¦��/ g×���Ýw¤f¦�ªO²¤cÝw¡� g��Û£X�g§��¤w�pÑÍ¦�Ø�×X�>¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýw��¤-þ�����§�¦��©X×X��<Ýw�g�Ù¨Ýw¤f��}Ýw¡���X�g���¤m��£X¦éÝm¤m��}Ü �§F¦�Ýw¤m¦vÝw¡��g�X�3�¤w��£X¦º ¡��X ¦M® kG¦�¤ÓÝq���<Ýw¦XÙB�X¦
©X×X�£M�IÚ���«��¤{�X¡+ ¡�¤m ×M¡�Ýw¦��F�X¡H ��¥n¡��X¦��F�g×X§��g¤m¡"���X¦��®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·»Ý�ÞWÞ ® ÷ ¡u��§G�¤w�>ÑÍ¦ H §���Ø�×X¡sÝw¦�§�¦��L£X¦��SªO²g¤fÝw¡� �g��£M�Ó�¤w��£X¦ 4 Ø�×X�ÓÝm¡��g�X�Ü��f×X�{��¤f¡��cÝq���¨¡��X g¡�£X�g��Ým��ÙM�M¦��ÞØ�×X�£X���3Ýw¤f��Þ g¦�¥¬©�¦��X��<Ýw��Þ ¦��X�:¼M���g®ukG¦�¤0Ýw����Ým¦XÙ?�§
�¤w�pÑÍ¦}�X¦n©X×M�£X�I�m�g¤kÚX��¥¬¡�§sÝm¦��X¡����X¦X®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·lÝ�ÞsÀ ®Ö�d�ë�§0 ����f¦º£X��§�¦���ªO²g¤fÝm¡� �g�

a
Ü
e
ÙdÝm��X�g¥¬¦�� � �v©���¤cÝw¡�¤�£X��§�¦�� �¦�§� ×X§�¦��´�g�Ó§�¦��-��©X×X��Ým��#�´Ø�×M�0§"�k§�¦��X�¡sÝw×M£�¥\þ��M¡�¥n�F£X�
a
�
f
�g�

5
ÜI§"�{£X�

a
�
d
��

6.kG¦�¤�Ýq����Ýw¦MÙ�§��{§�¦��X�¡sÝw×X£Ò¥\þ��M¡�¥n�Þ£X�
a
�
g
Ým¡��g�X�_Ø�×X�¨�f�¤

min{L(f)+1, L(d)+3} =
6
®
�d���§+ ���m¦
£X��§�¦��0ªO²g¤fÝm¡� g��

g
Ü
c
Ým��X�g¥n¦��FØ�×X�Ò¡�¥¬©M§��g¥n��<Ýq��¤¨�g§H��§��¦�¤m¡sÝm¥n¦�£M�

Á ¡ ÿ}���fÝm¤w�
£M�I��×X�gª�¦X®
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ð-¡��×X¤m�Cñ?® òa'MíB��ÿf�¤f ¡� ¡�¦ 
 Ópô

÷ ��� T = {g} ® L(f) = L(g) + 3 = 3
Ù
L(h) = L(g) + 4 = 4

®{�d§´¥\þ��M¡�¥n¦
£X�
L
¦� ×X¤f¤m�Ò©���¤m�

f
®#kG¦�¤FÝq����Ýw¦MÙ

T = {g, f} ® L(e) = L(f) + 1 = 4
Ù
L(i) = L(f) + 2 = 5

®F�d§�¥Vþ��X¡�¥n¦}£X�
L¦� g×X¤m¤f�I©X��¤w�

e
Ü
h
®#kG¦�¤ÞÝq���<Ýw¦XÙ

T = {g, f, e, h} ® L(a) = L(h) + 5 = 9, L(i) = L(h) + 4 = 8 > 5, L(d) =
L(e) + 3 = 7

®B�d§H¥Vþ��X¡�¥n¦Ó£X�
L
¦� g×X¤m¤f�I©X��¤w�

i
®#k´¦�¤FÝw����Ým¦XÙ

T = {g, f, e, h, i} ® L(d) = L(i) + 3 = 8 > 7, L(b) = L(i) + 1 = 6
®é�d§

¥\þ��M¡�¥
¦Ó£X�
L
¦� ×M¤m¤m�Ò©���¤w�

b
®#kG¦�¤FÝq����Ýw¦MÙ

T = {g, f, e, h, i, b} ® L(a) = L(b) + 2 = 8 < 9, L(c) = L(b) + 3 = 9
®}�d§

¥\þ��M¡�¥
¦Ó£X�
L
¦� ×M¤m¤m�Ò©���¤w�

d
®#kG¦�¤FÝq����Ýw¦MÙ

T = {g, f, e, h, i, b, d} ® L(c) = L(d) + 5 = 12 > 9
®B�d§+¥Vþ��X¡�¥n¦�£X�

L
¦� g×X¤m¤f�

©X��¤w�
a
Ü�ª���§��

8
®_�d§+ª���§�¦�¤Þ£X�

L
©���¤m�
�g§³¾X§sÝw¡�¥
¦ÓªO²g¤fÝm¡� �ÒØ�×X�I�g�

c
��

9
® 0¦��X g§�×X�f¡�¢��+®{�d§´ ��¥n¡��X¦n¥\þ��X¡�¥
¦
���Ým¤m�

g
Ü
c
Ým¡��g�X��§�¦��X�¡sÝw×X£

9
Ü/¤f� ¦�¤m¤m��§�¦��

ªO²g¤fÝm¡� �g�
g, f, i, b, c

®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÞgØ ®��B�g¤{§"�½§��×X¤m�Vñ?® òa'M®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÞWß ®0�d§H��¾X¥n�¤f¦n¥�¦>¼?¡�¥¬¦Ó£X�I ¦�¥¬©���¤w�� g¡�¦��X�g�{�g�k�§���¾X¥n�¤m¦n¥V¦>¼?¡�¥n¦
£M�kªO²g¤fÝm¡� �g�¨Ø�×X�L�f�L©X×M�£X�g��¤f� g¦�¤m¤f�¤_��¬×X�¬ ���¥n¡��M¦Ò�m¡�¥¬©X§��F£X�k§��Ò¤w�pþ%¨{�I×X�X�IÚX¦aÿm�M®
�d�{£X� g¡�¤Ù

h+ 1
ÙX�m¡��g�X£X¦

h
§"�}��§sÝw×X¤m�}£M�§�¦�¤m«�¦�§È®

÷ ��� h §��Ö��§sÝw×X¤w�é£X�g§�¦�¤f«�¦�§È®ÕÛH¦��n£��aÝw¦��n�m�/©X×X�£M���¦�¤f£X��X��¤n¥¬�g£X¡"����Ýw�3×X���¤f�§��� ¡�¢��3Ø�×X�I£X�g�X¦�Ýq��¥¬¦��F©�¦�¤
<
®

�d��Ýw¤m��£��MíB�B§³¦�¤m«�¦�§4ÙM�m×/¤w�/þ©¨:Ü3×X�/£��aÝw¦X®
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÷ ��§�¡�£X��fhgã�B§�£���Ým¦n�X¦
��k�$Ýw¡�Ø�×X�gÝw�
£X�Ò�X¡��X/¾X��ª/²¤fÝm¡� g�Wg§��g gÝm×X¤w��f:¤m�/þ%¨iêÚX¡�§��cºã�X¦Û§�§�����¥n¦����Û×M���ÛÚX¦aÿm�>º����X£ ÷ ��§�¡�£���fhgã�d§B£X��Ýw¦Û�X¦v�g�Ó�$Ýw¡�Ø�×X�$Ýq�Û£X��X¡��X/¾X�3ªO²¤fÝm¡� g�Wg
õ¹ÑÞ§�� gÝm×X¤w�

<
£���Ýw¦3ÝwÚX�g�Üºã�M¦��I¥n¦�ª��g¥n¦��I�/§���¤m��¥¬��£X�g¤m�g &ÚX�Û£M�§B�X¡sª��§

¡��=ÑÍ�g¤m¡�¦�¤£º
õ¹ÑB§�� $Ýw×X¤w�

>
£���Ým¦¬ÝwÚX�g�ÔºÉ�X¦��L¥¬¦%ª��¥n¦��S�¬§"�n¤w��¥��n¡%¨gØ�×X¡��g¤m£��¬£M�§G�X¡sª��§

¡��=ÑÍ�g¤m¡�¦�¤£º
õ¹Ñ-§��g gÝm×X¤w��f:£��aÝw¦}ÝmÚX�� ÷ ��§�¡�£���fhgÉ�g§]£���Ým¦n�g�k�$Ýw¡�Ø�×M�gÝq�
£M�I×M�/ªO²g¤fÝm¡� �jg

÷ ��§�¡�£X��d�v�g§´©��¦�¤L£M��§�¦��k ���m¦��gÙ��§´£���Ým¦��M¦���L×X���¬�gÝm¡�Ø�×X�$Ýq�¬��Û�§�¦�¤m«�¦�§HÜ/�g§�¦�¤m«�¦�§
«X¡�����¤m¡�¦�£X�n��§�Ým×X¤w�

h
Ým¡��g�X�

n = 1 + 2 + 22 + ... + 2h = 2h+1 − 1
£���Ým¦��®\k-��¤m�

§�¦� ���§�¡©¨��¤:�f¡B×X�Ö£���Ým¦/£���£X¦/�g�fÝJ¦���|�g§#¦�¤m«�¦�§u£X�«��g¥¬¦��ÒÚ��� g�¤
h + 1

§�� gÝm×X¤w��� � �§ ���¥n¡��M¦v¥�¦��Ó§"��¤f�¦vØ�×X�3Ú��%Ü>��ë�§0�¤w�pÑÍ¦ÛÝw¡���X�
h + 1

ªO²¤cÝw¡� g��#�$®ãkG¦�¤�Ýq���<Ýw¦MÙB�§
��¾X¥n�¤f¦á¥V¦>¼?¡�¥¬¦|£M�v§�� $Ýw×X¤m�����g�

log2(n + 1) ∈ O(log n)
® �d�6 ���£X� §��g gÝw×M¤w�MÙ

Ú��� �g¥n¦��Ò×X���3 ¦�¥n©���¤m�� ¡�¢��+®rÛ��� g¦�¥n©X§��ãÿf¡�£���£é�g�Ù´©�¦�¤:Ýq����Ýw¦MÙ�§�¦�<��¤}þsÝw¥
¡� �MÙ+�g�fÝm¦
��Ù

O(log n)
®

×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·�Ý�ÞWì ®��´¦�¥���¥¬¦��¨£X¦��Þ¥n¦��X�g£����¨Ü�§"���0©�¦��X�g¥n¦��Þ�g���f��X£M¦��F©X§"�aÝw¡�§s§�¦��¨£X�
§"�Ó«���§"���g¨��?®��S��Ü3£X¦��k©�¦��m¡�«M¡�§�¡�£���£X��gídØ�×X�I©��g�m�g�Û§�¦}¥n¡��m¥n¦Ó¦nØ�×X�I�X¦M®

÷ ¡k�X¦>©���m���6§�¦|¥n¡��m¥n¦XÙ¨��f¦ �m¡���X¡+§� ��ÖØ�×X�Û×X���|£X�Û§����¬£M¦����g��§��Ö«X×X�f ���£X�M®�G¦�¥���¥n¦��F×X���n£M�I§"���{¥n¦��X�g£���� � §"�}Ø�×X���g�fÝJ¦¬�n§��
£M�¤m�g qÚ��MÙ�©�¦�¤k�ãÿf�¥n©X§�¦"�¨Ü�×X���£X�Þ§����-Ø�×X�Þ�X¦:ÚX�g¥¬¦��u©��g�w��£M¦ � �X¡��M�×X���L£X�Þ§����- g×n¦�§���-©X×X�g£X�F�f�¤u§"�L«M×X�m ��£����&®�Û����©�¦��X�¥n¦��F��/�f��X£M¦��k©X§���Ýw¡�§�§�¦��® ÷ ¡+©���w���K§�¦}¥n¡��f¥¬¦MÙ?��f¦n�m¡���X¡©§X ��ÓØ�×X�I§��Ó¥n¦��X�£X�Ø�×M�3��fÝw��«��v��ë§��Û©X¤m¡�¥n�¤w�K©���m��£��é�g�ë�§0©X§���Ýw¡�§�§s¦Û¡©¨Ø�×X¡��¤m£M¦é�g�}§"�Û«M×X�m ��£��M® ÷ ¡©���w���K£X¡��cÝw¡��<Ýw¦}�g�k§"�ÓØ�×X�I��cÝq��«X�n�g�K�g§H©X§"�aÝw¡�§s§�¦Ó£X�g¤m�g &ÚX¦¬§��}«X×M�m ���£��M®
÷ ¡B��>§"��©X¤f¡�¥n�¤m��©���w��£��Û§����I¥n¦��X�g£����I©���w��«���� §�¦/¥¬¡��m¥n¦XÙ��g��Ýw¦��X �g��Ým¦�¥¬¦×X���>£M�Û�§�§"���
Ü�×X���|£X�Û§"���¬Ø�×X�Û�X¦ ÚM�¥n¦��¬©���w��£X¦X® ÷ ¡L©��g�w����§�¦|¥n¡��m¥n¦XÙ¨��f¦�m¡���X¡©§� �¬Ø�×X�}§��¬¥¬¦��M�£���Ø�×X�Ó�X¦�ÚX�Ó©���m��£X¦3��é�X¡��X�×X���¬£X�Ó§"���S£X¦��:©���m��£������g�

§"�I«X×M�m ���£��M® ÷ ¡��X¦�©���m���3§�¦�¥n¡��f¥¬¦MÙ��g�m¦Ó¡�¥¬©X§�¡s �� Ø�×X�S§"�I¥n¦��X�g£���Ø�×X�SÚX�L©���w��£X¦§"�Ó�m��×X�X£��
ª���¨ÒÜ3�X¦n§��}©M¤m¡�¥n�¤m��ª���¨I�g�k§"�Ó«X×X�f ���£X�M®
�d�>¤m�g�m×X¥n��]Ù-©�¦�£X�g¥¬¦��I§�¦� ���§�¡©¨��¤�§"��¥n¦��M�£�����>£X¦���©���m��£����g®��B§#¦�¤f«�¦�§B£X�

£X� g¡��m¡�¢��� ¦�¤f¤m�g�m©�¦��X£M¡���<Ýw�I�g�k«M¡�����¤f¡�¦�Ü�Ýw¡���X�Ò��§sÝw×X¤w�CÓ?®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝ�ÞS� ® ÷ �I£M�Uÿm�n��§+§�� gÝm¦�¤®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· Ý�ÞL� ®dìS§��¦�¤m¡sÝm¥n¦�£X�okd¤f¡�¥/®�k-��¤cÝw¡�¥n¦��0£X�

a
®
V (T ) = {a} Ù E(T ) = ∅ ®ì�����£M¡�¥n¦��¨§"����¤f¡��fÝw��£M�

a
�
b
Ü
V (T ) = {a, b} ®dì��X��£X¡�¥¬¦�� i Ü V (T ) = {a, b, i} ®
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ð-¡��×X¤m�Cñ?® ò�ø?íB��ÿf�¤f ¡� ¡�¦ 
 Ó t

ì�����£X¡�¥¬¦��
f
Ü
V (T ) = {a, b, i, f} ®'ì�����£X¡�¥¬¦�� e Ü V (T ) = {a, b, i, f, e} ®ì�����£X¡�¥¬¦��

c, g
Ü
d
Ü
V (T ) = {a, b, i, f, e, c, g, d} ®Yì�����£X¡�¥n¦�� h Ü V (T ) =

{a, b, i, f, e, c, g, d, h} ®ìS§��¦�¤m¡sÝm¥n¦Ò£M��[�¤m×X�}�a��§4®� 0¦�§�¦� ���¥n¦��B§����_��¤m¡��fÝq���_£X�k§�¦��X�¡�Ým×X£
1
í {b, i} , {f, e} ® 0¦�§�¦� ���¥¬¦��{§����k��¤m¡��cÝq���F£X�I§�¦��M�¡�Ým×X£

2
í {i, f} , {a, b} ®C 0¦�§�¦� ��¥¬¦��F§"���{��¤m¡��fÝq���{£X�§�¦��X�¡sÝw×M£

3
 ¦��| g×X¡�£���£X¦/£X�
�X¦7ÑÍ¦�¤m¥¬��¤: ¡�¤m ×M¡�Ýw¦��í {e, d} , {b, c} , {f, g} ®\ðG¡�����§�º¥n��<Ýw��Ù� ¦�§�¦� ��¥¬¦��F×M���
£X�Ò§"���F��¤m¡��fÝq���F£X�Ò§�¦��M�¡�Ým×X£

4
í {g, h} ®

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�ÞWä ®v�d�á©M¤m¡�¥n�g¤�§�×X<��¤ÙG�m¡¨�g§¨�¤w�pÑÍ¦K���«X¡�©X��¤fÝm¡�£X¦XÙ´��<Ýw¦��M ��Ó�§¨ g¦���º
ÿf×M��Ýw¦3£X�ÓªO²g¤fÝw¡� �g�Ò�f�
©M×X�£X�
©�¦��X�¤� g¦�¥n¦3×X�M¡�¢��é£M¡��Íÿf×M��Ýq��£M�}£X¦����f×X«� ¦���ÿf×X��Ým¦��Ù
£M¡�<��¥n¦��

V1
Ü
V2
®�kG¦�£X�g¥¬¦��S�g��Ým¦��X �g�: ¦�§�¦�¤f����¤k g¦��v g¦�§�¦�¤m�g�L£X¡��fÝw¡���Ým¦��k ���£���×M�X¦

£M�/§�¦��
�f×X«� ¦��aÿf×X��Ým¦��
Vi � i = 1, 2

�$®k 0¦����g�fÝw�Ö ¦�§�¦�¤m�� ¡�¢��+ÙB£X��£X¦ÖØ�×X�/�§F�¤m�pÑÍ¦
�g�:«X¡�©���¤fÝm¡�£X¦MÙ��X¦�Ú���ÜK��×X�M ���£M¦��LªO²¤fÝm¡� g��:£X�g§G¥¬¡��m¥n¦¬ g¦�§�¦�¤L×X�M¡�£X¦��g®:�d�é�f��<Ýw¡�£M¦
¦�©X×X��cÝw¦XÙ��m¡��§��¤w�pÑÍ¦I©X×M�£X�L�m�g¤¨ ¦�§�¦�¤m���£X¦I�m¢�§�¦I ¦��¬£X¦��_ ¦�§�¦�¤m�g�Ù�©�¦�£M�¥n¦��_£X¡�ª�¡�£X¡�¤
§�¦��FªO²¤cÝw¡� g��L£X�g§´�¤m�pÑÍ¦n��K£X¦��k�m×X«� g¦��aÿf×X�<Ýw¦��L£X¡��Áÿf×X��Ým¦��í¨§�¦��{ªO²g¤fÝm¡� �g�L£X��×M�Û ¦�§�¦�¤
Ü¬§�¦��0£X�g§]¦�Ýw¤f¦X®�Û�¦��0ªO²¤cÝw¡� g��F£M��×X�3 g¦�§�¦�¤0�m¢�§�¦Ó�g��Ý�¦����g�X§"�p¨���£X¦��Þ ¦���§�¦��0£X�g§+¦�Ýw¤m¦M®
�d�{£X� g¡�¤ÙX�§H�¤w�pÑÍ¦}��k«M¡�©���¤cÝw¡�£X¦X®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�À�� ®ÔÛH¦���Ým¤m�g�Ó�¤w�pÑÍ¦����m¦�� ©M§"���X¦��� ¦�¥¬¦K�m��©X×X�£M��ª��¤��� §��H§X�×X¤w�
ñ�®óò t ®
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ðG¡��×M¤w�Cñ?® ò t íB��ÿf�g¤m ¡� ¡�¦ 
 òOù



Ó tOt î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?

ð-¡��×X¤w�Cñ�®óò ï í±ýL���
¤f�©X¤f��f���Ýw�� g¡�¢��K£M�
K7

ðG¡��×X¤m�Cñ?® ô�ùMí±ýk���
¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýq�� ¡�¢��K£X�
W5

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�À³Ý ® ÷ �Ò£X�ãÿm�n��§+§��g gÝm¦�¤®

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·°Ý�ÀWÞ ®��B�g¤Ð§��×X¤m���{ ¦�¤m¤m�g�m©�¦��M£X¡��g��Ýw�g�®

×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶·ÍÝ�ÀWÀ ®	 0×X��§�Ø�×X¡��¤}¥��aÝw¤m¡©¨�£X�/��£MÜ<�� g��X g¡"���
£X�
K7

Ýw¡���X�3�§F�m¡��×X¡����Ým�
���m©�� $Ýw¦Xí
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ð-¡��×X¤w�cñ?® ô 
 í±ýL�X�
¤m�g©X¤m�g�m��<Ýq�� g¡�¢��/£X�
K1,6

ð-¡��×X¤w�cñ?® ô�Ó?í±ýL�X�
¤m�g©X¤m�g�m��<Ýq�� g¡�¢��/£X�
K4,4



Ó ï ù î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?

ðG¡��×X¤m�Cñ?® ô�òMí±ýk���
¤m�g©X¤m�g�m�g��Ýq�� ¡�¢��K£X�
Q4





















0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0





















�d§{�¤w��£X¦Ö£X�/ ��£��Ö×M�X¦|£X�/§�¦��VøvªO²g¤fÝw¡� �g�¬�g�l'MÙ¨©�¦�¤}Ýw����Ým¦Ö§"�é�m×X¥¬�º£X�/§�¦��
�¤w��£X¦��´���ô�Ó?Ùa£X�¨¥n¦�£X¦kØ�×X�

K7

Ýw¡���M�ÖÓ 
 ��¤f¡��fÝw���® ÷ ¡<Ýw¦�¥¬¦k§�¦��HªO²¤cÝw¡� g��G��×M¥¬�g¤w��£X¦��
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ©�¦�£M�¥n¦��{�g�m ¤f¡�«X¡�¤F§"���{��¤m¡��fÝq���F ¦�¥n¦Xí

{{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7},

{2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6}, {2, 7},

{3, 4}, {3, 5}, {3, 6}, {3, 7}, {4, 5}, {4, 6}, {4, 7},

{5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}
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kG¦�¤FÝw����Ým¦n×M���
¥��aÝw¤m¡©¨:£X�Ò¡��X ¡�£X��M ¡"���FØ�×X�I�m¡��×X����cÝw�I¦�¤f£X��/��gí




















1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1





















�d§��¤w�>ÑÍ¦
W5
Ýw¡���X��'�ªO²¤cÝw¡� ��gÙX£M¡�<��¥¬¦�� {1, 2, 3, 4, 5, 6} Ü¬§����¨�f¡��×X¡���<Ýw�g�Þ��¤m¡��£ºÝq���gí

{{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 1}, {1, 6}, {2, 6}, {3, 6}, {4, 6}, {5, 6}}

÷ ¡��×M¡��g�X£X¦���cÝw��¦�¤m£X�g�3£X�SªO²g¤fÝw¡� �g�ÞÝw�g�X�g¥¬¦��0§"���¨�m¡��×X¡��g��Ým��0¥¬��Ýw¤f¡� �g�¨£X����£MÜ<�� ���º ¡"���{�Ò¡��X ¡�£X�g�X ¡����F¤m�g�m©��g gÝw¡sª���¥n��<Ýw��í
















0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0

































1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

















�d§<�¤m�pÑÍ¦
K1,6

Ýw¡��g�X�uø0ªO²g¤fÝw¡� �g�Ù�£X¡�<��¥n¦��Ù {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ÜSÝw¡���X�d§"���H��¤m¡��fÝq���í

{{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7}}
ìS�-þ-¦�¤m£X�g����£X¦��:§�¦��LªO²g¤fÝw¡� �g�:ÜÛ§����:��¤m¡��cÝq���kÝw��M�¥n¦��:�m×é¥¬��Ýw¤f¡%¨I£X�}��£MÜ<�� g��X g¡"���:Ü



Ó ï Ó î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
�f×K¥¬��Ýw¤f¡%¨S£X�I¡��X g¡�£X�g�X ¡����í





















0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0









































1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1





















�d§��¤w�pÑÍ¦
K4,4

Ýw¡���X� t ªO²g¤fÝm¡� �g��Ø�×X�B©M×X�£X�g���g�m ¤f¡�«X¡�¤m�f�d ¦�¥n¦ {1, 2, 3, 4, 1′, 2′, 3′, 4′}Ü 
 'º��¤m¡��fÝw���}Ø�×X��©X×X�£M�����m g¤m¡�«X¡�¤f�m�� g¦�¥n¦Xí
A × A′

£X¦��X£X�
A = {1, 2, 3, 4} Ü

A′ = {1′, 2′, 3′, 4′} ® ÷ ¡H¦�¤f£X��X��¥¬¦��{§�¦��FªO²g¤fÝm¡� g��L���}þHÝm��X�g¥¬¦��k§��}�m¡��×X¡����Ým��¥���Ým¤m¡©¨£M����£MÜ<�� �g�X ¡����í
























0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0

























� �m¡F¦�¤m£X�g����¥n¦��}§"���}��¤m¡��fÝw���}�g��¦�¤m£X�g��§��:¼?¡� ¦��¤-¦p§� g¦º�f×�¥¬��Ým¤m¡%¨�£X��¡��X ¡�£X��M ¡"���
�f�¤-¦Mí

























1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1



























ö�÷JIZYM÷°î)�>îBùÒî��gî��gõ�?Kù�î#?uó�îBôHò0õ�? Ó ï ò
�d§H ×M«�¦

Q4
Ýw¡���X� 
 '
��¤m¡��fÝw���FØ�×X�I g¦�¤m¤f��m©�¦��X£X��Û�
§����F©���§���«X¤m���F£X�^ô
«X¡�Ým��í
{0000, 0001, 0010, 0100, 1000, 0011, 0101, 1001,

1010, 1100, 0110, 0111, 1011, 1101, 1110, 1111} Þ��£��Ö×X�M¦|£X�/§�¦��}ªO²¤cÝw¡� ��
Ýw¡���X���¤m��£X¦ÜôÖ©�¦�¤
§�¦éÝq���<Ýw¦Ö§"�é�f×X¥��º£X��Ým¦�£X¦��n§�¦��
�¤w��£M¦��¬£��!'/ôX® �d��Ým¦��X g��

Q4
Ým¡��g�X�Ôò�Ó|��¤m¡��cÝq���g® Û´�Ö¥���Ým¤m¡©¨/£M�Û¡��M ¡�£M��X g¡"���n§��

£X�Uÿm��¥n¦��{��§+§��g gÝm¦�¤®±Û��}¥��aÝw¤m¡©¨:£X�I��£?Ü<�� �g�X ¡����k�f�O¾M�K��fÝm�I¦�¤m£M��/��gí
























































0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0

























































×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· Ý�ÀnØ ®K�d§_©X¤m¡�¥¬�g¤m¦K£M��§�¦��� ���m¦����X¦Û�g�Ó©�¦��m¡�«M§��n©X×X�g�Ó§��/�m×X¥¬�K£X��§�¦��
�¤w��£M¦��d��#Ó/ò�Ø�×X�{�g�B×X�n��¾X¥¬�g¤m¦Ò¡�¥n©���¤Ù��g�n ¦���Ýw¤m��£X¡�  ¡�¢��} g¦��n�g§�ÚM� qÚX¦I£X�{Ø�×X�{§��
�m×X¥¬��£X�{§�¦��d�¤w��£X¦��d£X�{§�¦��uªO²g¤fÝw¡� �g�_�g�uÓ:ª��g �g�¨�g§���¾M¥¬�g¤m¦Ò£X�k��¤m¡��cÝq���g®u�d§��f��×M�X£X¦
��k©�¦��m¡�«M§���ÙX©�¦�¤F�Uÿf�¥n©X§�¦Xí

({a, b, c, d, e}, {{a, b}, {a, c}, {a, d}, {a, e}, {b, c}, {c, e}, {d, e}})
£X¦��X£X�

gr(a) = 4
Ù
gr(b) = 2

Ù
gr(c) = 3

Ù
gr(d) = 2

Ü
gr(e) = 3

®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·yÝ�Àsß ®B�B§H�¤w�pÑÍ¦

K1,6 = (V,E)
Ýw¡���X�oøÓªO²g¤fÝm¡� �g�{Üm'
��¤m¡��fÝw���í

({1, 2, 3, 4, 5, 6, 1′}, {{1, 1′}, {2, 1′}, {3, 1′}, {4, 1′}, {5, 1′}, {6, 1′}}).



Ó ï ô î-ïSðdñòSóGô_õ8ö�÷Zøkù{ï:ú_õ�?
�d§H�¤w�pÑÍ¦

W3 = (V ′, E ′)
Ým¡���M�^ô}ªO²¤fÝm¡� g��{Ü@'n��¤f¡��cÝq���í

({1, 2, 3, 4}, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}}).
�d�6��¥Ó«�¦��¬ ���m¦����f�KÝw¡���X�g�� g¦�¥¬¦|�m×M«X�¤w�>ÑÍ¦���§�¦��n�¤w�pÑÍ¦��¬ g×MÜ�¦  ¦��aÿf×M��Ýw¦>£X�

��¤m¡��cÝq���
�g�nª��� �þ�¦X®��d�¬£X� g¡�¤gÙ0£X�K§���ÑÍ¦�¤f¥��
(A, ∅) £M¦��X£X� A ��¬×M���f×X«� ¦���ÿf×X��Ým¦ g×���§�Ø�×M¡��¤m�Û£X�

V � ¤m��f©�� $Ýw¡�ªa��¥n���Ým�3£X� V ′ �&®n�S��Ü 27
Ü
24
�¤w�>ÑÍ¦���£X����fÝm��Ýw¡�©�¦

¤f��f©��g gÝm¡�ª���¥¬�g��Ým��®
÷ ¡]Ým¦�¥���¥¬¦��0£X¦��ÞªO²g¤fÝw¡� �g�Ù�§�¦��Þ��×X�gª�¦��k�¤m�pÑÍ¦��Þ�X¦}�m�g§�� g ¡�¦�����£M¦��F����§+©n¦�¤m¤w�>ÑÍ¦����Ýw�g¤m¡�¦�¤Ó�m�� ¦��M�fÝw¤f×MÜ����Ýw¦�¥¬���X£X¦é�g§F©���¤}£X�3ªO²g¤fÝw¡� �g�
Üá§��é��¤m¡��fÝq�vØ�×X�/§�¦��}×M�X��®

�d�<Ýw¦��X g��kÚ��%Ü�Ýq���<Ýw¦��F ¦�¥n¦n��¤f¡��fÝw���ÙM��fÝm¦¬�g�ÙL'
�g�K ��£��
 ����m¦X®
÷ ¡SÝw¦�¥¬��¥n¦��¬Ýw¤m�g�3ªO²¤cÝw¡� g��3Ü��X¦��f¦�� £X�é§�¦���£X�§:©X¤m¡�¥¬�g¤�©n¦�¤f¤w�pÑÍ¦á��<Ýw¦��M ��©M×X�£X�g�3Ýw��M�¤ 
 ¢Ó£X¦��Þ��¤m¡��fÝq���® ÷ ¡�Ýw¡���X�g�HÓ���¤f¡��cÝq���gÙ?��cÝq���Þ�X�g ��m��¤m¡���¥n��<Ýw�:£X�g«���Ým��X�g¤�×X� �3¼?Ým¤m�g¥¬¦Û��  g¦�¥r¾X�+®Ak-��¤w�K ¦��X�fÝw¤f×X¡�¤I×X� �¤m�pÑÍ¦K ¦��ãòKª/²¤fÝm¡� g���Ü|×M���

��¤m¡��cÝq�}�m�IÝm¦�¥¬�
×M���¬��¤m¡��fÝw�MÙ��f×X�L�:¼�Ým¤m�¥n¦��{Ü�¦�Ým¤m¦
ªO²¤cÝw¡� �I ×���§�Ø�×X¡��¤w�
£M¡��fÝm¡��<Ýw¦
£X�
�f×X���3¼�Ýw¤m�g¥¬¦��®Ò�d�é�§-©M¤m¡�¥n�¤k ����f¦3Ú��%Üo'�ppñ(faòOù¬£X�Ó�g�fÝw¦����¤m�pÑÍ¦��gÙ]��é�g§-�f��×X�M£X¦

 Ó?®�k-��¤w�¬ ¦��X�fÝm¤m×X¡�¤L×X�v�¤w�>ÑÍ¦� g¦��v£X¦��S��¤m¡��fÝq���kÜÔònªO²g¤fÝm¡� �g�Ù]Ú���ÜKØ�×X��Ýw¦�¥���¤{£X¦��
��¤m¡��cÝq���uØ�×M�k g¦�¥¬©X��¤fÝw���
×X�n�3¼�Ýw¤m�g¥¬¦�Ü}�f×X�BÝw¤f��dªO²g¤fÝw¡� �g�®B�d�n�§X©X¤m¡�¥¬�g¤u ����m¦I ���£��
©X��¤0£X�:��¤m¡��fÝw���¨ ¦�¥¬©���¤fÝw�g���§��3¼�Ýw¤m�g¥¬¦

1′
©�¦�¤¨Ýw����Ým¦ÓÚ���Ü (6

2

) £X�S��fÝm¦��Þ�¤m�pÑÍ¦��g®d�B�
�g§]�m�g�×X�X£M¦
 ���m¦XÙM g¦�¥¬¦� ���£X��ªO²¤cÝw¡� �SÝm¡���M�:�¤w��£X¦cò��g§]��¾M¥¬�g¤m¦Ó£X�:�¤m�pÑÍ¦��0£M�:��fÝm�
Ým¡�©�¦/Ø�×X�� g¦�¥n©���¤fÝm��|×X�|ªO²g¤fÝw¡� �\§�ÿm��£X¦K��½òM® Á ���g�fÝw�¬¥¬¦�£M¦KÚ���Ü 
 Ó��¤w�>ÑÍ¦��I£X��g�fÝm�ÒÝw¡�©�¦M®

÷ ¡�Ýw¦�¥¬��¥n¦���ô�ªO²g¤fÝm¡� �g�Ù?����g§��m�g�×X�X£M¦Ó£X�L§�¦��_ ���m¦��0�g�fÝq��¥¬¦��_Ým¦�¥����X£X¦ÒÝw¦�£X¦��§�¦��BªO²¤fÝm¡� g��Ù?£X�S¥n¦�£X¦�Ø�×X�S ¦�¥n¦� ¦��aÿf×M��Ýw¦�£X�:��¤m¡��cÝq���_�m�S©M×X�£X�LÝw¦�¥¬��¤B ×���§�Ø�×X¡��¤
�f×X«� ¦��aÿf×X��Ým¦}£M�§� ¦��aÿf×M��Ýw¦�£X�L�m×X�Þ��¤f¡��cÝq���g®uìS�}þ�Ú���Ü

26− 1 � �§�ª��� �þ�¦IÜ<��§�¦�ÚX�g¥n¦�� g¦��X�f¡�£X�g¤w��£X¦��Þ�¤m�pÑÍ¦��F£X�Ò��cÝw�ÒÝm¡�©�¦X® 0¦��é ×��aÝw¤m¦�ªO²¤cÝw¡� g��:��é�§-©X¤f¡�¥n�¤f¦�£X�Ó§�¦��L ����f¦����f¦��é£X�§-�f¡��×M¡���<Ýw��Ým¡�©�¦X® ÷ ¡�M¦} ¦���Ýw¡���X�g����§
1′
Ü<�Ó��cÝJ¦��3 ¦��M�m¡�£M�¤w��£X¦��Þ©X×X�g�F�§� ¦��aÿf×M��Ýw¦Ó£X����¤f¡��fÝw���0�g�Þª��� �þ�¦X®

÷ ¡� ¦���Ým¡���M��3��§ 1′ Ù?��<Ýw¦��M ��Þ©�¦�£X�g¥¬¦��¨Ým¦�¥���¤_×X���MÙ?£M¦��0¦�Ýw¤f��0£X�S§����0��¤m¡��cÝq���_Ø�×M� g¦���Ým¡��g�X��+®BìL�-þH£X�Ò��cÝw�ÒÝm¡�©�¦
ÚX�%Ü
7 ∗
(

6
3

) �¤m�pÑÍ¦��F£X�Ò��cÝw�ÒÝm¡�©�¦X®
Á �§�¥n¡��f¥¬¦:¥¬¦�£X¦Ò©X��¤w�hñ:ªO²g¤fÝm¡� �g�® Á �«���� g¦���Ým��X�g¤0��§ 1′ Ü}�m�k©X×X�g£X��¬Ým¦�¥¬��¤
 Ù Ó?Ù ò}¢\ô
£X�Ò§"���{��¤m¡��fÝq���ÞØ�×M�ÒÝw¡���X�g�+®c�L�%Ü3�g��Ým¦��X �g�

15 ∗
(

6
4

) ® 0¦��q'éªO²¤cÝw¡� g��gÙF£M�«���� ¦��<Ýw�g�X�¤���§
1′
ÜëÚ���ÜëØ�×X�/Ýw¦�¥¬��¤}£X� 
 �!ñº£M�K§����

��¤m¡��cÝq���FØ�×X�Ò ¦��<Ýw¡��g�X�g�+Ù�Ú��%Ü
(25 − 1) ∗ 6 ® 0¦��Ôø�ªO²¤cÝw¡� g��{Ú���Ü�Ø�×X�Ò ¦��X�m¡�£X�¤m��¤F ×X��§�Ø�×X¡��¤Þ�m×X«� g¦��aÿf×X�<Ýw¦n£X�g§H g¦��aÿf×X�<Ýw¦
£X�

��¤m¡��cÝq��� � �w��§�ª�¦��g§´ª��� �þ�¦¬Ø�×M��Ü<���g�fÝ�¦� ¦��X�f¡�£X�g¤w��£M¦"�$®L�B�<Ýw¦��X �g��ÚX�%Ü 26 − 1
�¤m�pÑÍ¦��

£M�I�g�fÝw��Ýw¡�©�¦M®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�ÀWì ® ÷ �O¾X�Z�g§�Ýw�g¦�¤m�g¥��ë£X�>�d×X§��¤�×X�Z�¤m�pÑÍ¦���£M¥¬¡sÝw�é×X�Y ¡�¤f ×X¡sÝw¦



ö�÷JIZYM÷°î)�>îBùÒî��gî��gõ�?Kù�î#?uó�îBôHò0õ�? Ó ï ñ
�×X§��¤m¡����X¦/�f¡BÝw¦�£X¦����m×M��ªO²¤cÝw¡� �����cÝJ¦��>��>§��/¥n¡��m¥¬�� g¦�¥n©�¦��X�g��Ýw�¬ g¦��X�3¼M�KÜÖ§�¦��
�¤w��£M¦��-£M�Þ�f×X�-ªO²¤cÝw¡� ��-�m¦���Ýw¦�£M¦��-��¾M¥¬�g¤m¦��-©X��¤m�g�®u�B�Ó�§? ���f¦�£X�g§?�¤w�>ÑÍ¦S ¦�¥¬©X§��gÝm¦
Kn

 ��£���ªO²g¤fÝw¡� �LÝw¡���X�L�¤w��£M¦
n− 1

�g��Ýw¦��X �g�F�m�g¤�¦��×X§��¤m¡����X¦��m¡�Ü¬�m¦�§���¥n��<Ýw�L�f¡
n¡�¥n©���¤®´�d�
�g§M ����m¦�£X�§M g¡� g§�¦

Cn

�§?�¤w��£X¦:£X�Þ ���£��SªO²¤cÝw¡� �Þ��±ÓL©�¦�¤u§�¦SØ�×M�F�m¡��¥n©X¤m�
��£X¥n¡�Ýw�0×X�n g¡�¤m g×X¡sÝw¦��×M§��¤f¡"���X¦X®-�d�n�§� ���m¦Ò£X�

Wn

ÚX�%Ü�ªO²¤fÝm¡� g��B£X�{�¤m��£X¦oò�©�¦�¤d§�¦
Ø�×M���X¦���£X¥¬¡sÝw��×X�K g¡�¤m g×X¡sÝw¦
�×X§��¤m¡����X¦
��K�X¡��XO¾X�/ ����m¦X®C�k¢�Ýw�g�m��Ø�×X�ÒÝw¦�£X¦��{��fÝm¦��
�¤w�pÑÍ¦��F�m¦��/ ¦��X�:¼?¦��g®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·»Ý�ÀS� ®aú0���fÝw���g�m g¤m¡�«M¡�¤kÝq���<Ýw¦��S©M×X��Ým¦��: ¦�¥¬¦V§�§���� � ¦� ¦�§�×X¥n�����#�FÝw�g�X<�§"�n¥¬��Ým¤m¡%¨Ò��×X¥n�¤�¦��X£X¦�§�¦��k�m�gO¾X�v�§´§�×X<��¤{£X���f×v¤m�g�m©��g gÝw¡sª��V§�§"�?®k�d�<Ýw¤m�� ���£X��©���¤
£X�}©X×M��Ýw¦��

i
Ü
j
�m�}¤f�©X¤f��f��<Ýq���ºÝw����Ýw������¤m¡��fÝw��� � �m�g�¥n���Ým¦��:Ø�×M�
×M�X��º�§-©X×M��Ýw¦��×X¥n�¤m��£X¦  g¦��6§��
i
 ¦��6�§L��×M¥¬�g¤w��£X¦  g¦��6§��

j
�n ¦�¥n¦ ¡��X£X¡�Ø�×M�Û§"�|¥¬��Ým¤m¡%¨/£X�

��£MÜ<�� g��X g¡"���
A
�g�K�f×/Ý�²g¤m¥n¡��X¦

Aij

®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶· Ý�ÀL� ® ÷ �¬ ¦��M�m¡�£M�¤w�K§"�/¥¬��Ým¤m¡%¨
 g¦�¥n¦Û×X�X�Û§�¡��fÝw�/ g¦�� £M¦����f×X«gþ��M£X¡� g��®
÷ �I×X�m�n�g§HÝm�¦�¤m�¥¬�}©�¦�¤{�§HØ�×X�I§"�Ó�m×X¥¬�
£X�Ò§�¦��F�¤m��£X¦��F£X�I§�¦��ÞªO²¤cÝw¡� g��k�g��ÓÓª�� g���§-��¾X¥n�¤m¦�£X�Ó��¤m¡��fÝq���®r 0¦�¥n¦��§G�¤w��£X¦�£X�Ó×X�vªO²g¤fÝm¡� ����:�§-��¾X¥n�¤m¦�£X��ªO²g¤fÝm¡� g��
��£MÜ<�� g��<Ýw��¬ ¦��°²§ÈÙ_��<Ýw¦��X g��¬�§F�¤w��£X¦Ö£X�g§FªO²¤cÝw¡� g�

i
ºS²g�m¡�¥¬¦é��n§"�é�m×M¥��º£X�/§�¦��

�§��g¥n���Ým¦��F£X�Ò§"�r§X§"�
i
ºS²�f¡�¥¬�Ó£X�Ò§"�Ó¥��aÝw¤m¡©¨:£X�I��£MÜ��� �g�X ¡����k£X�g§H�¤w�>ÑÍ¦X®

�d��Ým¤w��£��?í
a11
ÙH®s®s®�Ù

ann

S := 0ð�¦�¤
i = 1

Ýw¦
nð�¦�¤

j = 1
Ým¦

n
S := S + aij÷ ��§�¡�£X�Mí S/2 ®

÷ ¡��g§�Ýw��¥¬�/�X¦n£M��§"�}��<Ýw¤w��£��¬�g� n Ù��§���¾X¥¬�g¤m¦¬£M�IªO²g¤fÝw¡� �g�L£X�§��¤w�pÑÍ¦MÙ�§"�
 g¦�¥cº©X§��ãÿf¡�£���£/�g�L g×���£X¤-¦�Ýw¡� ��
©M×X��L�g§�«X×X g§��Ò¡���Ým�¤f¡�¦�¤Þ�m�I¤m�g©X¡�Ým�
n
ª�� g��S ��£��
ª���¨�Ø�×X�

iÝw¦�¥¬�Ó×X�/ ¡��g¤fÝm¦
ªa��§�¦�¤®
×�� Ï�ÌaÊ<Ë4Ê<Ë¶·»Ý�Àsä ®akd¤m¡�¥¬�g¤m¦�ÚX�%ÜKØ�×X�Ó ¦�¥n©X¤m¦�«���¤LØ�×X��Ýw¦�£����S§����:��¤m¡��cÝq���L£X�g§-�¤m�pÑÍ¦
��fÝ�¦����g��§��Ö¥n¡��m¥¬�º g¦�¥n©�¦��X��<Ýw�K g¦��X�:¼M� � ª��¤¬©X¤�¦� gÝw¡� ��Ö£X�ûÛ��©X§��Z�$® ýL�X�Öª���¨ÚX� qÚX¦3�g�fÝm¦�ª���¥¬¦��L ¦�¥¬©M×MÝq���M£X¦�§�¦��L�¤m��£X¦��L£X�� ���£��¬ªO²¤cÝw¡� g��Ü/ª�¡��g�X£X¦��f¡-�g�:©���¤
¦n�X¦M®
�d��Ým¤w��£��?í

a11
ÙH®s®s®�Ù

ann

S := 2ð�¦�¤
i = 1

Ýw¦
n � ÚX¡�§�� Smod2 = 0

S := 0
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ð�¦�¤

j = 1
Ýw¦

n
S := S + aijõ¹Ñ

Smod2 = 0
ÝmÚX��

R :=
�d�k�g×X§��g¤m¡"���X¦}�§��f�

R :=
�k¦n��{�×X§��¤f¡"���M¦X®

÷ ��§�¡�£��Mí R ® 0¦��X�f¡�£X�g¤w���X£M¦
n
�§HÝw��¥¬�/�X¦
£X�I§��
�g��Ým¤w��£��}Ü��m¡��K g¦��X�f¡�£X�g¤w��¤{�§�©M¤m¦�«X§��¥¬�}£X�

§��n ¦��X�:¼?¡�¢��+Ù��§G��§��¦�¤f¡sÝw¥
¦n�g�S£X�� g¦�¥¬©M§��ãÿf¡�£���£/ g×���£X¤-¦�Ýw¡� ��MÙ�©X×X�g�:Ú���Ü/£X¦��L«X×X §���
���X¡�£���£X¦��0Ø�×X�:�m�:¤m����§�¡©¨����

n
ª�� g��{ ��£��Ó×M�X¦ÓÜ��g�3 ���£X�Ó¤m�g©��gÝw¡� ¡�¢����:ÑÍ� gÝ-¾�����×M���

 ����Ým¡�£���£/ g¦��X�cÝq���<Ýw�I£M�I¦�©��¤w�� ¡�¦��X��g®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�Ø&� ®-¡[� ÷ �FÝm¤w��Ýq�:£X�{×X�X�Ò¤m�g£n ¦��N'Ò¦�¤f£X��X��£X¦�¤f�� � ªO²g¤fÝw¡� �g���-Ü*'� ��«X§��g�� ��¤m¡��fÝq�����$®�Û´�/©M¤m¦�«���«X¡�§�¡�£���£º£X�nØ�×X���f�¬£��/�X�n×X�> ��«X§��n�� 0.1 ®3�d�����Ým¦��X g���×X��3¼?©��¤m¡�¥¬�g��Ým¦¬£X�hú0�g¤m�X¦�×X§�§�¡+ ¦��K©M¤m¦�«���«X¡�§�¡�£���£3£X�o²:¼?¡sÝw¦

0.1
®ÖÛ��
©X¤m¦�«X��«X¡�§�¡�£���£�£X�

¦�«MÝw�g�X�¤k��§+¥¬�g�X¦��{£M¦���²:¼?¡�Ým¦��{�g�í

Σ6k=2

(

6

k

)

(0.1)k(0.9)6−k.

¡�¡[�#Û��c¾M�X¡� �}¥¬���X�g¤w�Ó£M��Ø�×M�Ò§"��¡���ÑÍ¦�¤m¥¬�� g¡�¢����X¦
§�§���×X�S¦� ×X¤f¤m�� ×X���X£X¦
�m��£��/�X���
�}§"��ª���¨I�g§H ���«M§�� {1, 2} Ü���§+¥n��X¦��{×X�X¦n£X�Ò§�¦��F ���«X§��g�{£X�§H g¦��aÿf×X�<Ýw¦Xí

{{1, 5}, {5, 4}, {4, 3}, {3, 2}}.
kG¦�¤¬Ýq����Ýw¦MÙ{���}þL ¦��X�m¡�£X�¤m��£X¦��gÙ{�m¦��6�f×X �g�m¦��3¡��X£X�g©���X£X¡���<Ýw�g��£X�Û©X¤m¦�«���«X¡�§�¡�£���£X��
¤f��f©��g gÝm¡�ª����

0.1
Ü

Σ4k=1

(

4

k

)

(0.1)k(0.9)4−k.

�d§H¤f��m×M§�Ýq��£X¦n©��g£X¡�£M¦n��{�§H©X¤f¦�£X×X $Ýw¦n£X�I��¥Ó«����F©M¤m¦�«���«X¡�§�¡�£���£M��®
×_� Ï�Ì�Ê<Ë`Ê<Ë¶· Ý�Ø�Ý ®u�d§��¤m�pÑÍ¦

G
Ýw¡���X�F£X¦��B ¦�¥n©�¦��X�g��Ým��B ¦��X�:¼M���gÙ�§"�:Ø�×X�ÐÑÍ¦�¤m¥¬���}§�¦��

ªO²g¤fÝm¡� �g� {1, 2, 3, 4} � Ü:�f×X�� ¦�¤f¤m�g�m©�¦��X£M¡���<Ýw�g�G��¤f¡��cÝq���#��Ü:§"�0Ø�×X��ÑÍ¦�¤f¥����:§�¦��]ªO²¤cÝw¡� g��¤f��cÝq���<Ýw�� � Üé�f×X�I g¦�¤m¤f��m©�¦��X£X¡��g��Ým�����¤m¡��fÝw�����&® Á �n�g�fÝw�
¥¬¦�£M¦��X¦���Ò ¦��X�:¼?¦X®N�k¦©M×X�£X���f�¤�×X� ¦�¤m«�¦�§4® ÷ ¡0�/�X��£X¡�¥n¦��I§��Û��¤m¡��cÝq� {1, 5} �§¨��×X�$ª�¦é�¤w�pÑÍ¦K��� ¦��M�:¼?¦XÙ©��g¤m¦Û ¦��<Ýw¡��g�X�¬×X�  g¡� g§�¦ � ÑÍ¦�¤m¥¬��£X¦/©�¦�¤�§�¦��ÒªO²¤fÝm¡� g��cÓ?Ù_ò/ÜÜô"��©�¦�¤�§�¦KØ�×X���m¡��×X��f¡��º�m�g¤I×X�4¦�¤m«�¦�§È®½�´¦�¥����X£X¦�§�¦��:ªO²¤cÝw¡� ��Ò��Ö�§d¦�¤m£X�g�|Ø�×X�
¡��X£M¡� ���§��3¥¬��Ým¤m¡%¨�Ù+§"�
�f×X �g�m¡�¢��é£X���m×X�:�¤m��£X¦��L�X¦��g�:¦�Ým¤w�¬ ¦��w��Ø�×M�Ó§"�n�m×X¥¬��£X��§�¦��kÝ�²g¤m¥n¡��X¦��L£X�� ���£��
§X§"�MÙH���-þÈí

gr(1) = 1
Ù
gr(2) = 3

Ù
gr(3) = 2

Ù
gr(4) = 2

Ù
gr(5) = 1

Ù
gr(6) = 2

Ù
gr(7) = 2

Ù
gr(8) = 1

®ÛìS§0�/����£X¡�¤I§"�Û��¤f¡��cÝq� {1, 5} �g§0�¤w��£X¦Û£X��§�¦��IªO²g¤fÝw¡� �g� 
ÜÔñ¬��×X¥n��<Ýq�¬�g�é×M����×X�M¡�£���£+®�kG�¤m¦MÙ]©�¦�¤S�ãÿf�¥n©X§�¦MÙ��g§G�¤m��£X¦�£X�g§´ªO²g¤fÝw¡� � t �m¡��×X�
�f¡��g�X£X¦n¡�¥n©���¤ÙM©�¦�¤{§�¦
Ø�×X�I�g§H�¤w�>ÑÍ¦
�X¦n©M×X�£X�I�f�¤{�×X§��¤m¡����X¦M®
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� � |t�����~�� �q�

�����Q�fÝ#�m�Z�(�=þ�Ýw×����<���gÝ��a�l�����,�N�a�gÙdÝ#���(�*�Q�P�,�(�����,�J���J�,�<Ý#�<�(�XØ�×����������<���m�\�ÛÝ#�Q�a�-þ�����`�a���pÑ��a�gÙ��,�F�,�(���,�Q�MÝ#�m���`���,���(�,�J�a�+Ù������J�,���(�����,���,�F�Z���gþ�Ým×����¬Ý#�Q���,�Q������ V�a�N��Ü���������(�\�����a�9�����%þ-Ün�,�!�\�{�(�����(����Ýw×��#� ����úC�(���,�6���Fû{��Ý#�Q��¦�Ý����,�(�Ù´Ý#�(��Ý��o���(�D���Q�\�>º�,���(���,�l���%�gØ�×��J¡������Q���,���¢�,�a�N�!�\�������Q�\�(�Q���a���,�����o�a�����,�q���a�q�Ó×MÜ����N�&�a�cÝ��(�<Ý#�Q��,�k�,�.���Q�#�(�����a�J������� ���(�*�l�aÝ#�Q��¦�Ý��J�Z���,�°Û?�n���:§����J�,�J�a����� ��¾��N�,���¢���(�,�J�a���(�4Ùc����a�����Q���(�Q���a� ×��f×��(�0Ø�×��@���£�,�fÝ#�(¤��J�,�,�£�,�¥�,�V�Q�a�aÿf×��<Ý#�<���£���a�9��¾��N�,���a������Ým×��#�����,�
� ���a�������,�(���l�,�a��ÿf×���Ý���Ý#�J�,���6�VþJ���J�N���ÞÜ{�,�<�Q�F�Q�a�aÿf×���Ý#�£���6���a�h��¾����Q���a�����,�(���Q�� ���a�����N�Z�(���m�,�a�aÿf×���Ý#�o���,��Ý#�(����Ý#�J�,���*�m×������,�N�{�\þ���§������$Ù�\�m�(���sÝ#�\²gÝ��J�Z�£������º×��\�(�Q�J�¦�¢���(���Q�a���,�Q�MÝ#�(�CÑÍ×������(�N�,�<Ý��(�J�,���,���J�a�ÓØ�×��m�Q�fÝJ¦<����¡a�a��×��,�#�����%���%�����Q���a��������,���(�,�J�a�����4�(��¤��©²,�¢�\���^ÑÍ×����,�J�a���Q�9���a�>×��!�Z�(���%�Q���&�Q�,�\���>�������Q�\���,���(���,�ÒÜn�f×�,�fÝm×����J�m�,�r���£����Ý#�Q���\���,�Q��Ý#���(�T���,�uì��n¦����J���J�aûo��Ý#�Q��¦aÝ#���Q�XÙS���*���(�§�,�(���:¼b�J�a���,�r����\�(�h�l�aÝ#�,�V¦�Ý��J�Z���h�,�(�<�\�\Ñ¶þJ�����,���¦�J�	k4�(�§��Ý����l�\�(���MÙ��\�������,�\���,���(���,�kÝ��(��¤��©²,�KÝ����Q���,��m×N�(���J���,�(�,�J�a�6�Q�*�\������Ñ��a���V¦�Ý��J�,�MÙ����(�T�Uÿ��Q�����J�§�,�*���(�T¤��(���Q�����P����Ý#�a�T���Q�\���,���(���(�J�Q�
Ü@�,� �����(¤����Q�l���P���Q�\�aÝ#�J¡a�(�.�`�,���(���+§��Z�(�Q���(���

÷ �r�����gÝ#�Q�����IØ�×��9�(�Q§��������%¨,�(�C�Q��Z���gþ�Ým×����`�Q�?�(��×������Mí
•  V�a���/¨,�,�¨���(�%�����a���J�,�������,�<��� ×����©���,���(�,�J�a�ª���¥�gØ�×��J¡������Q���,����Ü«���á×�������Q�\�(�Q���(�{���9�a�����,�KÜ ���Q���l���J���,�Q�����J�h���´×��������Q�\�(�Q���a� ���(�����,�������l����×�������r�,�cÝ#�a�FÝ#���&�(�,�
• ÷ �Q���¬���Q�����Q���Q��Ý����3×����!���,���(�Q���a�k���Q���\����Ý#�K×��q�a�#�pÑ��!���J���J�a�J���ºÜq�����(���©¨Z��������a�����Q���(���,������\�P���Q�\�(�Q���a�®���Q�����(��Ý������P�l�aÝ#���©¨T���>�(�MÜ����,�Q���,���(����,�������a���pÑ���(�����,�\�������
• kd×��,���.�Z�(�J�×��\�(�S���C�Q�\��×��f×��#� � ���Q¯��3¼��¦¡��MÙ°�����\²gÝ����J�Z����Ý#���(�����sÝ#�¦¡��V���d×����P���,�\���,�J�a���

Ó ï ø
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• ÷ �Z� �Z�(���/¨����N�:¼�Ý#�Q�����,��×��!�a�����,�!���(���Q�\�(�������#� �Q�a�"¡a�Q�fÝ������J� �,�>×��!�a�����,�Ý#��Ý#�(�+Ø�×��D�Q�a��Ý��,���a�N���(�P���,�\���,�J�a���,�P���,��a�����,� ���(���,�\���³�

´�),+ µv36¶ :<;.·7�@UQ3 �@; �@;C¸o·@UQ=VUW36·@;¹5
ìhº���»"º��>���a�9����§������Q���a���Q�?¼��¹�����Q���,��½��(���(�F�Q�6���Q�,�Q���a���,�F�(�"½��,���J�a���Q�?¡G�(���(�4�¹���,�Q�a�£º���(�,¾��,� �,��½#�D�������N�,�C�n¦(���#�pÑ���¾����(�P�,�a���,�Q��½#�a�¹»"º��D���Q�,�Q���¦½��(�N�a�,�
¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�ÇPÝ�Ç�Ý�í�È�É(Ê

A Ë B Ì�ÍÏÎ@Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍÏÎ < Ñ Ê&ÉlÓ À�ÔÅÕ�Ä�ÃÅÆ&Â«ÀbÂ&Ö Ó À A × BÈ ÎhÑ Ê ÎWÑ , Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í R Ì ÈWØ�Ù&Ú Í,Ì(Ñ�Ð Ò ÍNÐ É(ÚjÒÛÈ ÎWÜ É(Ê Í A×B Ý N>Ê<ÈWØ Ð É ÎÏÍ Ù�É(ÚjÒ Ü³ÐWÑ Ø¦É(ÚrÈWÊÞ Ñ È A È ÎDÜ¦ß(Ñ É(ØÉ B R É�,,Ø¦É(Ú#ÈWà ÍÏÎDÌ È Ñ Ê&É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á ÊnÈWÊ A Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È a ∈ A
� À Ó ÀbÔ�Õ�Ä�Ã · Â?Õ�Ä · Â

b ∈ B
6 Ë.Î È Ì ÈWÊ Í Ò³É aRb 9 ÎWÜ (a, b) ∈ R Ý

¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�ÇPÝ�Ç%ÞMí�È�É(Ê
A Ë B Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍÏÎNË R ⊂ A × B Ñ Ê&É%Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á ÊkÈWÊ�ÒÅÚ�È

A Ë B < Î È Ì È¶"�ÊSÈ�ý�·&â ÃÅÂ4Ã ·�ý À!ã É(Ø Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍmÌ ÈlÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ a ∈ A
ÒäÉ(Ø�È Î Þ Ñ ÈÈ�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í b ∈ B Ë (a, b) ∈ R Ýí�È Ì È¶"�ÊSÈmÈWØ4Ó Õ�Â�ü · ý À R

É(Ø Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í<Ì È{ÈWØJÈWà£ÈjÊ�Ò ÍÏÎ b ∈ B
Ù�É(Ú�É<Ø ÍÏÎ Þ Ñ ÈÈ�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í a ∈ A Ì Èrà Í,Ì�Í Þ Ñ È (a, b) ∈ R Ý

¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�ÇPÝ�Ç%ÀMí�È�É
A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍNË R ⊂ A× A Ñ Ê&ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê¢ÈWÊ A Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È R È Î Ó À"æ4À�ç?Ã  Õ ÎWÜ (a, a) ∈ R

Ù�É(Ú�É Ð É Ì É a ∈ A Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È R È Î � Ã â4¸ Ö Ó Ã�ÄaÕ ÎWÜ Ù�É(Ú�É Ð É Ì É (a, b) ∈ R Î ÈCÒ Ü ÈWÊSÈ Þ Ñ È (b, a) ∈ R Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È R È Î Õ�Â�ÖÏÃ � Ã â!¸ Ö Ó ÃÅÄaÕ ÎWÜ (a, b) ∈ R Ë (b, a) ∈ R Ü à�Ù&Ø Ü³Ð É Þ Ñ È
a = b Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È R È Î Ö Ó Õ�Â � Ã[Ö°Ã  Õ ÎWÜ Ù�É(Ú�É Ð É Ì É (a, b) ∈ R Ë (b, c) ∈ R Î È9Ò Ü ÈWÊSÈÞ Ñ È (a, c) ∈ R Ý
¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�ÇPÝ�Ç+ØÍí�È�É

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍNË R ⊂ A× A Ñ Ê&ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê¢ÈWÊ A Ý®�É�Ú�ÈWØèÉ ÐWÜ³á Ê R È Î�Ñ Ê&ÉVÓ À�Ô�Õ�Ä�ÃÅÆ&Â ý ÀrÀ �Q� Ã  Õ�ÔÅÀ�ÂÄ"Ã�Õ ÎWÜ�é ÈWÚ Ü " Ð ÉhØ¦É Î Ù&Ú Í Ù Ü È Ì É Ì È ÎÚ#È�ê.È�å Ü[é É>< ÎWÜ à�.WÒ�Ú Ü³Ð É Ë Ò�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É Ý®�É Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê R È Î`Ñ Ê&ÉNÓ À�Ô�Õ�Ä�ÃÅÆ&Â ý À ·LÓaý À�Â ÎWÜ>é ÈWÚ Ü " Ð É@Ø¦É Î Ù&Ú Í Ù Ü È Ì É Ì È Î Ú#È:2ê.È�å Ü[é É><CÉ(Ê�Ò Ü�ÎWÜ à�.WÒÅÚ Ü³Ð É Ë Ò�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É Ý§ë�ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ a, b ∈ A Î È Ì(Ü³Ð ÈWÊ Ä ·&â! Õ�iÓ Õ � Ô�À � ÎWÜ.Í , Ü ÈWÊ (a, b) Í , Ü ÈWÊ (b, a)
Ù�ÈWÚWÒÛÈWÊSÈ Ð È`É R Ý N>Ê�ÈWØ Ð É ÎÏÍ Ù�É(ÚWÒ Ü³ÐWÑ Ø¦É(Ú�ÈWÊÞ Ñ È£Ò Í,Ì�Í Ù�É(Ú Ì È{ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ a, b ∈ A ÎÏÍ Ê Ð�Í à�Ù�É(Ú�É�,,Ø�È Î*Î È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È R È ÎlÑ Ê&ÉÓ À�Ô�Õ�Ä�ÃÅÆ&Â ý À ·&Óaý À�ÂìÖ · ÖÏÕ�Ô Ý í Ü È�å Ü�Î ÒíÈWÊqÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ a, b ∈ A

Ê ÍnÐ�Í à�Ù�É(Ú�É�,,Ø�È Î <ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î9Ì(Ü Ú#ÈWà ÍÏÎ Þ Ñ È`È ÎrÑ Ê&É6Ó ÀbÔ�Õ�Ä�Ã�Æ&Â ý À ·LÓaý À�Â  Õ Ó Ä�Ã�Õ�Ô Ý



±<÷JI�÷«îFõ�@{ï#î±�����gõ��	î �	îBú¬�Î���Wî¬�$õÐ��î#? Ó ïOï
; Ñ Ê`Ù�É(Ú (A,R) ðZÍ ÚjàNÉ Ì�Í Ù Í Ú Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍDË6Ñ Ê&É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ6Ù�É(Ú ÐWÜ É(ØØ�È<Ø\Ø¦É(à�É(Ú#ÈWà ÍÏÎ Ä · Â�� � Â�Ö ·  Õ Ó Ä�ÃÅÕ�Ô â À�Â�ÖZÀ ·LÓ�ý À�ÂÕ ý�· Ý í Ü Ø¦É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á ÊñÈ Î�Ì ÈÍ Ú Ì ÈWÊ%Ò Í Ò³É(Ø ÌaÜ Ú#ÈWà ÍÏÎ Ä · Â�� � Â�Ö · Ö · ÖÏÕ�Ô â À�Â�ÖÏÀ ·&Óaý À�ÂÕ ý�· Ý

«C�¬� À Ó' Õ�Ä�Ã�Æ�Â ì�ÇPÝLÇ©ßlN>Ê ß ÈWÊSÈWÚ�É(Ø Ñ�Î É(Ú�ÈWà ÍÏÎ Ø¦É6Ê Í Ò³É ÐWÜ³á Ê ≤ 6 Í ≥ 9PÙ�É(Ú�É9Ø¦É Î Ú#ÈWØ¦É/2ÐWÜ³Í ÊSÈ Î9Ì È Í Ú Ì ÈWÊ Ë Ø¦ÉlÊ Í Ò³É ÐWÜ³á Ê ∼ Ù�É(Ú�É�Ø¦É Î Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ ÎDÌ È`È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É Ý
×��,À â! Ô ·s�Cì�Ç�Ý�Ç©ì Ü 9�à Í à Í£Ë É Î È ÿ É(Ø¦É(à ÍÏÎ ÈWÊ�ÈWØ Ð ÉWÙsá[Ò Ñ Ø Í ÒÛÈWÚ Ð ÈWÚ Í <PØ ÍÏÎ Ênx�àlÈWÚ ÍÏÎÊ&É(Ò Ñ Ú�É(Ø�È Î É Ì à Ü ÒÛÈWÊ Ñ Ê&É£Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ%Ò Í Ò³É(Ø Þ Ñ È éÏÜ ÈWÊSÈ Ì È¶"�Ê ÜÅÌ ÉrÙ Í Ú�K Ì É Ì�ÍÏÎ
a, b ∈ N Î È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È b ≥ a ÎWÜCÍ , Ü ÈWÊ b = a Í , Ü ÈWÊ!È�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê�Ênx�àlÈWÚ Í Ê&É(Ò Ñ Ú�É(Ø cÒäÉ(Ø Þ Ñ È b = a+ c ÝÜ[Ü 9 0 Éaà\, Ü .WÊ éÏÜ à ÍÏÎ Þ Ñ ÈCØ ÍÏÎ ÊnxbàlÈWÚ ÍÏÎ ÈWÊ�ÒíÈWÚ ÍÏÎ É Ì à Ü ÒíÈWÊ Ñ Ê&ÉrÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊÒ Í Ò³É(Ø Þ Ñ ÈnÈ Î{Ñ Ê&É	È�åaÒÛÈWÊ ÎWÜ³á Ê¨Ê&É(Ò Ñ Ú�É(Ø Ì È{Ø¦É¥Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È¶"�Ê ÜÅÌ É�ÈWÊòØ ÍÏÎ Ênx�àlÈWÚ ÍÏÎÊ&É(Ò Ñ Ú�É(Ø�È Î K a ≤ b ÎWÜ�Ë`ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ b− a ∈ N+ ∪ {0} ÝÜ[Ü[Ü 9C® ÍÏÎ Ênx�àlÈWÚ ÍÏÎ Ú#È�É(Ø�È Î É Ì à Ü ÒÛÈWÊ Ñ Ê&É@Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ�Ò Í ÒäÉ(Ø Ì È¶"�Ê ÜÅÌ ÉDÙ Í ÚØ¦ÉmÈ�å Ü�Î ÒíÈWÊ ÐWÜ É Ì È®Ø¦É Î ÈWà Ü ÚjÚ�È Ð Ò³ÉNÚ#È�É(Ø�Ù ÍÏÎWÜ Ò Ü[é É R+ <�6 Ñ Ê ÎWÑ , Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍNÌ È R Ð�Í ÊoØ¦É ÎÙ&Ú Í Ù Ü È Ì É Ì È Î9Ì È Þ Ñ È.Ù�É(Ú�É Ð É Ì É a ∈ R

Ê Í Ê Ñ Ø ÍmÍ , Ü ÈWÊ a Í , Ü ÈWÊ −a Ù�ÈWÚjÒÛÈWÊSÈ Ð È6É
R+ ó ÎWÜ a, b ∈ R+ ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î a+ b ∈ R+ < ab ∈ R+ Ë 0 /∈ R+ 9 Ì È�à Í,Ì�Í Þ Ñ È a ≤ bÎWÜ�Ë`ÎÏÍ Ø¦É(à£ÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ b− a ∈ R+ ∪ {0} ÝÜ[é 9	í�È#É`ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í F = {r/s : r, s ∈ Z s 6= 0} Ý ®É9Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Þ Ñ È Î È Ì È¶"�ÊSÈÐ�Í à Í r/s ∼ u/v ÎWÜCË@ÎÏÍ Ø¦É(à£ÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ rv = su

È Î*Ñ Ê&É{Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È£È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ ÉÈWÊ
F Ýé 9FN>Ê	ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í{Ì ÈNØ ÍÏÎ Ênx�àlÈWÚ ÍÏÎ ÈWÊ�ÒÛÈWÚ ÍÏÎ R ÈWà ÍÏÎ�Ì È¶"�Ê ÜÅÌ�Í Ø¦ÉoÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì ÈÈ Þ ÑbÜ[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É6à á,Ì(Ñ Ø Í p K a ≡ b mod p ÎWÜË9ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ a− b

È Î�Ñ Ê{àcx�ØôÒ Ü Ù&Ø Í`Ì È
p Ý éÏÜ 9 ë É Ì�ÍÏÎ6Ì�ÍÏÎ*Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍÏÎ A Ë B < Ñ Ê&É ðjÑ Ê ÐWÜ³á Ê Ì È A ÈWÊ

B
È Î6Ñ Ê&É£Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê

R ⊂ A × B Ð�Í Ê�Ø¦É Î Ù&Ú Í Ù Ü È Ì É Ì È Î K6ÈWØ Ì�Í à Ü Ê Ü³ÍlÌ È R È Î A ó Ù�ÉaÚ�É Ð É Ì É{ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í
a ∈ A

È�å Ü�Î ÒíÈ Ñ Ê�xbÊ Ü³Ð�Í ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í b ∈ B
ÒäÉ(Ø Þ Ñ È (a, b) ∈ R Ý

¿mÀ�ÁFÂ4ÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ìÇPÝ�Ç\� í�È�É
A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍoË ∼ Ñ Ê&É<Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È È Þ ÑbÜ[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ ÉnÈWÊ

A ÝC( É(Ú�É Ð É Ì É%ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í a ∈ A Î È Ì È¶"�Ê�È�Ø¦É Ä�ÔÅÕ � À ý À¢À �Q� Ã  Õ�ÔÅÀ�Â4Ä�Ã�Õ ý À a
< ËÎ È Ì ÈWÊ Í Ò³É§Ù Í Ú C(a) Í Ù Í Ú a < Ð�Í à Í ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í`Ì È§Ò Í,Ì�ÍÏÎ É Þ Ñ ÈWØ[Ø ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ®Ì È

A Þ Ñ È Î ÈrÚ�ÈWØ¦É ÐWÜ³Í Ê&É(Ê Ð�Í Ê a K
a = {b ∈ A : b ∼ a}.

×��,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ØQÞ à Í Ê%Ø¦ÉlÊ Í Ò³É ÐWÜ³á Ê Ì ÈrØ¦É Ì È¶"�Ê Ü³ÐWÜ³á Ê<É(Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í Ú Ì ÈWà ÍÏÎ ÒÅÚ�É(Ú Þ Ñ È�K
Ü 9§Ù�É(Ú�É Ð É Ì É a ∈ A Î ÈrÒ Ü ÈWÊSÈ Þ Ñ È a 6= ∅ ó



ò/ùOù îFõ§ï�öòSó´ô_õ²±�÷�ù�îBôõ9î¬�$õÐ��îu?

Ü[Ü 9®Ù�É(Ú�É Ð É Ì É a, b ∈ A Ì Èrà Í,ÌbÍ Þ Ñ È a ∼ b Î ÈrÒ Ü ÈWÊSÈ Þ Ñ È a = b óÜ[Ü[Ü 9 ÎWÜ a 6= b
ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î a ∩ b = ∅ óÜ[é 9 A = ∪a∈Aa Ý

����½#�N�&�,�����¦½#�§����§������.�Q����J�aº��J�,�"½��®�,�a���,�Q��½#���
¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�ÇPÝ�Ç��Mí�È�É(Ê

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í�Ë ∼ Ñ Ê&É@Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È*È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É ÈWÊ
A Ý í�È Ì È¶"�ÊSÈ�ÈWØ Ä · Â�� � Â�Ö · Ä · Ä�ÃÅÀ�Â�ÖZÀ Ì È A Ù Í Ú Ì(Ü³Ð R ÉNÚ�ÈWØèÉ ÐWÜ³á Ê Ì È�È Þ ÑbÜ[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ ÉÐ�Í à Í ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í�Ì ÈrØ¦É Î`Ð Ø¦É Î È ÎDÌ È`È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É�K

A/∼ = {a : a ∈ A}.
×_�,À â! Ô ·s�\ì�ÇPÝ�Ç©ä Ü 97à Í à Í�Ë É éÏÜ à ÍÏÎ <�ØèÉ�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Ð�Í Ê ß Ú Ñ ÈWÊ ÐWÜ É*à á,Ì(Ñ Ø Í p È ÎÑ Ê&ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È�È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É@ÈWÊ Z Ë ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í£Ð�ÍÏÐWÜ ÈWÊ�ÒíÈ6È Î K

Zp = {0, 1, ..., p− 1}.

Ü[Ü 9�N>Ø Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍrÐ�ÍÏÐWÜ ÈWÊ�ÒíÈ Ì ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í F Ì ÈWØ�È 5 ÈWà�Ù&Ø Í¹Ü[é 9 Ì ÈWØZÙ�÷(ÚWÚ�É ðZÍ É(Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í ÚÙ Í ÚrØ¦ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È�È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ ÉlÉ(Ø[Ø�á Ì È¶"�Ê ÜÅÌ ÉmÈ Î ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í Q Ì ÈDØ ÍÏÎ ÊnxbàlÈWÚ ÍÏÎÚ�É ÐWÜ³Í Ê&É(Ø�È Î,Ý
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYÀöà Í à�Ù&Ú Í ,�É(Ú ÎWÜVÎÏÍ Ê¬Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ ÎNÌ È Í Ú Ì ÈWÊ ÍoÌ È@È Þ Ñ�Ü[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É{Ø¦É ÎÎWÜ¦ß(Ñ�Ü ÈWÊ�ÒÛÈ Î Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ Î,Ýí ÜFÎÏÍ Ê Ì È�È Þ ÑbÜ[é É(Ø�ÈWÊ ÐWÜ É@È Î Ò³É�,,Ø�È Ð ÈWÚ6ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í@Ð�ÍÏÐWÜ ÈWÊ�ÒÛÈ�K

Ü 9aí�È�É A5 ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í9Ì ÈFÙ�É(Ø¦É�,,Ú�É Î¹Ì È�89Ø�ÈWÒÅÚ�É Î R È Ð R É Î�Ð�Í Ê ÈWØ�É(Ø ð É�,WÈWÒ Í È Î Ù�É ÿ Í Ø6 $�¯ Ø�ÈWÒ�Ú�É Î 9 Ý í�È�ÉoØ¦É{Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È¶"�Ê ÜÅÌ É`Ù Í Ú Ð�Í àlÈWÊ�*ÏÉ(Ú�Ù Í Ú*Ø¦Éoà Ü�Î àNÉ{Ø�ÈWÒÅÚ�É><DÈ Î Ò ÍÈ Î < Ì É Ì�ÍÏÎoÌ�ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ a, b ∈ A5
<
aRb ÎWÜrËnÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈ ÎWÜ É(à\,�É Î Ù�É(Ø¦É�,,Ú�É ÎÐ�Í à Ü ÈWÊ�*ÏÉ(Ê*Ù Í Ú®Ø¦Élà Ü�Î àNÉNØ�ÈWÒÅÚ�É ÝÜ[Ü 9Cí�È�É A = {a, b, c, d} Ë

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (a, c), (b, c)}.

Ü[Ü[Ü 9rí�È�É Z−{0} Ë Ø¦É*Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê aRb ÎWÜ4Ë�ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ ÈWØ ÎWÜ¦ß Ê Í*Ì È a È Î§Ü¦ß(Ñ É(ØÉ(Ø ÎWÜ¦ß Ê Í�Ì È b ÝÜ[é 9Cí�È�ÉmÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í R Ë Ø¦É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê aRb ÎWÜ�Ë`ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒíÈ ÎWÜ a− b ∈ Z Ý
�c�(�N�a�£�!�Q�,��½#�#�������a�Q¾¹���<�(ø��a�#�!�Q�¨�(���Q�\�(��½#��¾.�,�©���,���(�,�J�a���Q� ý À�ÁFÂ4Ã ý Õ � À�ÂÄ · Â�� � Â&Ö ·s� ÁFÂ4Ã[Ö ·s� �����Q���Q���a�£������½�����½��(�\Ñ��a�����(�����%���,�����,���,��½��(���\�(�£���Q���\���"½��½#�(¤����(�m�k�(�#�pÑ��a�Q� Á �!�(ø��(�#���,�«�(���Q�\�(��½#���,�r�Q�a�aÿ�º���½#� A

���(�����n���¢���:§����¢�\����,���(�,�J�a�@�,�¹�����Q�������	§����¦½#���
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´l)�] úû;P:m24;.5;.·`079=VUWü6· �m;x24;PAQ79=VUQ36·@;.5
ý�Â�â)Â}Ä þÿ
���í�����b
��b�±Æ�Èí�c�
ýh���6���Q�\�(�Q���a�

R
�Q�mº��@�,�(�aÿ�º��"½��

A
�Q�Pº��@��º�¤&�Q�a�aÿ�º���½#�`���,����������º��Q½#���Z�(��½#�,���\�����

A×A
����a�l�����a�C�Q�"½��a���,�Q�¹���a�.�ãÿ��,�¹�Q���a�����,���(���a�¹���a�����r�Q�{�,�(���*º����N���r�Q���J�a����l�Q��½J¦��¬���Q�����Q���,��½��(�����<���(�9�Q���Q���Q�"½��a�9���

A
�HÛ?�{���Q�\�(�Q���a�

R
�,�6�Q�"½#�(���,�Q��º������º�¤&�h���h��º��"½#�(�>���,�&���\�(���9�Q���a�����Q���(����������½#�9��º�¤��h���h��º��"½��a�>�&�,�����¦½#�P¡a�,���©§��,�(����aÑ��a���������Q���,�J���\�`�����aº����(�P���r���(�P�����a�����Q���(���Q�.���r�\�����,���(�,�J�a���

Û?�*���,���(�,�J�a�@�,�.���Q¯��:¼b�J¡G�N����¼£���a���(���Q�"½��®����½������*���`���\�(�a�(���(�
∆ = {(a, a) : a ∈ A}

�,��½�¦N�Q�a��½#�,�������`�,�{���`�(��¦p§��Z���
Û?�n���Q�\�(�Q���(���,�������\²Q½������,�<���.�\���a�-¦p§��,�n�,�����J�V²W½#�����Z�<�Q�a�	���,���&�,�Q½��¥�n���J�jø�����\�(�(�a���(���
Û?�%���Q�\�(�Q���(�¬�,�*���"½#�J���J�V²W½#���J�Z�{���C���<�3¼��J��½��,�����(���,�`���£��º���½#�a�`���£�\�o�(��¦p§��,������\²Q½����J�,�a�C�Q�a� ���,���&�,�W½#�l�*�\�������(�a�a���(��¼�Ñ�º��Q�#�*���r�Q�������

×��,À â! Ô ·s�Cì�Ç%Þ�ÇPÝ Ü 9�í�È�É Ø¦É{Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ Ñ"ÎWÑ É(Ø ÎÏÍ ,,Ú#ÈlÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N4

<§È ÎÌ È ÐWÜ ÚJ<
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}.

í Ñ Ò³É�,,Ø¦É È Î Ø¦É�Ú�ÈÛÙ&Ú#È Î ÈWÊ�Ò³É Ì É@ÈWÊ%Ø¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É G(Ý���Ý� ÎÏÍ ,,Ú#È�ÈWØ[Ø¦É Î È é È Ð Ø¦É(Ú�É(àlÈWÊ�ÒíÈ Þ Ñ È`È Î Ú#È�ê.È�å Ü[é É Ë É(Ê�Ò Ü�ÎWÜ à�.WÒ�Ú Ü³Ð É ÝÜ[Ü 9cí�È�ÉmÈWÊ!ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N4

Ø¦É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê ÎWÜ¦ß(Ñ�Ü ÈWÊ�ÒíÈ�K
S = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 3)}.

í Ñ Ò³É�,,Ø¦É È Î Ø¦É�Ú�ÈÛÙ&Ú#È Î ÈWÊ�Ò³É Ì É@ÈWÊ%Ø¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É G(Ý%$�Ý� ÎÏÍ ,,Ú#È�ÈWØ[Ø¦É Î È é È Ð Ø¦É(Ú�É(àlÈWÊ�ÒíÈ Þ Ñ È`È Î®ÎWÜ à�.WÒÅÚ Ü³Ð É Ë Þ Ñ ÈDÊ Í È Î Ú#È�ê.È�å Ü[é É Ý
ý�Â�â)Â¹â þÿ
���í�����b
«�������JÇ������í�	�í�
�í��Çc�
�c�(�N�a�§��¡a�,�§�,�a�N�£�\�����Q�\�(�Q���(�o½#�(��¤��%²Q�o��º��,���*���,�§���Q�����Q���,��½��(���m�&�a��º��<�a���pÑ�����������a�¦���¥»�º��¢�����(�N�(���,�N�a��ü Ó Õ f¹·@ý Ã Ó ÃÍü&Ã ý�· Õ ��· Ä�Ã�Õ ý�· Õ Ô�Õ Ó ÀbÔ�Õ�Ä�Ã�Æ�Â�� ����½#��`º��J½#�J���J�a���pÑ[�*��º��,���D½#�Q���Q�h�\�p¨,�a� � �Q���Q���Q�"½��a�¹���9���cÑ��a���l� (a, a) �C¼m��º��,���D½��,���Q�,¾�,�a�N�l�V¦>¼b���N��¾����a�§�(���J��½#�(�h�,�(���,�W½��(�����@���a�h¡O²Q��½#�J�,�Q�

a
¼
b � �\�(�h�(���J��½���� (a, b) ¼

(b, a)
�j�
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¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�Ç©Þ�Ç%ÞMí�È�É

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í "�Ê Ü Ò Í{Ë R ⊂ A × A Ñ Ê&É<Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê	ÈWÊ
A
<TØ[Ø¦É(àNÉ(Ú�ÈWà ÍÏÎ ü Ó Õ f¹·Öý Ã Ó ÃÍü&Ã ý�· Õ ��· Ä�Ã�Õ ý�· Õ%Ô�Õ Ó À�ÔÅÕ�Ä�Ã�Æ&Â É(Ø&à Ñ ØôÒ ÜÅÌ(Ü¦ß Ú�É ðZÍ G =

(A,R) Ý
×_�,À â! Ô ·s�\ì�Ç©Þ�Ç©À Ü 9rN>Ê!ÈWØ4È 5 ÈWà�Ù&Ø Í*Ü 9�É(Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú6ÈWØ ß Ú�É ðZÍ�Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í È Î K

(N4, {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}).

Ü[Ü 9cN>Ê¢ÈWØFÈ 5 ÈWà�Ù&Ø Í`Ü[Ü 9@ÈWØ ß Ú�É ðZÍ�Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í È Î K
(N4, {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 3)}).

÷ �a¤������Q�F�a���pÑ��l���������a�����,���(�%���W¯��3¼��¦¡��£�,�(�����J��½#�6�,�<�����:¼b����½#�Q���,���£����º��<���/¨Q����a¤����D�Z�����`¡O²,��½#�J�,���
Û?� �����a�����Q���(�n���J�V²W½#���J�Z�£�,�a��������½#�N�,�!»"º��N�Z�(��� ���(�D���N¡O²Q��½#�J�,�Q�6�(��¼����,�Q�"½#�Q������,���,��½��(�{���a�¹�(������½#�(� � º����*�,� �,�(���*���Q�"½������"�V»"º��D�J�a�P�,�(���,�W½��(���Û?�P�����(�����Q���(�D���"½#�J���J�\²Q½#���J�,�V�,�a��������½#���,�D»"º����,�(���P���(������¡O²Q��½����,�Q��(��¼����,�Q�"½#�Q�������½�����½#�a�C���a�J�*�����,���Q�"½#�(�oº����N�(���J��½#�`»"º��D�J�a�P�,�(���,�W½����
Û?�£�����a���J�,�����o½#�#�(�����J½��J¡G���,�(�����J��½#���Q��»"º����Z�����£���(��¡O²,��½#���Q�,�§º����J���a���&�a��º���,�(�N�����`���J���J�a�J���`���r���(���a�¦½#º��@���a�.���a� ���Q�,�Q�#�(�����(�N�,��½#�D�(��¼����,�,��½#�Q�,�

���¬�,�c�Uÿ��Q�����J�{�[�®����¡a�l»"º��£�Q�����Q¯��3¼b�J¡�� � º��¬�\�p¨,�{���a¤����l�Z�(���{¡O²,��½#�J�,�Z�r¼!�(��½#��º�����\²Q½������,� � ���Nø��Z¼@���a�P¡O²Q��½#�J�,�Q�¹�,�(���,�W½��(���(�¹�&�a�.���a�¹�(���J��½������W������,�C�Uÿ��Q�������<�J�[�r���@¡a�m»"º��m�Q�*���J�V²W½#���J�Z� � ���a�*�(���J��½#�(���,��½#���@�Z�(���<�����`���¡O²Q��½����,�Q�F�,�(���,�W½��(���(���?¼D�����Q�F���Q¯��3¼��¦¡�� � �&�a��Uÿ��Q�����J�h�Q�"¡O²,��½����Q�ÐÓ.�����,�F�(��¼��(�Q�,��½#��Q�a�H²,��N���������W�
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØWØÍí�È�É(Ê�Ø ÍÏÎDÎWÜ¦ß(Ñ�Ü ÈWÊ�ÒíÈ Î*Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍÏÎ9Ë Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ Î6Ì È¶"�Ê ÜÅÌ É ÎrÎÏÍ ,,Ú#È*È:2Ø[Ø ÍÏÎ,Ý Ú.ÈÛÙ&Ú#È Î ÈWÊ�ÒäÉ(ÚjØ¦É Î àlÈ Ì(Ü É(Ê�ÒíÈ�ÒäÉ�,,Ø¦É Î�ËCß Ú�É ðZÍÏÎ>Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�ÍÏÎ�Ëhé ÈWÚ Ü " Ð É(Ú Þ Ñ .�Ù�Ú Í Ù Ü È Ì É Ì È ÎÎ É(Ò Ü�Î�ð É Ð ÈWÊ ÝÜ 9�í�È�É<ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N5 Ë Ø¦É{Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê R Ì È¶"�Ê ÜÅÌ É ÐjÍ à Í aRb ÎWÜVË£ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈÎWÜ a+ b

È ÎDÑ Ê<àcx�ØôÒ Ü Ù&Ø Í�Ì ÈVæ Ý
Ü[Ü 9Hí�È�É¢ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N10 Ë Ø¦É%Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Ì(Ü[éÏÜ�ÎWÜ , Ü Ø ÜÅÌ É Ì <®È Î£Ì È ÐWÜ ÚJ< aRb ÎWÜ.ËÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈ ÎjÜ a Ì(Ü[éÏÜÅÌ È9É b Ý
Ü[Ü[Ü 97í�È�ÉnÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í A = {∅,N1,N2,N3,N4,N5} Ë Ø¦ÉoÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á ÊkÈWÊ A Ì É Ì ÉÙ Í Ú aRb ÎWÜ�Ë*ÎZÍ ØèÉaàlÈWÊ�ÒÛÈ ÎWÜ a ⊂ b Ý
Ü[é 9Üí�È#ÉkÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í B = {a, b, d, c} Ë R = {(b, b) < (c, c) < (d, d) < (a, c),

(c, d)
<
(a, d)} Ý



±<÷XY?÷�ù�î�ïBù�î#?=î±�}ò�õDî¬�QùÐ�M�	î�ù�îBô?õDî¬�$õÐ��î#? òOù�ñ
ý�Â�â)Â�� þÿ
���í�����b
�²���b�	���S
�
k4�����,�N�a�����,�����,���,��½��(�®���(�h���Q�\�(�Q���a���,��º��#�(�����@�\�(�h�l�G½#���J�,�Q�����`�(��¼����,�,���,�\���r�����pº�,�\�����(�.�*�J�a�P�a���pÑ��a�P���J���J�a�J���(�C»"º��D���(�P���Q�����Q���Q�"½������
¿mÀ�ÁFÂ4ÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ìÇ©Þ�Ç�Ø ë É Ì É Ñ Ê&É9Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê R ÈWÊ Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í A Î È Ì È¶"�ÊSÈ Ñ Ê&Éhâ Õ�iÖ Ó Ã µ Õ ��· Ä�ÃÅÕ ý Õ¥Õ¥ÔÅÕ Ó À�Ô�Õ�Ä�Ã�Æ�Â

M Ð�Í à ÍlÑ Ê&É@àNÉ(Ò�Ú Ü * Ì È`É Ì(Ë É Ð ÈWÊ ÐWÜ É Î6Ì ÈWØ ß Ú�É ðZÍÌ(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í ÉlØ¦É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ý
×��,À â! Ô ·!ì�Ç%Þ�Ç©ßMí�È�É<ÈWÊ�ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N5

Ø¦É Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ ≤ R É�, Ü Ò Ñ É(Ø Ý ®�ÉàNÉ(Ò�Ú Ü * Ì ÈmÉ Ì(Ë É Ð ÈWÊ ÐWÜ É Î@Ì ÈWØ ß Ú�É ðZÍ�Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í <6ÈWØ Ü¦ß(Ü ÈWÊ Ì�Í ÈWØ Í Ú Ì ÈWÊ¨ÈWÊkØ ÍÏÎ£é .WÚjÒ Ü³Ð È ÎÌ É Ì�Í Ù Í Ú 1, 2, 3, 4, 5 È Î`Ñ Ê&É àNÉ(Ò�Ú Ü **Ò�Ú Ü É(Ê ß(Ñ Ø¦É(Ú Ð�Í Ê¢Ø¦É`Ù�É(ÚjÒíÈ ÎWÑ Ù�ÈWÚ Ü³Í Ú ðZÍ ÚWàNÉ Ì ÉÙ Í Ú Ñ Ê ÍÏÎDË ØèÉDÙ�É(ÚjÒíÈ Ü Ê ð ÈWÚ Ü³Í ÚVÙ Í Ú Ð ÈWÚ ÍÏÎ K













1 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1













×��,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ØQß à Í à�Ù Ñ Ò³É(Ú�Ø¦É Î àNÉ(Ò�Ú Ü³Ð È Î®Ì ÈrÉ Ì(Ë É Ð ÈWÊ ÐWÜ É Î§Ì È§Ø ÍÏÎ.ß Ú�É ðZÍÏÎ®Ì ÈWØ?È 5 ÈWÚ32ÐWÜ³ÐWÜ³ÍV��&�&&Ý
Á �Q¤&�,�N�a�r���Q�,�a�����(�®»"º��*���£�l�G½#���©¨6���*�(��¼����,�,���,�\��� M ���`º��n�(�#�pÑ��@�������J�a�J���½#���Q���9º��%º����£�,�%���N�,�"½��#�(���

(i, j) � mij = 1
�.���¼{���a�\�����Q�"½��9���

(vi, vj) ∈ R
¾��Q��Z�(�����Q�a�"½��#�(������½#�J�,���®º��Aù��

Á �D�,��½#�9�N������¾�º����N���,�\���,���(� R ���a¤����Dº��{�,�a�aÿ�º��"½#�
A
�,�¹���W¯��:¼b�¦¡������¼m���(�\�>º���Q�"½#�����S���6�����(�a�(���(�&���§���6����½#���%¨h�(�����Q�\�(���

M
�,��½J¦½Ñ��a�����(���9�&�(�Cº����a�,¾��,��½��*�Q�

mii = 1
���(���*�,�(���

i = 1, ..., |A| �
Û?�@���,�\���,�J�a�%�,�r�����\²Q½#�����,�l���F¼%���(�\�(�N�,��½#�����T�\�l�l��½����©¨6�,�®�����\²Q½����J�Z��¾S�&�(��»"º���,�"½��a���Q�,�r���l�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�

(vi, vj) ∈ R ÎWÜVË£ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈ ÎWÜ (vj, vi) ∈ R
���`��º��,������,�Q���Q����¤����P�,�(���

mij = 1 ÎWÜ�Ë*ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈ ÎWÜ mji = 1
�

Û?�*���Q�\�(�Q���a�@�,�h�(�"½������J�\²Q½����J�,�`���?�����#�*�Z�����
i 6= j

½������,�P»�º��
mij = 1

���D½����Q���»�º��
mji = 0

�
÷ ���\�`���,���(�,�J�a�@�,�P½#�#�������¦½#�J¡G�����r¡(�,���+§��Z�*�Q����J�aº����Q�"½��§½#�Q�a���Q�l� �
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� À ·LÓ À â Õ ì�Ç%Þ�Ç©ìMí�È�É

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í "�Ê Ü Ò Í < R Ñ Ê&É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê©ÈWÊ A Ë M Ñ Ê&ÉàNÉ(ÒÅÚ Ü * Ì È£É Ì(Ë É Ð ÈWÊ ÐWÜ É Î�Ì ÈWØ ß Ú�É ðZÍ%Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í É ÎÏÍÏÐWÜ É ÌbÍ É<Ø¦É%Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ý ®4Ø¦É(àlÈWà ÍÏÎ
mij

ÉmØ¦É Î ÈWÊ�ÒÅÚ�É Ì É Î`Ì È M Ë m(2)
ij

6�ÈWØ Ì�ÍÏÎ È Î�Ñ Ê ÎWÑ Ù�ÈWÚ3á[Ê Ì(Ü³Ð ÈJ<CÊ Í£Ñ Ê ÐWÑ É Ì Ú�É Ì�Í 9É Ø¦É Î ÈWÊ�Ò�Ú�É Ì É ÎNÌ È M2 Ý N>Ê�Ò Í Ê Ð È Î R È Î ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É ÎWÜVË@ÎÏÍ Ø¦É(àlÈWÊ�ÒÛÈ ÎWÜ m(2)
ij 6= 0Ü à�Ù&Ø Ü³Ð É mij 6= 0 Ý

ë ÈWà ÍÏÎ ÒÅÚ�É ÐWÜ³á Ê Ý  V�a�N�����a¤&�Q���(�@�����J���Q���¥»"º������
m
(2)
ij 6= 0

�J�����J�¦�Z�
mij 6= 0�Q�"½��a���,�Q�

R
�Q�§½#���(�����J½#�¦¡����akF���#�£»"º��

R
���Z�l½#���(�����¦½#�¦¡������,¤&��¡(�,���+§��Z���§»"º��`�Z�����¡a��¨D»"º��

(vi, vj), (vj, vk) ∈ R
���,�Q�,�#�����\�����Q�"½��

(vi, vk) ∈ R
�

÷ � i = j
�
j = k

���@ø��Z¼%���(���£»"º��`�,�(�������a¤��(�Q�D�����,�(���@�,�a��½#�#��������¾S�3¼��J��½��º��<�Z�(�N�������������(���a�¦½#º��{���a�§�,��½#���
vi

¼
vk

�&�a���J�£»"º��
m
(2)
ik 6= 0

�^k4�a��ø����&�(½��,��������r½����,���
mik 6= 0

¾��Q�a� ���`»"º��
(vi, vk) ∈ R

¾��,�a�N�*»"º��,�}þ\�(�N�a�P���,�N�a��½��#�(�Q�
k4�a� �(½#���k���(��� � �������N���J�¦�Z�(�Q���(�¨�,�«�Q�D�(½����k���,��½#�J���"�@��� R �,� ½��#�(�����J½��J¡��¬¼

m
(2)
ij 6= 0

�,�"½��a���Q�,�9�:¼b����½#�Nº��¢�Z�����J���m���N�J�a���a�¦½#º��ÜÓm�Q�"½����
vi

¼
vj

��k4�a�®½��(��½#��3¼b����½����-¦�º�� ¡O²Q��½#�J�,�
vk

���¢�N������»"º��
(vi, vk) ∈ R

¼
(vk, vj) ∈ R

�ök4�a� ���½��#�(�����J½��J¡������(�6���
R
���V½#�J�,���V»"º��

(vi, vj) ∈ R
¾a�,�����,�Q���

mij 6= 0
¾a�Q�a����»�º��,�-þ��(�N�a����,�N�a��½��#�(�Q�

����½#�¢»�º����,���{���Q�,�J�N»"º��{���(�#���,�a�N�����(¤��(�*�\�<½��#�(�����J½��J¡��J���(����� º����¢���,���(�,�J�a�¤��(��½#�`¡a�,�.»�º��
M2 ���*½#�J�,���r�,��½#���(���(�.���N�"º����(�.�"º��W¡��(�¹�,�a� ���,���&�Q�Q½��£� M �

×_�,À â! Ô ·ãì�Ç©Þ�Ç\� í�È�É ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í A = {a, b, c, d} Ë Ø¦ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê
R = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a)}.

®�ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á ÊnÈ Î ÒÅÚ�ÉaÊ ÎWÜ Ò Ü[é ÉrÙ Í Ú Þ Ñ È M2 = 2M Ý
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYìöà Í à�Ù&Ú Í ,�É(Ú ÎWÜ Ø¦É Î Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ Î9Ì ÈWØFÈ 5 ÈWÚ ÐWÜ³ÐWÜ³ÍV��&�&oÎÏÍ Ê<ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É ÎàlÈ Ì(Ü É(Ê�ÒÛÈ�È Î Ò³É Ð É(Ú�É Ð ÒíÈWÚ Ü *ÏÉ ÐWÜ³á Ê Ì ÈrØ¦É�Ò�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[éÏÜÅÌ É Ì"Ý
´�)�� µvA,7D_m5?_@2F7 2F;�� ;��lU��®7 �®5?UQ¶ !C024U,=C7#" 02F7D· 5Uj0U��®7ö�@;

_m·m7 24;PA,7D=VUQü6·
�����Q��½��h���Q�,�,�J�a�������,���,�"½#�(���Q���(�T�(���a�(���¦½��N�(����(�#�h���,���a�J¡a�Q�F�Q�b�����a¤��J�,���¹�����aº����,��½#� �
X ÓE·W� Ô�À â Õ%$o���(����º����n���,���(�,�J�a�

R
�Q�kº����,�a�aÿ�º��"½#�

A
¾>�,���Q�a�"½��#�(�*�\�%�VþJ���J������,���(�,�J�a��»"º��{�Q�a��½#���Q���{�

R � �,�k�Q�.���Q�"½������n���,�.��º�¤&�,�(�aÿ�º��"½��!�V¦(�*�&�Q»�º������!���
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A×A
��¼l»�º��®¡(�,���+§��Z��º����`�Q���Q��½��6�����a�����Q���(�S¾��,�a�N��¾b�&�a�C�ãÿ��,�N���J��¾b�\�9�����(�����Q���(����Q¯��:¼b�J¡G� � �*�\�����J�V²W½#�����Z�6�N����½#���(�����J½#�¦¡����j����Fº��6�����a¤����,���.»"º��V�����,���,��½������J��½����"½#�(��(���J���Z���,�J�a���Q�,¾G���(¤����c½#���������.�,�\��º���º����½#�#�������¦½#�J¡G��¾��&�a�P�Uÿ��Q�����J�*�Q�{�Q��Z�����&�*���r�\���P�,�a��º������Z���,�J�a���,�Q�

×��,À â! Ô ·!ì�Ç%À�ÇPÝ 0 ÈWÊSÈWà ÍÏÎ Ñ Ê&É¥Ú#È Ì�Ì È Í Ú Ì ÈWÊ&É Ì�Í Ú#È Î Ê Ñ àlÈWÚ�É Ì�ÍÏÎoÌ ÈWØ � É(Ø�8 ËÒíÈWÊSÈWà ÍÏÎlÐ É�,,Ø�È Î*Ì È Ð�Í à Ñ Ê Ü³Ð É ÐWÜ³á Ê Ì ÈWØ � É(Ø $ < Ì ÈWØ $ É(Ø v < Ì ÈWØ � É(Ø &!ËoÌ ÈWØ $ É(Ø8 Ý ; Ñ Ê Þ Ñ È9ÈWØ �*Ë ÈWØ v Ê Í È Î Òä÷(Ê Ì(Ü Ú#È Ð ÒäÉ(àlÈWÊ�ÒÛÈ Ð�Í à Ñ Ê Ü³Ð É Ì�ÍÏÎ ÈWÊ�ÒÅÚ�È Î á%< Î ÈcÙ Ñ È Ì ÈWÊÐ�Í à Ñ Ê Ü³Ð É(ÚDÉDÙ�É(ÚWÒ Ü Ú Ì ÈWØ $�Ý�49ÍÏÎDÜ Ê�ÒÛÈWÚ�È Î É(Ú3áÅÉ Ð�Í Ê ÍÏÐ ÈWÚ®Ø ÍÏÎ`Í Ú Ì ÈWÊ&É Ì�Í Ú#È Î Þ Ñ È`È Î Ò³÷(ÊÐ�Í ÊSÈ Ð ÒäÉ Ì�ÍÏÎ ÈWÊ�ÒÅÚ�È Î á Ý
Á �§�\�D½#�Q�a�}þ\�9���§�a���pÑ��a�V�&�����Q���(�C�3¼b½��#�(�Q�Cº��������a��º��,���(�£�����£��¦��V»"º��®�����,�(º���º½��(�����a�*�&�a�*�\���*�Q�a���&�(���,��½#�,�N�Q�a���:¼��(�N���,�.�(�#�pÑ����Qº�¼a�a�N¡O²Q��½#�J�,�Q�����a�k�J�a�*�a�����:º���(���a���,�P¼@��º��h�(���J��½����P�\�(�C�,�a��º������Z���,���(���,�C�������,�Q½#�(�,����¬�,�c�Q�a�"½��:¼�½#�%�����\�(�D���Q�\���,���(���,�D�&�����,�N�a�9���:§����J�9º����{���Q�\�(�Q���a�n�,�

N5

����������6»"º��
(a, b) ∈ R

����¼����a�\�����Q�"½#�h���S�Q�S�(�����Q���(���(�C�Q�a�@��¾��N�,���
a
�,��½J¦��Q�a���Q�:º½��(���`�������Q�Q½#�(���Q�"½��§�,�a�@�,��»"º��§½#�J�,���§��¾����Q���

b � � a = b
�`ø��Ï¼lº��m�,�(¤��J�§�������,�Q½���,�"½����

a
¼
b
�W������½������Q�\�(�Q���a�l�Q�P�Q�\�(���(���Q�"½������Q¯��3¼��¦¡��6¼l���J�V²W½#���J�Z�D�&�a�C����§����J�,�J�a������������(¤����Q�l�@���N�,���Q�a�"½��#�(�r½������(�r�\�(�®���(���Uÿ��(�r���N�a�����,�������a���Q�9�Q�a���Q�Q½������a� � ���+º���,�W½��*�*�����������Q�Q½#�(�N�,�"½��Ï�j¾��Q�¹�Q»"º��J¡G�(���Q�"½#�r�(���,�a�N��º�½��*���r�\���,���(º���º��#��½#�#�������¦½#�¦¡���¾�,�§���,�,�J�,¾��,�4�\þ����J�*���Q�a�aÿ�º���½#�£���6���(���Uÿ��(�

C
»"º����,�(�"½����,�����

R
¼{»"º���ø��(�Q��»"º��

C
���Z�`½#�#�������¦½#�J¡G���

¿mÀ�ÁFÂ4ÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ìÇ©À�Ç©ÞMí�È�É
A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í "�Ê Ü Ò Í6Ë R ⊂ A×A Ñ Ê&É`Ú�ÈWØèÉ ÐWÜ³á ÊoÈWÊ A Ýí�È Ì È¶"�ÊSÈcØ¦É Ä�Ô�Õ �����Ó Õ`Ö Ó Õ�Â � Ã�Ö°Ã  Õ 6äÚ�È Î Ù Ý>ÎWÜ à�.WÒ�Ú Ü³Ð É><SÚ�È Î Ù Ý Ú�È�ê.È�å Ü[é É:9§É(Ø"àcá[Ê Ü à ÍÐ�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í Ct ⊂ A × A
6äÚ#È Î Ù Ý Cs

<¹Ú#È Î Ù Ý Cr

9mÒ³É(Ø Þ Ñ È R ⊂ Ct

6äÚ#È Î Ù Ý R ⊂ Cs

<Ú�È Î Ù Ý R ⊂ Cr

9 Ë Ø¦É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Þ Ñ È Ì È¶"�ÊSÈ Ct

È Î ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É�6äÚ#È Î Ù ÝCÎWÜ à�.WÒ�Ú Ü³Ð É><Ú�È Î Ù ÝÚ�È�ê.È�å Ü[é É:9 Ý
���V�Q�a����º�½#�%���£���o�Q�\�(º���º����%���Q¯��3¼b�J¡��%�,�����J�����J�(� ÷ �l½��#��½#�o���£º����J��� R �,��,�a�aÿ�º��"½#�

∆ = {(a, a) : a ∈ A} �����¹���Q�,�J�,¾
Cr = R ∪∆.

Û?������½����%¨¹���,�S�(�#�pÑ��`�������Q�\�(�����
Cr

�,�C�����N���J�,�N�,��½#�h�Z���`¤��\�(�c���a�V�Q�,���a�P���§������\�(�(�a���(�����D���`����½����©¨
M

���
R
�&�a�Pº����a�Q�



ò/ù t îFõ§ï�ö������
5²±�&�ù�î��õ9î¬��5Ð��îu?
×_�,À â! Ô ·ãì�Ç©À�Ç©ÀMí�È�ÉmÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N10 Ë�ÎÏÍ ,,Ú#È½.WØ�Ø¦ÉNÚ�ÈWØèÉ ÐWÜ³á Ê Ì È®àlÈWÊ Í Ú9È Î Ò�Ú Ü³Ð Ò Í
< Ý N Î ÒäÉ£Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê<Ê Í È Î Ú�È�ê.È�å Ü[é ÉDÙ Í Ú Þ Ñ ÈDÊ Í`Î È é ÈWÚ Ü " Ð É a < a Ý í�È é ÈWÚ Ü " Ð É Þ Ñ ÈØ¦É Ð Ø¦É Ñ"ÎjÑ Ú�ÉlÚ#È�ê.È�å Ü[é É Ì ÈDØ¦É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê < È Î Ø¦ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê ≤ Ý
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�Ø�� ë É Ì É Î Ø¦É Î Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ ÎNÌ ÈWØ>È 5 ÈWÚ ÐWÜ³ÐWÜ³ÍA��&�& Þ Ñ È*Ê Í@ÎÏÍ Ê!Ú�È�ê.È�å Ü[é É ÎÐ�Í à�Ù Ñ ÒäÉ(Ú ÎWÑ�Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É�Ú#È�ê¹È�å Ü[é É Ý

Û?�§�Q�\�(º���º��#�����J�V²W½#���J�Z�¹���Cº����§���Q�\�(�Q���(�����P�Q�a�N��º�½���º������,�����r�
R
�,���,�(�aÿ�º���½#�

S = {(b, a) : (a, b) ∈ R} ¾��,�¹���,�,�J� �
Cs = R ∪ S.

Û?�6�l��½����©¨¹���,�S�(�#�pÑ����(�����,���(�����
Cs

���§�a¤�½#�J�,���h½��a���(�����6���9�l�G½#���©¨¹���,���a�#�>Ñ���������,���(���l�
R
¾&���J���(�N�a�

M
¾&��º��l�������l�Q��½����l�G½#���©¨r�,�(�%��ºo½#���(����º��,��½#�

M t ¾&�Q��½#��Q�
N = M +M t ¼N�Q�a����½#��ºb¼a�,������º����D�l�G½#���©¨P»�º��h½��,�����Dº��lº����6���a����� N ½#�J�,���º��{�Q���Q���Q�"½#�*���N��º��J�`¼@º�� �Q�,���N���(�����

N
½����Q���rº�� �Q�,�����

×_�,À â! Ô ·ãì�Ç©À�Ç�ØÍí�È�É¢ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í N10 Ë ÎÏÍ ,,Ú#ÈF.WØ�ØèÉ%Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ ≤ Ý ®�ÉÐ Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É ÎWÜ à�.WÒÅÚ Ü³Ð É Ì È Ì(Ü³Ð R É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê È Î Cs = N10 × N10 Ý NVÊvÈ ð È Ð Ò Í <DÙ Í ÚÌ È¶"�Ê Ü³ÐWÜ³á Ê Cs ⊂ N10 × N10 Ýr( É(Ú�É Ì ÈWà ÍÏÎ Ò�Ú�É(Ú*ÈWØ Í Ò�Ú Í{Ð�Í Ê�ÒÛÈWÊ ÜÅÌ�Í < Î È�É ÐWÑ É(Ø Þ Ñ�Ü ÈWÚÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í (a, b) ∈ N10 × N10 Ý í Ü a ≤ b
ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î (a, b) ∈ R ⊂ Cs

<�ÈWÊ Ð É ÎÏÍÐ�Í Ê�ÒÅÚ�É(Ú Ü³Í b < a Ë Ù Í Ú®Ò³É(Ê�Ò Í (b, a) ∈ R
Ø Í Þ Ñ È ÎWÜ¦ß Ê Ü " Ð É (a, b) ∈ S ⊂ Cs

<�Ø Í Þ Ñ ÈÐ�Í Ê Ð Ø Ñ�Ë ÈDØ¦É Ì ÈWà ÍÏÎ Ò�Ú�É ÐWÜ³á Ê Ý
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�Ø�� ë É Ì É Î Ø¦É Î Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³Í ÊSÈ Î9Ì ÈWØTÈ 5 ÈWÚ ÐWÜ³ÐWÜ³ÍV��&�& Þ Ñ È9Ê Í`ÎÏÍ Ê ÎWÜ à�.WÒÅÚ Ü³Ð É ÎÐ�Í à�Ù Ñ ÒäÉ(Ú ÎWÑ�Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É ÎWÜ à�.WÒ�Ú Ü³Ð É Ý6 ¤&�a�����(�N�a�)§��������N�,��½#�®�Q��,�a�N��º�½��N���D���`�Q�\�(º���º��#��½#���(�����J½#�¦¡����
7�À â Õ ì�Ç©ÀÇ©ßMí�È�É

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í < R Ñ Ê&É`Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê ÎZÍ ,,Ú#È A Ë G ÈWØ ß Ú�É ðZÍ`Ì(Ü Ú Ü¦ß(Ü 2Ì�Í É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í É<Ø¦É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ý í�È�É(Ê a Ë b Ì�ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ£Ì È A ÒäÉ(Ø�È Î Þ Ñ È{È�å Ü�Î ÒíÈÑ Ê Ð É(à Ü Ê Í (a, v1), (v1, v2), ...(vm, b)
ÈWÊ

G Þ Ñ È Ñ ÊSÈ a Ð�Í Ê b Ý NVÊ�Ò Í Ê Ð È Î (a, b)Ù�ÈWÚjÒÛÈWÊSÈ Ð ÈDÉlØ¦É Ð Ø¦É Ñ"ÎWÑ Ú�ÉlÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É>< Ct

< Ì È R Ý
ë ÈWà ÍÏÎ ÒÅÚ�É ÐWÜ³á Ê Ý Û�*���,�N�a��½��#�(�N�a�C�&�a�C������º��,�Q���a�@���(¤����r�����J�a���a�¦½#º��£���,��,�(�N�������

÷ �?�\�`���(���a�¦½#º��m���Q�?�Z�(�N�����*»"º��9º���� a ¼ b �,�¹º������,��½#�a���,�,� (a, b) ∈ R ⊂ Ct

�
÷ ��\�����a���a�J½�º��@�Q�¹���a�Q¾��,�a�N� (a, v1), (v1, b) ∈ R

�,��½#�a���,�,�
(a, b) ∈ Ct

�
÷ ���\�D���a���a�J½�º����,� m �,��½#�a���,�,�Q¾��&�a�Vø��J�&�(½#�Q���J�V����������º��,�Q���a�S¾

(a, vm−1) ∈ Ct

¼�&�(�P½����"½#��¾��,�a�N�
(vm−1, b) ∈ R

¾����®½#���Q���®»�º��
(a, b) ∈ Ct

�
÷ �,�/¾��q�,��½��%�J�,����¾V���n�,�\����º���º��#�n½#�#�������¦½#�J¡G�n���Q¤&�%�Q�a�"½��,���Q�l½������a�����(���������,�

(a, b)
���®¡O²,��½#�J�,�,�P½��(�J�,�P»"º��D�3¼��J��½��Dº�� �Z�����J���`»"º��Dº����

a
�,�a�

b
�



±'&)(*&%î��õ+��?���8¹õ98�îBú���î�,	�.-�õ0/p?��£@21��:8��WîFõ � �:8¹õ��	?������.-�õ°�	î3���hõ;8�î
�õDî¬�WùÐ��òOù ï
7cÀ â Õ ì�Ç©À�Ç©ì í�È�É

A Ñ Ê Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í9Ë R Ñ Ê&É`Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê%ÈWÊ A Ì Èhà Í,Ì�Í Þ Ñ ÈDÈWØ ß Ú�É ðZÍÌ(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í G É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í ÉrØ¦É®Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê é ÈWÚ Ü " Ð É Þ Ñ È ÎWÜSÌ�ÍÏÎVé .WÚjÒ Ü³Ð È Î a Ë b È Î Ò³÷(Ê Ñ Ê ÜÅÌ�ÍÏÎÙ Í Ú Ñ Ê Ð É(à Ü Ê Í ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î (a, b) ∈ R Ý N>Ê©È Î Ò³É Î Ð�Í Ê Ì(Ü³ÐWÜ³Í ÊSÈ Î Ø¦É<Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê R
È ÎÒ�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É Ý

ë ÈWà ÍÏÎ Ò�Ú�É ÐWÜ³á Ê Ý^÷ �½#�Q���,�N�a�§»"º�� (a, b), (b, c) ∈ R
�Q�"½#�(���,�Q�

a
¼
c
�,��½�¦(�<º��������a��&�a�.º��{�,�(�N�����`���r�J�a���a�¦½#º��7Ó�¼@�&�a�C½����"½#�

(a, c) ∈ R
�

Û�a�����a�����Q�l�(�T�����Q¡����(����º��,��½#�#���N»"º��¹���®�Q�\�(º���º����®½#���(�����J½#�¦¡��§���.º����r���Q�\�(�Q���a�
R
�,� º�� �,�a�aÿ�º��"½#�

A
�,�.�,�"½��a���Q�,� �

Ct = T,

���a�����
T
�Q�r�,�T�,�a��ÿ�º��"½�� ���`���(���Q�

(a, b)
���`�������m»"º��*�3¼��J��½��*º��n�,�(�N�����£�,�n�Q��a�#�pÑ��*�(�����Q�\�(���

G
»"º��rº����

a
�Q�a�

b
�

Z.�,�,�(���������a�l�(ø��a���!º����!�a¤����,��¡G�(�,�J�a�©»"º��o¼��¬�Q�a���Q�"½#�(�N�a���,�©�,�h�Z�(�=þJ½#º�����(�"½��,���J�a� � �a¤����,��¡��(�Q���a�\ñb� '�� 
 ò��j¾a�Q�a�����,�Qº��,���,�\�§�������,�Q½#�§���,�gk����J���,�J�����h���,�gkF�����a���(� �
«C�¬� À Ó' Õ�Ä�Ã�Æ�Â ì�Ç©ÀÇ\� í�È�É

G = (V,E) Ñ Ê ß Ú�É ðZÍ£Ì(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í�Ë a, b Ì�ÍÏÎ9é .WÚWÒ Ü³Ð È Î�Ì È
G Ý í Ü È�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê Ð É(à Ü Ê Í Þ Ñ È Ñ ÊSÈ a Ð�Í Ê b ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î È�å Ü�Î ÒíÈ Ñ Ê Ð Éaà Ü Ê Í§Ì ÈVØ Í Ê ß(Ü Ò Ñ�ÌàlÈWÊ Í Ú ÍDÜ¦ß(Ñ É(Ø Þ Ñ È |V | Þ Ñ È Ñ ÊSÈ a Ð�Í Ê b Ý Ù�÷ Î É/x�Ê=< ÎWÜ a 6= b Ë È�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê Ð É(à Ü Ê ÍÞ Ñ È Ñ ÊSÈ a Ð�Í Ê b

< Î ÈDÙ Ñ È Ì È ÈWÊ Ð�Í Ê�ÒÅÚ�É(Ú Ñ Ê Ð É(à Ü Ê ÍoÌ ÈlØ Í Ê ß(Ü Ò Ñ�Ì à£ÈWÊ Í Ú ÍoÜ¦ß(Ñ É(ØÞ Ñ È |V | − 1 Ý
����½#�r�(¤����Q��¡����,���(�*�&�,���N�J½��V�,�a����½#��º����Tº��N�(�J�a�a���¦½#�*�����(���§�Z�(�J�,º����(�F�����,�\��º���º����½#�#�������¦½#�J¡G���

û Ô`ü ·LÓ Ã[Ö â4·  Õ Ó Õ!ÄaÕ�Ô�Ä � ÔÅÕ Ó Ô�ÕnÄ�ÔÅÕ �����?Ó Õ<Ö Ó Õ�Â � Ã[Ö°Ã  Õ
÷ �,� A

º��¥�,�(�aÿ�º��"½���¾
R
º����%���,�\���,�J�a�!�,�

A
¾
G = (A,R)

�,�V�a���pÑ��%���J���J�a�J����(�����Q�\�(���N�
R
¼
M

º����*���r��º��.�l��½����J�,�Q�P���D�(��¼��(�Q�,���,�\���,�
×®Â&Ö Ó Õ ý Õ �

M � º����*�l�G½#���©¨ n× n
�

ð��a�
i = 2

½#�
n

M := M +M iþ Õ�Ô�Ã ý Õ �
Ct

»"º��<�Q�£º����¬����½����©¨
n × n

�,�(�©º��©º����¥���a�����
M

½#���Q���oº�����,�"½��#�(���*���N�"º��\��¼£�,�a� º��Aù*���a�����
M
½����,���rº�� �,�Q�����

H ¤����Q��¡a�Q���(�F»"º��>���.�Q�a�N�����ãÿ������(�®���>�Q��½��V�(���a�(���¦½��N�P�,�4�Qºn¦(��½#���,���4���"��������º��Q½#����§���(�C����½#���J�,�Q�
n× n

���,�Q�,���¦½��
2n3

�a�&�Q�#�(�Q���a���Q�,�����@��Ñ��Q�Q½��*�(����º��¦½#�J���J�¦�Z���cº����



ò 
 ù îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9î¬��5Ð��îu?
§��\���&�a��º����£�Q�a��º��������������Z�����©¨Z�(�

n
��������º��Q½��a��¼

n
��º����(� � 2n �a�&�Q�#�(�Q���a���,���.¼�Q��½��r���Pø��(�Q�

n2
¡a�Q�,�Q�,�����*�"º��,��½#���r�(���(�a���¦½��N�h���C��Ñ��Q�Q½-¾��(�

n−1
�&�(½#�Q���,���(�T���

M
�

÷ º��&�a���Q���a�D»"º����"º��,��½#���{������½#�Q�l�m���N��¦(���Qº����m�,�(�!����½#�����Q�,�rø��(�,�N�\�(�r�&��½#�,���,�\����Q�a�N�{��������º��W½#�o�������a�D�l��½����J�,�Q� � �\�m�&�(½��,���Q�\�{���"½#�Q���J�a�r��º��J½��J���J�¦�Z�(���@���(� M �W�6 �-þP½��,���Q�N�a�
2n3(n − 1)

�a�&�,���(�,�J�a���Q�,�°Û?� ¾��J½������o�%þJ���Z�%��� �����,º������Q�����J�a�¢����"º��,��½#���<�(���(�a���¦½��N�m�J�\�(�N� � º��¬�(�J�a�a���è½#�N�m»"º��l���,�Q�a�����
n
�J����½��(�r�������(���a�¦½#º��

n
¾�,�(��¤��\�������¬�,�(���!¡��(�J�a�l�&�a�£º����¥���§�Q�@���¥��º��J�¬¼	�&�a�£�,�Q�������§�,�@�"º������ì����½�������a�a���¦½#�*�m½#�J�,�����,�a�N���J�Uÿ��J���(�n�,º��(����¦�½����Z�b�Ôk4�����,�N�a�6�,��½#�a���,�Q�`�,�(���,�Jº����D»"º��£�Q������a�a���¦½#�*���,�¹���D�(�����Q�

O(n4)
�

×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYä ë É Ì É Î Ø¦É Î Ú�ÈWØèÉ ÐWÜ³Í ÊSÈ ÎrÌ ÈWØ4È 5 ÈWÚ ÐWÜ³ÐWÜ³Í\��&�& Þ Ñ ÈrÊ Í�ÎÏÍ Ê%ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É ÎÐ�Í à�Ù Ñ ÒäÉ(Ú ÎWÑ�Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É�Ò�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É Ý
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ß��MN>Ê�ÒÛÈWÊ Ì(Ü ÈWÊ Ì�Í`Ñ Ê&É�àNÉ(Ò�Ú Ü * Ð�Í à Í`Ñ Ê&É�Ø Ü�Î Ò³É Ì ÈrÊnx�àlÈWÚ ÍÏÎ�Ð�Í Ê Ì�ÍÏÎÎWÑ ,�á[Ê Ì(Ü³Ð È Î 6�ÈWØ�Ù&Ú Ü àlÈWÚ Í Ø¦É�"�Ø¦É Ë ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í Ø¦É Ð�Í Ø Ñ à`Ê&É:9/KÜ 9@È ÎÏÐ Ú Ü , Ü Ú Ñ ÊnÉ(Ø ß�Í Ú Ü ÒÅà Í Þ Ñ ÈDà Ñ ØôÒ Ü Ù&Ø Ü³Ð É�àNÉ(ÒÅÚ Ü³Ð È ÎDÌ ÈrÒ³É(àNÉ ÿ Í n× n óÜ[Ü 9kÈ ÎÏÐ Ú Ü , Ü Ú Ñ ÊªÉ(Ø ß�Í Ú Ü ÒÅà Í Þ Ñ È%Ò Í àlÈ Ñ Ê&É�àNÉ(ÒÅÚ Ü * M Ì ÈoÒ³É(àNÉ ÿ Í n × n ËÐ�Í Ê Î ÒÅÚ ÑbË É Ñ Ê&É9àNÉ(ÒÅÚ Ü * N Þ Ñ È.ÒÛÈWÊ ß É9Ø¦É Î ÈWÊ�ÒÅÚ�É Ì É ÎCé ÈWÚ Ü " Ð É(Ê Ì�Í nij = 1 ÎjÜ mij 6= 0Ë nij = 0

ÈWÊ Ð É ÎÏÍ£Ð�Í Ê�ÒÅÚ�É(Ú Ü³Í(Ý
�4�Q���N�����(���(���Q��½������,�Q�,���(�������Q���,��½��(�����¢�(½����n�����a�a���¦½#�*�%�����#�<�Q�a����º�½��(���\��Q�\�(º���º����r½��#�(�����J½��J¡��®���¹º����D���,���(�,�J�a�*�,�(�����,�J���D�,�(��� û Ô`ü ·LÓ Ã[Ö â4·/ý À+=ìÕ Ó>��d Õ�Ô�Ô»"º��®½#���Q���r�Q�a�N�����ãÿ��������@��¾�¤����,���

û ÔÍü ·&Ó Ã[Ö â4·|ý À2=ìÕ Ó>��d Õ�ÔÅÔ  Õ Ó ÕnÀbÔVÄaÆ â! �� Ö ·>ý À<Ô�ÕnÄ�ÔÅÕ �����?Ó Õ�Ö Ó Õ�Â � Ã�ÖÏÃ  Õ
÷ �Z�!�,�(���!���J�,�N����� A º��q�,�a��ÿ�º��"½��ã§����J½#� � |A| = n

�W¾
R
º����¬���,���(�,�J�a�k�,�

A
¾
G = (A,R)

�,�§�a�#�>Ñ����������J�a�J���¥�(�����Q�\�(�����
R
¼
M

º�����������º�� ����½����J�,�,����m�(��¼��(�Q�,���Q�\�(�Q�¬�hº��,��½������a¤�ÿ��Q½��J¡a�<�Q�*�,�(���Qº��\���6�\�o����½#���%¨l�(�����,�\�����<�
Ct
¾�»�º�����(¤&�,�N�a�r�,�(���m�Q�D�&�a�r�,���(�J�a�a���¦½#�*�m���"½#�Q���J�a�,�CZ.�,�Q�a���������(�r»"º��

M
���N�(¤�½#�J�,����N�,���\�(��½#�®º����*�a�����,�����,���(� ���r�J�a�C¡O²,��½#�J�,�,�.���

G
¾��,�.���,�Q���

A = {v1, ..., vn}
�

¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�Ç©À�Ç��Mí�È�É Ñ Ê Ð É(à Ü Ê Í (x0, x1), (x1, x2), ..., (xn−1, xn)
ÈWÊ Ñ Ê ß Ú�É ðZÍÌ(Ü Ú Ü¦ß(ÜÅÌ�Í G Ý ; Ø ÍÏÎ�é .WÚjÒ Ü³Ð È Î x1, ..., xn−1 Î È�Ø�È Î Ø[Ø¦É(àNÉcs¸"Ó Ö°ÃÅÄaÀ � Ã�Â&ÖÏÀ Ó Ã ·LÓ À ��ý À�ÔÄaÕ â Ã�Â · Ý

 V�a� �,��½#�N����§����J�,�J�a�m�&�����,�N�a�.�Q�a�N�,�g¨,�(�.�Q�?�(���(�a���¦½��N�����®i!�(����ø��(�J�³�
÷ �%½#�#�G½��¬���<�Q�a����½���º��J� n + 1

�l�G½#���J�,�Q�
n × n

»"º����J�\�����(���,�N�(�
Wk � k ∈

{0, 1, ..., n} �¹���6�N�����l»"º�� W0 = M
¼
Wn

�����\�N����½#���%¨D�����(�b¼��(�,�Q���,���(�§���
Ct�������,���(���*�`�\���a�����,���(�Q���(� ���

A
�
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w
(k)
ij

�£�\�(���,�a�����Q���&�a�������,��½#�Q�D�Q�"½��#�(�����®���
Wk

�½Û?�£����§������Q���a�<���
Wk

�,�4�,�a�N�h���J�aº�� �
w
(k)
ij = 1

���b�3¼b����½��Vº��6�,�(���J���¹»"º��Vº����
vi
�Q�a�

vj
���>�N�����h»"º���,�b�,�(�aÿ�º��"½��§���C��º��F¡O²,��½#�J�,�Q�T���"½��,�����a���,�4�Q��½-²C�,�a��½#�,���������,�`�Q�b�,�a��ÿ�º��"½�� {v1, ..., vk}

�
���k�Q�P�Z�����

k = 0
��� �J�"½#�Q�������Q½#���Q�a�N�

w
(0)
ij = 1

���P�3¼��J��½#�mº����,�(���J���<���J�¡O²,��½����Q�,�¹�J�"½��,���J�a���Q�P»"º��rº����
vi
�Q�a�

vj
¾����(�P½#�(�"½��

W0 = M
�

���¢�,���Z�(���
k = n

½#�,���,�N�a�D»"º��
w
(n)
ij = 1

�����:¼b�J��½#�Nº��¢�Z�(�N�����m»"º���º����
vi�,�a�

vj � �&�(��»"º��®�Q���Q�a�aÿ�º���½#�`���®�&�(����¤����Q�V¡O²,��½#�J�,�,�P�J�"½��,���J�a���Q�V�,� A �W�±k4�(�V½��(��½#�����½#���Q���®»�º��
Wn

�,�.�\���l�G½#���©¨§���D�(��¼����,�Q���,���(�¹¤�º����Z�������
×��,À â! Ô ·!ì�Ç%À�Ç©äMí�È�É�Ø¦ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê ÎjÜ¦ß(ÑbÜ ÈWÊ�ÒÛÈ�K

A = {a, b, c, d, e, f}

R = {(a, a), (a, b), (c, c), (c, d), (c, f), (f, f), (f, e), (f, a)}.
N>Ø�È ß(Ü à ÍÏÎ ÈWØ Í Ú Ì ÈWÊNÙ�É(Ú�É�Ø Í°Î®é .WÚjÒ Ü³Ð È Î a, b, c, d, e, f Ë Ù Í Ú®ÒäÉ(Ê�Ò Í Ø¦É�àNÉ(ÒÅÚ Ü * W1Ò Ü ÈWÊSÈ.ÈWÊ�Ò�Ú�É Ì É Î Ê Í Ê Ñ Ø¦É Î 6 Þ Ñ È é É(Ø�ÈWÊ � 9 ÎWÜ R É Ë�Ñ Ê Ð É(à Ü Ê Í Þ Ñ È Ñ ÊSÈVØ ÍÏÎ Ú�È Î Ù�È Ð Ò Ü[é(ÍÏÎé .WÚWÒ Ü³Ð È Î�ÐWÑbË�Í x�Ê Ü³Ð�Í Ù ÍÏÎWÜ ,,Ø�È é .WÚWÒ Ü³Ð È Ü Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú�È Î a Ý N>Ê�Ò Í Ê Ð È Î K

W1 =

















1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1

















kF�(���¹�(�������%¨,�(�S�\�P�Q�a�������ãÿ������(�®���,�"�(���(�a���¦½��N�C���,¤&�Q���(�4�(�&�a��½��(�?�����aº��®�V²W½#��������(�#�¢�Q�a����½#��º������\��������½#�����Q�,�
Wk

��Û?�¢���J�aº��J�,�"½��{�a¤����,��¡��(�Q���a�q�(¤"¡��\�n�,�l�\�n»"º���&�,���N�J½��®�Q�a����½���º��J�
Wk

�*������½#�J�C���r�\���l��½����©¨®�(��½#�,�����a�
Wk−1

�
«C�¬� À Ó' Õ�Ä�Ã�Æ�Â ì�Ç©ÀÇPÝ"�M® ÍÏÎrÐ É(à Ü Ê ÍÏÎCÎWÜ Ê é .WÚjÒ Ü³Ð È Î¹Ü Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í Ú�È Î Ú#ÈÛÙ�ÈWÒ ÜÅÌ�ÍÏÎ Þ Ñ È Ñ ÊSÈWÊØ ÍÏÎ.é .WÚjÒ Ü³Ð È Î vi Ë vj ÐWÑ�Ë�Í°ÎPé .WÚWÒ Ü³Ð È ÎPÜ Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú#È Î Ù�ÈWÚWÒÛÈWÊSÈ Ð ÈWÊ£É(Ø Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í {v1, ..., vk}ÎÏÍ Ê Ì È Ì�ÍÏÎ Ò Ü Ù ÍÏÎ KÍ , Ü ÈWÊ Ð É(à Ü Ê ÍÏÎ6ÐWÑ�Ë"ÍÏÎré .WÚWÒ Ü³Ð È ÎrÜ Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú#È Î§ÎÏÍ Ê Ì ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í {v1, ...vk−1} óÍ , Ü ÈWÊ Ð É(à Ü Ê ÍÏÎ Þ Ñ ÈmÒ Ü ÈWÊSÈWÊ©É vk Ð�Í à Í<é .WÚWÒ Ü³Ð È Ü Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í Ú�<NÈ Î{Ì È ÐWÜ Ú�< Þ Ñ È Î ÈÙ Ñ È Ì ÈWÊ é ÈWÚ Ð�Í à Í Ø¦É Ð�Í Ê Ð É(ÒÛÈWÊ&É ÐWÜ³á Ê Ì È Ñ Ê Ð É(à Ü Ê Í C1 Ì È vi

É
vk ËlÑ Ê Ð É(à Ü Ê Í

C2 Ì È vk

É
vj

< Ì�Í Ê Ì È.Ø ÍÏÎ¹é .WÚjÒ Ü³Ð È Î.Ü Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú#È Î�Ì È C1 Ë C2 Ù�ÈWÚjÒÛÈWÊSÈ Ð ÈWÊmÉ(Ø Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í
{v1, ..., vk−1} Ý
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wk
ij = 1 ⇔ (wk−1

ij = 1) ∨ (wk−1
ik = 1 = wk−1

kj ).����½#�o���(�6�&�Q���N�J½��N�,�(���Qº��\���r�\�m�,�(�����J�Uÿ��J���(�����,�>�(�J�a�a���¦½#�*����kF���#� �,�a����½#��º����
Wk

�*���(��½#�J�.���
Wk−1

ø��Z¼m»"º��9�,�(����½���º��J�¹��º��
n2
�Q�"½��#�(�����,�Ðk4�(�#�N�,�(���N�Q�"½#���(���b¾º��#�(�����<�\� �a¤����,��¡G�(�,�J�a�¥�(�"½��,���J�a�,¾4ø��Ï¼n»�º��£ø��(�,�Q� � �,�a�N�o�V¦>¼b���N���^ò{�,�a�N���(���>º�Q���a���,�>¼lº����`�������(���(�,�J�a���_k4�(�>½��(��½#���,�(���6�,�a����½#��º��,�Q���a�@���

Wk

�,�Cº��@�(���a�(���¦½��N����*�,�(�������Uÿ��J���(�%�Qº��(���-¦�½#�J�Z� � 4n2 �W�` V�a�N�@ø��Ï¼o»�º��*ø��(�,�Q� n �Q�a����½���º��Q�,�J�a���,�r����Q��½��r½#�J�&��¾��Q�?�(�J�a�a���¦½#�*�����®i!�(����ø��(�J��½#���Q���rÄ ·&â! ÔÅÀ:�ZÃ ý Õ ý Ä ��� ÃÅÄaÕ�¾��Q�.���,�Q���Q¾����,��(�����Q�
O(n3)

�
×_�,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ß³Ý ë É Ì É Î Ø¦É Î Ú�ÈWØèÉ ÐWÜ³Í ÊSÈ ÎrÌ ÈWØ4È 5 ÈWÚ ÐWÜ³ÐWÜ³Í\��&�& Þ Ñ ÈrÊ Í�ÎÏÍ Ê%ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É ÎÐ�Í à�Ù Ñ ÒäÉ(Ú ÎWÑ�Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É�Ò�Ú�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é ÉlàlÈ Ì(Ü É(Ê�ÒÛÈ�ÈWØ ; Ø ß�Í Ú Ü ÒÅà ÍlÌ È?>�É(Ú Î R É(Ø[Ø Ý
´�)A@ µv36·���_m·*0?395^: 7r2F=VU,7rAZ¶ ;.·*0?; 3D2¬�@;.·m7h�@365
 V�(���*�������(�\�����a�P�Q�{�n¦(�����pÑ��a�.�(�"½��,���J�a���Q�,¾�º�� �,�a��ÿ�º��"½������(���,���(���*�,�"½��®�a�����,��������Q�Pº��@�����

(A,≤) Ñ��(�����(���6�&�a�Vº��@�,�a��ÿ�º��"½�� A ¼lº��������Q�\�(�Q���a�l���§�a�����,�@�������,���(�
≤ � ÷ �Z� G �,�?�a���pÑ��N���������a�¦���N�������,���(�����N�\�`���,���(�,�J�a� ≤ �. V�a�N��������ø��N���Q�\���,���(� ≤�Q�,¾��&�a�9����§������Q���a��¾F���W¯��:¼b�¦¡���¾��(�"½������J�\²Q½#���J�,�m¼n½#���(�����¦½#�¦¡���¾4���£��º��,���@�����N������§��Z���º��!�&���,�{�\�m���,�����,���,��½��(�Q���a�!���

G
�£���9��� »"º��������J�\�(�N�@���\�(�a���(���@���l�������������º��¥�,�(�aÿ�º��"½��<���(���Q�\�(�J�N�,��½#�N�a�����Q���(��� � ���£º�� Ù ÍÏÎ ÈWÒ º����(�����%�\�(�9���J�a���(�9�J���a�J�,�#������ Ù�É(ÚjÒ Ü É(Ø[Ø Ë Í Ú Ì ÈWÚ#È Ì�Î ÈWÒ �W� ÷ ��\�*���,���(�Q���a� ���9�a�����,�o�,�h½��(½��(��\�N�Q�a����½#��º��,�,�J�a�%���,����\�(�a���(���N���`���(������½#�J�,���6½�����¤��%²Q�%���,��½#����� � �(º���»"º��`�#�������-¦l���J�,�N�����6º����£���,�W½��¡a�Q��½����Z���[�W�

ý�ÂCB�Â}Ä DE�í�������
²�c�¬��
GF«�����b

��� �\�(�P�Q�a�����J�,�J�a���Q�.���Q��n¦(�����pÑ��N�(��½#�Q�����(�P���(��½����N�a�C���

G
� V�a�N�{�#�(¤&�Q���a�9»"º��l��� ���,�\���,�J�a� ≤ �,�6���Q¯��3¼��¦¡��{�������,�N�a�9¤&�a���#�(�r½������a�9�J�a����/¨,�(�,¾�¼��*»"º��D���Q�,�Q�#�(���\�(�N�,��½#�

a ≤ a
���(���*�,�(���

a ∈ A
� V�a�N�����(¤&�,�N�a�V»"º��§�\�9���,���(�,�J�a� ≤ �Q�V½#�#�������¦½#�J¡G�9�&�����Q���(�V¤&�a���#���V���(�V�(���J��½#�(�»"º��%���a�©�,�(�����Q�,º��Q���,�\�¬���%�Q��½#�¬�����(�����Q���(����k4�a�l�AH��,�N������¾P���

a ≤ b
¼
b ≤ c���,�,�Q�#�(���\�(�N�Q�"½#�

a ≤ c
¾��,��½#�a���,�,�§���(�h���(���,�

(a, b)
¾
(b, c)

¼
(a, c)

���a�<�(���J��½����h���,��(�#�pÑ���¼@�&�����,�N�a�.¤&�(���#���P�\�`�(���J��½��
(a, c)
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a
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b
¼m�(��¤&�a��Q��½�¦(�9º����J���a�?�&�a�º��9�,�(���J���.�(���Q�,�����,�"½��V�Q�9�,���a���pÑ��.���J�������¬§����(���Q�"½��a���Q�,�
a ≤ b
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ðF�J�aº��#��'��óò � Á �\�(�(�#�(���6���9�h�(�����

×��,À â! Ô ·s�Cì�Ç+Ø?ÇPÝ Ü 9Cí�È�É A = {1, 2, 3, 4} Ë ÈWØ Í Ú Ì ÈWÊ ≤ R É�, Ü Ò Ñ É(Ø Ý�( É(ÚjÒ Ü à ÍÏÎ9Ì ÈWØß Ú�É ðZÍrÌ ÈPØ¦ÉDÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ý B Í ÚjÚ�É(à ÍÏÎ Ø ÍÏÎ Ø¦É'* ÍÏÎPË Ø¦É Î É(Ú Ü�Î Ò³É Î Þ Ñ È ÎÏÍ Ê Ð�Í Ê Î È ÐWÑ ÈWÊ ÐWÜ É Ì ÈØ¦É9Ù�Ú Í Ù Ü È Ì É Ì ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É>< Þ Ñ È ÎÏÍ Ê (1, 3)
<
(1, 4) Ë (2, 4) Ýa(¹Í ÚDÒäÉ(Ê�Ò Í ÈWØ Ì(Ü É ß Ú�É(àNÉÌ Èaz®É Î�Î È`È ÎrÑ Ê&ÉlÚ#È Ð ÒäÉ é ÈWÚWÒ Ü³Ð É(Ø Ë È Î Ò³÷ Ì(Ü , Ñ35 É Ì�Í ÈWÊ%Ø¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É G(Ýjv"ÝÜ[Ü 9oí�È�ÉNÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í B = {a, b} Ë`Ì È¶"�Ê Ü à ÍÏÎ Ø¦É�Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê ⊆ ÈWÊoÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í�Ì ÈØ¦É Î Ù�É(ÚWÒÛÈ ÎrÌ È B < Ì ÈWÊ Í Ò³É Ì�Í P (B) Ý í�È>Ù Ñ È Ì È Ð�Í à�Ù&Ú Í ,�É(Ú Þ Ñ È9È Î®Ñ Ê&É*Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì ÈÍ Ú Ì ÈWÊ{Ù�É(Ú ÐWÜ É(Ø Ý N>Ø Ì(Ü É ß Ú�É(àNÉ Ì ÈrzrÉ Î�Î È�É ÎÏÍÏÐWÜ É Ì�Í ÉoØ¦ÉoÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Þ Ñ È Ì É Ì(Ü , Ñ35 É Ì�ÍÈWÊ<Ø¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É G(Ýó&&Ý

×��,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ßsÞ ë É Ì�Í ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í A = {a, b, c, d, e} Ë Ø¦É�Ú�ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê
R = {(a, a), (a, c), (c, e), (c, d), (b, d)}

ërÜ , Ñ:5 É(Ú6ÈWØ Ì(Ü É ß Ú�É(àNÉ Ì È	zrÉ Î�Î È Ì ÈrØ¦ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ Þ Ñ È éÏÜ ÈWÊSÈ Ì È¶"�Ê ÜÅÌ É®Ù Í ÚØ¦É Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É�Ú�È�ê.È�å Ü[é É Ë ÒÅÚ�É(Ê ÎjÜ Ò Ü[é É Ì È R Ý
ý�ÂCB�Â¹â UHÈí
V²
�W��Ç��;�S�����
�X�b
��ZYí�*�[���QÇ��k��
�Ì��\�QÇ��:]�Ìh�W�=Ç_^§���	�`�í�±Èba

²
���b
�Ç�����
������Ç
���Z�(�N�a�F�����aº����a�4�Q���Q���Q�"½��a�4����½#�,���,���(�"½��,�F�,���,�(�cH�º��"½��a�F�������,���(���*�,�"½��c�a�����,�������a�,�
÷ �Z�*�,��½#�(���,�Q� (A,≤) º�� �Q�a�cH�º���½#�N�������,���(���*�,��½#�§�a�����Q���(�����



ò[T�ô îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îu?

ðF���(º��#�`'�� ô � Á ���(�a���(�l�6���D�h�(�����

¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�Ç�Ø?Ç%Þed?Ê!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í M ∈ A Î È Ì(Ü³Ð È¹â Õ�ç?Ã â Õ�Ô ÎWÜ Ê Í È�å Ü�Î ÒÛÈ b ∈ A
b 6= M Ì ÈDà Í,Ì�Í Þ Ñ È M ≤ b ÝdÊ¬ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í m ∈ A Î È Ì(Ü³Ð Èhâ ÃÅÂ4Ã â Õ�Ô ÎWÜ Ê Í È�å Ü�Î ÒÛÈ b ∈ A b 6= m Ì ÈDà ÍZÌ�ÍÞ Ñ È b ≤ m Ý

��� ���(�@���\�(�(�#�(�����£���¢�h�(�����n���a�@�Q���,�N�Q�"½#�(�m���>¼b�����(�¦�,�£���a� �(»"º��Q�����(�@»�º�����a�!�3¼�½#���Q���{��º��&�,�����a�r����º��!�Z�����J��� �(���Q�,�����,�"½��£»"º������{������º��,���������a���(�����(�Qd���,��þ��������Z�(�N�,��½#�6���(���Q���Q���Q�"½#�(�����J���J�����J�Q�h���a�<�3¼�½#���Q���(�§����Ñ��,���J�a���Q�h�����,�(���J���a����,���Q�,�����,��½#�,�h»�º��D���N���D��º��Q���,�{�����(���a�����(�,�
×�f,À âhg Ô ·ãì�Ç�Ø?Ç©ÀlNVÊoÈWØ�È 5 ÈWà�Ù&Ø Í É(Ê�ÒíÈWÚ Ü³Í Ú Ü 9*ÈWØ � È Î à Ü Ê Ü àNÉ(Ø Ë ÈWØ*i%È Î àNÉZå Ü àNÉ(Ø ÝN>Ê!ÈWØ4È 5 ÈWà�Ù&Ø Í É(Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í Ú Ü[Ü 9£ÈWØ é É Ð á Í È ÎrÑ Ê¢ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í à Ü Ê Ü àNÉ(Ø Ë ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í
B
È ÎDÑ Ê!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í àNÉZå Ü àNÉ(Ø Ý

«OjRk À Ó' Õ�Ä�ÃÅÆ&Â ìÇ�Ø?Ç�Ø NVØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í¥Ì ÈoØ ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ àNÉZå Ü àNÉ(Ø�È Î 6äÚ�È Î Ù Ý à Ü ÊmlÜ àNÉ(Ø�È Î 9nÊ Í È Î ÊSÈ Ð È Î É(Ú Ü É(àlÈWÊ�ÒíÈ Ñ Ê Ü ÒäÉ(Ú Ü³Í < ÐjÍ à Í<Î È*Ù Ñ È Ì È é ÈWÚ<ÈWÊªÈWØ ÎWÜ¦ß(Ñ�Ü ÈWÊ�ÒíÈÈ 5 ÈWà�Ù&Ø Í(Ý
×�f,À âhg Ô ·ãì�Ç�Ø?Ç©ßedÊ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í Ù�É(Ú ÐWÜ É(ØôàlÈWÊ�ÒÛÈ Í Ú Ì ÈWÊ&É Ì�Í ({1, 2, 3, 4, 5},≤) ÐWÑ�Ë"ÍÌ(Ü É ß Ú�É(àNÉ Ì Èhz®É Î�Î È�È Î ÈWØ Ì È�Ø¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É G(Ý 8mÒ Ü ÈWÊSÈ Ì�ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ àNÉZå Ü àNÉ(Ø�È Î < vË 8>< ËlÌ�ÍÏÎ à Ü Ê Ü àNÉ(Ø�È Î < �lË i Ý
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ðF�J�aº��#��'�� ñ � Á �\�(�(�#�(���6���9�h�(�����

¿mÀ�ÁFÂ4ÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ìÇ�Ø?Ç©ìedÊ!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í M ∈ A
È ÎrÑ Êmâ!ª ç?Ã â!· ÎWÜ a ≤ M

Ù�É(Ú�É Ð É Ì É
a ∈ A Ýd?Ê!ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í m ∈ A

È ÎDÑ Êmâã´ Â4Ã â4· ÎWÜ m ≤ a
Ù�É(Ú�É Ð É Ì É a ∈ A Ý

×nf,À âhg Ô ·!ì�Ç+Ø?Ç\� N>Ê!ÈWØFÈ 5 ÈWà�Ù&Ø Í`Ü 9 � È ÎrÑ Ê<àcá[Ê Ü à Í`Ë i¢È ÎDÑ Ê<àN÷Zå Ü à Í(ÝN>ÊñÈWØ®È 5 ÈWà�Ù&Ø Í¢Ü[Ü 9�ÈWØ Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í!é É Ð á Í È ÎoÑ Ê àcá[Ê Ü à Í 6 Ë É Þ Ñ ÈnÈWØ é É Ð á Í È ÎÑ Ê ÎWÑ	oWÐ�Í Ê 5jÑ Ê�Ò ÍoÌ È Ð É Ì É Ð�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í 9 Ë ÈWØ�Ò Í Ò³É(Ø B È ÎNÑ Ê�àN÷Zå Ü à Í 6 Ë É Þ Ñ È Ð É Ì ÉÎWÑZoWÐ�Í Ê 5jÑ Ê�Ò Í�Ì È B È Î Ò³÷><Ù Í Ú Ì ÈCp�Ê Ü³ÐWÜ³á Ê=< Ð�Í Ê�ÒíÈWÊ ÜÅÌ�Í ÈWÊ B 9 Ý
���l�,�L���\�(�(�#�(���®���h���(�������Q�&�V¦>¼b���N�r�Q��½��9�,�(�#���Q½#�Q���©¨Z�(���D���(�c���,�>�Q�&�3¼b½����,�N���º��&�Q�����(����c�,�(���¹�,�(���J���¹�(���,�Q�����,��½#�>¼r���,��þ��������Z�(�N�,��½#���,�"�\þ����J�*�P�,��,�"�3¼b½����,�N����=Ñ��Q�����(�C���r�,�(���*�,�(���J���`���Q���,�Q�����,�"½��(�

«qjRk À Ó' Õ�Ä�Ã�Æ�Â ì�Ç�ØÇJ�lN>ØàN÷Zå Ü à ÍNË ÈWØ?àcá[Ê Ü à Í Ê Í ÊSÈ Ð È Î É(Ú Ü É(àlÈWÊ�ÒÛÈ`È�å Ü�Î ÒÛÈWÊ Ý í ÜÑ Ê Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í Ù�É(Ú ÐWÜ É(ØôàlÈWÊ�ÒÛÈ Í Ú Ì ÈWÊLÉ Ì�Í Ò Ü ÈWÊSÈNàN÷Zå Ü à Í 6äÚ�È Î Ù Ý àcá[Ê Ü à Í 9oÈWÊ�Ò Í Ê Ð È ÎÈ Î ÈWØ�xbÊ Ü³Ð�Í ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í àNÉZå Ü àNÉ(Ø_6äÚ#È Î Ù Ý à Ü Ê Ü àNÉ(Ø 9 Ý
×nf,À âhg Ô ·!ì�Ç+Ø?Ç©älN>Ø�ÈCrZÈWà�Ù&Ø ÍnÌ ÈWØ4Ù�÷(ÚjÚ�É ðZÍ É(Ê�ÒÛÈWÚ Ü³Í Ú@Ú#ÈÛÙ&Ú#È Î ÈWÊ�ÒäÉ Ì�Í ÈWÊqØ¦É I Ü¦ß(Ñ Ú�É
G(Ý 8>< Ð�Í Ê Ì�ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ àNÉZå Ü à�É(Ø�È ÎCË6Ì�ÍÏÎ à Ü Ê Ü àNÉ(Ø�È Î <Ê Í Ò Ü ÈWÊSÈ.àN÷Zå Ü à Í Ê Ü àcá[ÊmlÜ à Í(Ýut.Í Ú@ÈCrZÈWà�Ù&Ø Í < � Ê Í È ÎNÑ Ê�àcá[Ê Ü à Í Ù Í Ú Þ Ñ ÈNÊ Í£Î È é ÈWÚ Ü p Ð É Þ Ñ È 1 ≤ 4

< Ì ÈR È Ð R ÍV�lË i<Ê Í�ÎÏÍ Ê Ð�Í à�Ù�É(Ú�É o Ø�È Î,Ý



ò[TÏ' îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îu?
¿@À�ÁTÂÃÅÄ�ÃÅÆ&Â ì�Ç�Ø?Ç�Ý"� í�È�É

(A,≤) Ñ Ê Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í Ù�É(Ú ÐWÜ É(ØôàlÈWÊ�ÒíÈ Í Ú Ì ÈWÊ&É Ì�Í®Ë B ⊂ A Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È a ∈ A
È Î®Ñ Ê&É Ä · ÖÏÕ ksvVg À Ó Ã ·&Ó Ì È B ÎWÜ b ≤ a

Ù�É(Ú�É Ð É Ì É b ∈ B Ýí�È Ì(Ü³Ð È Þ Ñ È a ∈ A
È ÎrÑ ÊLÉ Ä · ÖZÕ¢ÃÅÂ f À Ó Ã ·LÓ Ì È B ÎWÜ a ≤ b

Ù�É(Ú�É Ð É Ì É b ∈ B Ýí Ü È�å Ü�Î ÒíÈ Ñ Ê&É Ð�Í ÒäÉ ÎWÑ Ù�ÈWÚ Ü³Í Ú Ì È B àlÈWÊ Í Ú Í¥Ü¦ß(Ñ É(Ø Þ Ñ È!ÈWØ�Ú#È Î Ò Í�Ì È Ð�Í ÒäÉ ÎÎWÑ Ù�ÈWÚ Ü³Í Ú�È ÎDÌ È B Î ÈDØ�ÈDØ\Ø¦É(àNÉwksvVg4Ó À â!·yx À B Ýí Ü È�å Ü�Î ÒÛÈ Ñ Ê&É Ð�Í Ò³É Ü Ê ð ÈWÚ Ü³Í Ú Ì È B àNÉ Ë�Í Ú Í*Ü¦ß(Ñ É(Ø Þ Ñ È�ÈWØ�Ú#È Î Ò ÍNÌ È Ð�Í Ò³É ÎrÜ Ê ð È�lÚ Ü³Í Ú#È Î9Ì È B Î ÈDØ�ÈrØ[Ø¦É(àNÉ½´ ÂÁ â!·hx À B Ý
×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ßWÀMí�È�É¥ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í A = {a, b, c, d, e, f} Ë Ø¦É¢Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊÌ É Ì ÉrÙ Í Ú®Ø¦É Ð Ø¦É Ñ�ÎWÑ Ú�É�Ú�È�ê.È�å Ü[é É Ë ÒÅÚ�É(Ê ÎWÜ Ò Ü[é É Ì È�K

R = {(f, a), (a, c), (c, e), (c, d), (f, b), (b, d)}.
à�É(Ø ÐWÑ Ø¦É(Ú.Ø ÍÏÎ ÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ à Ü Ê Ü àNÉ(Ø�È Î <Ø ÍÏÎ àNÉZå Ü àNÉ(Ø�È Î <�ÈWØ�àN÷Zå Ü à ÍDË ÈWØLàcá[Ê Ü à ÍÎWÜ È�å Ü�Î ÒíÈWÊ Ýz Í àNÉ(Ê Ì�Í B = {a, b, c, d} ⊂ A Ð É(Ø ÐWÑ Ø¦É(Ú6ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í�Ì È Ð�Í ÒäÉ Î§ÎWÑ Ù�ÈWÚ Ü³Í Ú�È ÎDÌ È

B
<CÈWØ Ì È Ð�Í ÒäÉ ÎrÜ Ê ð ÈWÚ Ü³Í Ú#È Î < Ë ÈWØ ÎWÑ Ù&Ú#ÈWà Í`Ë ÈWØ³á[Êsp�à Í < ÎWÜ È�å Ü�Î ÒíÈWÊ Ý
���`�\�h�(���J�a���G½#º��#�¹���)úC�(���,�T���Ðûo��½��,�V¦�½#�J�Z�(�ø��,�N�a�4¡��J��½#���,�a�����,�Qº��,���,���(�¬Ñ�º���º���(���Q�"½#�(���Q�C�����#���Q��(�g¦(���J���J�>���®º�����¡G�(�����(¤����h���,�(�S���®���6�,��½#��º��Q½#º��#�`���®�,�(�cH�º���½#�½��(½������N�,��½#�r�a�����,�������l���

(R,≤) �M{4�(��¤��%²Q��¾L�,�o�,��,�(�gþ¦½#º��J�Vò�¾&ø��Q���(�hº��#�����l�\�(������a���J�,�������,�>���h�a�����Q���(�Q���a���Q�l�,�L�,�a�IH�º��"½��6���h�J�a����¾��N�,���a�>�Q�"½��,���(�
(Z,≤) ���(����Q�L½#�Q�a���Q�l�D�������r���J¡��������a�*�,�"½��,����� 6 �`¤&�(�>�Q�a�cH�º���½#�a�>���(�l½��(½������N�,��½#�.�a�����,���(���a�¼ ����§����J½��a�,�h���%���������aº����,��½#�9���,�Q�,���(�%¡G�(���(���l�����,���,�"½#�(�®�����aº����(���(�������,�(�Q���(���,����6�J�a�¹�Q�a�cH�º���½#�a��§����J½#�(�.½#�(½#�(���N�Q�"½��D�(�����Q���(���(�h¼mº��%�(���(�a���¦½��N�*�����#��¾L���(����º���Q�a�cH�º���½#�o�������,���(���*�,��½#�*�a�����Q���(����¾F�,�a����½#��º����Dº����{���,���(�,�J�a�n�����a�����Q�!½��(½�����»�º���Q�a�"½��,���a�N���`���,���(�,�J�a�@���r�a�����,� ���(���Q�\���³�

ý�ÂCB�Â�� |(�P²
����}��~�� �h
�Ìh� Ç����h
��^§���Z�N���±È*
��Ì���Ç����h
����Ç��b�±È
÷ º��&�a���������a�?»"º��c½��,���Q���(�4º��6�Q�a�cH�º���½#�h����½������,�(�»"º��>���,�(���©¨Z������c�������¹»"º��>ø��Z¼º����`���Q���J�®���®�������(�������(���Q�,¾��Q��½#�(¤��J�,�,�©²,�����a���®º����`���,���(�,�J�a�£���®�(�����Q� ���(���Q�\�(�����a¤�����Q���,�a�cH�º��"½#�¹����½��(���Z�(�Q�¬k4�a�?�AH��,�N�����Pº��9�Q�a�cH�º���½#�¹���c�(���J�a����½�º��#�(� � »"º��c���¹��º��Q���,��Qº������(�����`������º��¦½J¦����Z�(�N�Q�"½��Ï�P»"º��`�(�����a¤����h���(�#���,�(�����Q�aº����hº����l�J���,�Q���,����½�º��#�N�Q�a�º��������Q�����n���!�������(����½#º��#�(�m»"º��nø��(� ���n�,º����#�������¢���Q����ºg²Q�%���!�������a¤��(�����nº����(��������(����½#º��#�(�C�����W¡��\�(�Q�c�h�(�.����½#�Q���,���(��¦`�Q��½#�(¤����Q�,�Q�.º�� �a�����,�m½��(½����������#�`���Z�(�J�%¨Z����������(�D½��(���Z�(�Q¾��&�a�6��H��Q�N������¾Fº����%���(���Q�#�o���£�,º����#�(�����(�6�(���J�a���G½#º��#���6���(¤����Q�����%�,�»"ºg²r�a�����Q�{ø��(� ���r���,�(���©¨Z�(�����������,�(���(�.º��{�AH��,�N�����`��º�¼£���J�����J� �
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×nf,À âhg Ô ·!ì�Ç+Ø?ÇPÝWÝ�í�È�É Ñ Ê Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò ÍNÌ È®ÒÅÚ#È Î É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É Î Ù�É(ÒÛÈWàN÷(Ò Ü³Ð É Î UJ<¬Ù<É(ÒíÈ�làN÷(Ò Ü³Ð É Î U}U Ë I á ÎWÜ³Ð É Ù�É(Ú�É¬Ú#È�É(Ø Ü�� É(Ú%ÈWÊ v É ÿ ÍÏÎ,Ý í�È Ò Ü ÈWÊSÈ Þ Ñ È ÐWÑ Ú Î É(Ú`Ù&Ú Ü àlÈWÚ ÍÙ�É(ÒÛÈWàN÷(Ò Ü³Ð É Î U Ë Ø Ñ È ß�Í Ù<É(ÒÛÈWàN÷(Ò Ü³Ð É Î U}U Ý�4 É Ì É Î È ÌaÜ³Ð È ÎÏÍ�o Ú#È ÐWÑ É(Ê Ì�ÍmÐWÑ Ú Î É(ÚDØ¦ÉI á ÎWÜ³Ð É Ý I Í ÚjàNÉ(ØôàlÈWÊ�ÒíÈ®ÒÛÈWÊSÈWà ÍÏÎrÑ Ê Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Íu�äÑ"Î É(Ê Ì�Í Ø¦É Î®ÎWÜ¦ß Ø¦É ÎA�

C = {MI,MII, F}

Ð�Í Ê Ñ Ê&ÉlÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ�Ù�É(Ú ÐWÜ É(Ø
MI ≤MI,MI ≤MII,MII ≤MII, F ≤ F.

®É ÎVÌ(Ü�Î Ò Ü Ê�ÒäÉ Î àNÉ(ÊSÈWÚ�É Î>Ì È ÐWÑ Ú Î É(ÚPÈ Î ÒäÉ Î É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É ÎPÐ�Í ÚjÚ#È Î Ù Í Ê Ì ÈWÊ*É�Ø ÍÏÎVÌaÜ�Î Ò Ü Ê�Ò ÍÏÎá Ú Ì ÈWÊSÈ Î Ò Í Ò³É(Ø�È Î6Ì È Þ Ñ È Î ÈPÙ Ñ È Ì È Ì�Í ÒäÉ(Ú9É C Ú�È Î Ù�ÈWÒ³É(Ê Ì�Í ÈWØ Í Ú Ì ÈWÊ�Ù�É(Ú ÐWÜ É(Ø ÝN Î Ò ÍÏÎ�á Ú Ì ÈWÊSÈ Î Ò Í Ò³É(Ø�È Î®ÎÏÍ Ê��
MI ≤MII ≤ F MI ≤ F ≤MII F ≤MI ≤MII.

N Î Ò Í È Î��cÌ È§Ø¦É Î Ù ÍÏÎWÜ�o Ø�È Î�� ÙLÈWÚjà Ñ ÒäÉ ÐWÜ³Í ÊSÈ Î§Ì ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í*Ì È§Ø¦É Î ÒÅÚ#È Î É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É Î��ÈWØ�È ß(Ü à ÍÏÎ®Ñ Ê&É Ì ÈrØ¦É Î Ò�Ú#È Î ÈWÊ Þ Ñ È MI
Ù&Ú#È Ð È Ì È9É MII Ý

k4�a�`½#�(��½#�n�(¤&�a�����(���(�`�,��½#� �����(¤����Q�l�%�a�Q���,���(�³¾c»"º�� ��� ��º��Q���{�(���J���Z���`��������\�(���©§��,�(�,�J�a�@���r½#�(���,�(� �
X ÓE·Xj Ô�À â Õ Ç Á �(���Nº�� �Q�a�cH�º���½#�N���(���Q�\�(�J�N�,��½#�§�a�����,���(��� (A,R)

�Q���,�(�"½��#�(�.º�������,���(�Q���a�@���r�a�����,�m½#�(½#�(�
T
���D�N�����`»�º��

R ⊂ T
�

 V�a�N�l����ø���¡��J��½#�l�,�<�Q�4��H��Q�����J�l�\�N���Q�\�(�Q���a�
T
���£�Q�	¾������,���	Û?�£�������J�Z�(�Q���(��m���@�����(���+§��Z�(�Q���(�<���`½��(���Z�(�®�,�a��������½#�*�,�n�����������(�®º����FÑ��a���l�£���N���Z�(�J�%¨,�(��½������(��\�(�c½��(���Z�(�>½#�Q�����Q�������,�@�,º��,�"½#�`���(�>�����J�a���J���(���Q�>»�º��®���®�Q�a���O¨Q�Z����¾��Q��½#�`�Q�,¾�½#�(���,�(�»�º��D���,¤&�Q�o�����,�Q�,���,�h���,�,�Q�#�(���\�(�N�Q�"½#�D�`�(½#���(�,�

7cÀ â Õ ì�Ç�Ø?ÇPÝ�Þöà�É Ì É Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í p�Ê Ü Ò Í Ù�É(Ú ÐWÜ É(ØôàlÈWÊ�ÒÛÈ Í Ú Ì ÈWÊLÉ Ì�Í (A,R)
Ò Ü ÈWÊSÈ Ñ ÊÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í à Ü Ê Ü àNÉ(Ø Ý

ë ÈWà ÍÏÎ Ò�Ú�É ÐWÜ³á Ê Ý!÷ �Z�<º����Q���,�N�,��½#� x1 ∈ A
� ÷ � x1 �,�`���J���J�����c�,�C���Q���o»�º��,������,�N�a��½��#�(����¾L�,�o�,�(���l�Q�a�"½��#�(�����N�3¼b����½��

x2 ≤ x1
�,�a�

x2 6= x1
� ÷ � x2 �Q���N�������N�(�»�º��,�������Q���(��½#���(���6�,���J�,����¾����������:¼b�J��½#�

x3 ≤ x2
¼
x3 6= x2

�c V�a�N�6�,���Q�a�cH�º���½#��,�	§����J½��£���,�Q�,�#�������(���Q�"½��`�Q��½��`�������Q�,���m���,¤&��½#�Q���N���������(�&�a��½��(�����@º��<�Q���,�N�,��½#����J���J�������
����½��D���Q�����&�,�����¦½#�§�,�a����½#��º����Pº��{�����a�(���¦½#�*�����(���`�\���,�(����½���º��Q�,�J�a� ���,��a�����,�½#�(½#�(�
T ⊇ R

�



ò[T t îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îW�
kF�(��½����N�a�F���

A
¼��Q���Q�a���N�a�4º��*�,�J�,�N�,��½#�®�N�������N�(�

a1
¾�»"º��.�3¼��J��½��.�&�(���Q�����Q�l�b¾��º���»"º��<���¬�,�£���,�Q�,���(�����(���Q�"½��¾������Q� � �,�J�,�Q�,�J�a�q���%º����!½#�(���,�¬���(�#�!���,�(�J�%¨Z����������¬�����J���Q�#�¬�����Q�"½������\���£½������Z���m�V¦(�@�������a���J½#�(�����(�#�W� 6 ø��a�����Q�®�Q�a�cH�º���½#�

A −
{a1}

�Q�Pº��m�,�(�cH�º���½#�*���(���Q�\�(�J�N�,��½#���(�����Q���(���*�Q�a�m�Q���a�����,�@»�º��r�J����º��Q�
R
���a¤����

²Q�³�»Z¹�Q�&�Q½#�J���(�N�Q�¹�������Q�,���!���(�#�n�Q���Q�a���*º��	�Q���Q���Q�"½#�n���J���J�����
a2 � »"º��{�&�a���Q��J�,���¢�(�"½��,�����a�N���,�Q�,���(�����(���Q�"½��o�:¼b����½#�Ï�*¼	�(�}þh��º��Q�,���J¡��(�N�Q�"½#�%ø�����½��¬���a�(½������J�a��Q���Q���Q�"½#�(�.���

A
�����a�����Q� ½��(½����

T
�,�

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ ... ≤ an

×�f,À âhg Ô ·ãì�Ç�Ø?ÇPÝ�ÀMí�È�É¬ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í A = {1, 2, 3, 4, 5} Ë Ø¦ÉnÚ#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊÙ�É(Ú ÐWÜ É(Ø4ÈWÊ A �
R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4), (1, 5), (4, 5)}.
� Ø�È ß(Ü à ÍÏÎ%Ñ ÊìÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í à Ü Ê Ü àNÉ(Ø � Þ Ñ È¬ÈWÊvÈWØ>Ù&Ú Ü àlÈWÚ Ð É ÎÏÍ È Î ÊSÈ Ð È Î É(Ú Ü É(àlÈWÊ�ÒÛÈ
x1 = 1 ÝCë È Î Ù ÑX��Î ÈWÊ£ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í A−{1} ÒíÈWÊSÈWà ÍÏÎ Ø¦É§Ú#ÈWØ¦É ÐWÜ³á Ê Ì È Í Ú Ì ÈWÊ Ü Ê Ì(ÑLÐWÜÅÌ É

R1 = {(2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (2, 3), (4, 5)}.� Ø�È ß(Ü à ÍÏÎ*Ñ ÊqÈWØ�ÈWàlÈWÊ�Ò Í à Ü Ê Ü àNÉ(Ø>ÈWÊ�Ò�Ú#ÈNØ ÍÏÎlÌ�ÍÏÎ Ù ÍÏÎWÜ�o Ø�È Î£Ð É(Ê Ì(ÜÅÌ É(Ò ÍÏÎ Þ Ñ È ÎÏÍ ÊkÈWØ� á ÈWØ:i Ý z Í àlÈWà ÍÏÎ x2 = 2 Ý � Ê©ÈWØ Ð�Í Êsr Ñ Ê�Ò Í A − {1, 2} ÒíÈWÊSÈWà ÍÏÎlÑ Ê Í Ú Ì ÈWÊÜ Ê Ì(Ñ�ÐWÜÅÌ�Í �
R1 = {(3, 3), (4, 4), (5, 5), (4, 5)}.z Í àNÉ(à ÍÏÎ x3 = 3 � ÒäÉ(à o,Ü�� Ê�Ù Í,Ì áÅÉ(à ÍÏÎ ÈWØ�È ß(Ü Ú ÈWØRi �(Ý à Í Ê�Ò Ü Ê Ñ É(Ê Ì�Í ÈWØÙ&Ú ÍÏÐ È ÎÏÍ

x4 = 4 Ë x5 = 5 ÝMt.Í ÚrÒäÉ(Ê�Ò Í ÈWØ Í Ú Ì ÈWÊ%Ò Í ÒäÉ(ØFÈ Î �
1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 4 ≤ 5.

H ¤��-²Q��¡a�,���V»"º��c�&�����-þ\�����a�Sø��(¤&�,�?�Q���,�(�����P�����(½��#�P�l�����,���P���a�
xi
�����#�P�a¤�½#�Q���,�º��<�a�����,�o½#�(½#�(����J��½#�J�"½���¾L½�����¤��%²Q�o�,�(�����G½#��¤����r�,�a�%�,�4�a�����,�%���(���,���(��Q�a�<�Q�4»�º���Q�a�N�,�g¨,�(�N�a�,�

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ßgØÍí�È Ò Ü ÈWÊSÈ Þ Ñ È{à Í Ê�Ò³É(Ú Ñ Ê&É Ð É Ì ÈWÊ&É Ì È à Í Ê�ÒäÉ�rZÈ Ì È Ñ Ê&É{Ù Ü È � ÉÎ È ß x�Ê¢ÈWØ ÎWÜ¦ß(Ñ�Ü ÈWÊ�ÒíÈ�È Î Þ Ñ ÈWàNÉ Ì ÈrÒäÉ(Ú#È�É Î,Ýz É(Ú�È�É Î � � Ê Î É(à o Ø¦É(Ú � É(Ò Í ÚjÊ Ü Ø[Ø¦É(Ú � Ù Ü Ê�Ò³É(Ú � ÈWà�Ù�É Þ Ñ ÈWÒ³É(Ú � Ø Ü à�Ù Ü É(Ú � Ú#È ß(Ü�Î Ò�Ú�É(Ú Ýt Ú Ü³Í Ú ÜÅÌ É Ì È Î � � Ê Î É(à o Ø¦É(Ú£ÉaÊ�ÒíÈ ÎmÌ ÈmÉ(Ò Í ÚjÊ Ü Ø[Ø¦É(Ú � É(Ò Í ÚjÊ Ü Ø[Ø¦É(Ú@É(Ê�ÒÛÈ ÎmÌ È9Ù Ü Ê�Ò³É(Ú �Ù Ü Ê�Ò³É(Ú9É(Ê�ÒÛÈ Î6Ì È�ÈWà�Ù�É Þ Ñ ÈWÒäÉ(Ú � Ø Ü à�Ù Ü É(ÚDÉ(Ê�ÒÛÈ Î9Ì ÈPÙ Ü Ê�Ò³É(Ú ÝërÜ�Î È ÿ É(Ú Ñ ÊlÙ ÍÏÎWÜ�o Ø�ÈVÙ&Ø¦É(Ê Ü p Ð É ÐWÜ³á Ê Ì ÈrØ¦É Î ÒäÉ(Ú#È�É Î,Ý
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´l)-{ R��S;C2T=>U,=VUW365
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·ÕÝ�ßWß�Ç ����½�º����\���h����\���¹���J�aº��J�,�"½��,�¹���Q�\�(�Q���a���,�¹���a�o���Q�\�(�Q���a���,�¹���9�a�����,��N���r�Q»�º��J¡��(�J�,���,�\� ��[� ÷ �,�N�Q��,�(�cH�º��"½�� N7

¼@���`���,���(�,�J�a�
aRb

���
a+ b < 9

����\� ÷ �Z�*�,���,�a�cH�º��"½#� R ���D���(�P���,�Q½#�(�¹���,������(���`¼£�\�����,���(�Q���a�@���r�����#�(�J�,���¦���N��¾�,��½����Q�,¾
rRr′

���
r
¼
r′
���a� ���(�#�����,���(�,����J�\� ÷ �Z� �Q���Q�a�cH�º���½#� A = {a, b, c, d, 1, 2, 3} �l���4²,������§������N�a�rº���� ���Q�\���,���(��&�a�P�\���,º��(��������a�

m,n ∈ A mRn
����*¤��J�,�

m
¼
n
���a�{���`¤&�(�P��¾����Q���a�P�N¤����Q�

m
¼
n
���a�{�(��¤&�a�P�J�Q½#���(�,��J¡�� ÷ �Z�@�Q�T�,�(�cH�º��"½�� B = {1, 2, 3, 4, 7, 8, 90} ����� ²Q�T����§������N�a�§���l�����(º����Q�"½#����,���(�Q���a�
S
¾
aSb

���
3a > b

�
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·ÕÝ�ßWì�Ç�� �Q�����Q���Q�"½������N�Q���\�(��½#�r�����a���pÑ��a�C¼m��º��h����½������Q�,�.���(�.���Q�\�(�Q���(���,����,��AH��,���Q���Q���N�(��½#�Q�����(�P����§����J���(�.���(¤����r�,�a�IH�º��"½��a�Ð§����J½��a�,�
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·°Ý�ß���Ç ���o���(�.���,���(�,�J�a���,�P���,�?��H��Q���Q���Q���uTEñ/ñ`����§����������¹���a¤����9�Q�a�cH�º��"½#�(�
§����J½��a�`»"º�� ���n���Z���k���W¯��:¼b�J¡G�(� � ���,���&�Q�Q½��J¡������Q�"½#�m���J�V²W½#���J�Z�(�Q¾����Q���&�,�W½#�¦¡��(�N�,��½#�½#�#�������¦½#�J¡G�(���T�,�(���Qº��\������ºl�Q�\�(º���º����9���Q¯��3¼b�J¡�� � ���,���&�,�W½#�J¡G�(�N�,�"½��������\²Q½����J�Z��¾����,���&�Q�:º½#�J¡G�(�N�,�"½��§½#���(�����J½#�¦¡����j�
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·�Ý�ßL��Ç {�a�l�����\�V�,�\��º���º����P���Q¯��3¼��¦¡��P¼h½#�#�������¦½#�J¡G�C�������C���Q�\���,���(�®����§����J����,� �,��Q�a�cH�º���½#�

{1, 2, 3, 4, 5, 6}�,�a�N� �
R = {(1, 2), (1, 4), (3, 6), (5, 4)}.���,���©§��,�(�N»"º��{�Q��º����n���Q�\���,���(����� �a�����,��� � �Q�����Q���,��½��(����º	���\���a�#�(���%���{���(�Îº���(�n C�(�J�,º����(�9�,�J�,�N�,��½#�a�6���>¼b�������J�,�Q¾T�N�J���J�����J�,�r¼!�V¦>¼b���N�a�r¼!�\þ������*�a�D���V�J�a�ø�º�¤��J�,�����

×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ßsä�Ç Á �,���,���J¤��J�.�,���,�a�cH�º��"½#�N�Q���,�J�,��½#�r���qTEñOñb�T���\�W�
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã · Ý�ì��Ç ÷ �Z�¢�,�.�,�a�cH�º��"½#� A = {α, β, γ, ω} �E{�a�l�����(�N���n�����aº����,��½#����,���(�Q���a�@�,�H²,� �

R = {(α, α), (α, β), (α, γ), (γ, ω)}. V�a����½���º��J��\�.�,���(º���º��#�¹���W¯��3¼��¦¡��¹¼r½��#�(�����J½��J¡��P���
R
¼®¡a�,���©§��,�(�4»"º��>�,�4º����¹���Q�\�(�Q���a������a�����,��� � �Q�����Q���,��½��(�?��ºD�����(�a���(���V���c�h�(������¼§�,�a����½#��º����º����.���Q�\���,���(�®�����a�����,�½#�(½#�(��»"º��D�Q�a�"½��,���a���

R
�
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×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYÞ�Ç�[�> V�a�N�

R
�,�Cº��������,���(�,�J�a�l�����,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�9�,�"½��a���Q�,�P�,�C���Q¯��3¼b�J¡��b¾����§�������»"º��r���(�#�`�Z�����
a ∈ A

���®½#���Q���®»�º��
aRa

¼@���r�,��½#�D�N�����
a ∈ a

����\� ÷ �Z� c ∈ a
�Q�"½#�(���,�Q�

cRa
¼
aRb

����a���\�������a���J�,�����o½#�#�������¦½#�J¡G�
cRb

¼o�(�-þ
c ∈ b

� Á �D�J�aº��(�S���(���Q�#�`���D����º��,¤��*�,���½#���*�Q�a�"½��,���J��������J�\� ÷ º��&�a���������a�P»"º�� a ∩ b 6= ∅ �,��½#�a���Q�,�h�3¼b����½�� c ∈ A
���D�N�����*»"º��

aRc
¼

bRc
���r»"º��h�a�(�#�(��½#�©¨Z�®�&�(�c���®�����a�����Q���(�N���J�V²W½#���J�Z��¼`�&�a���\�®�����(�����Q���(�*½#���(�����J½#�¦¡��»"º��
aRb

¼£���(�.�J�[�c»�º��
a = b

�J�*»"º��D���*º����*�Q�a�"½��#�(�����,�Q���(����J¡�� ÷ �,� c ∈ A
�Q�"½��a���,�Q�

c ∈ c
�&�a�.�J�*»"º��r���r½����Q���r���`�J�aº��(�J���(�£���,»"º��Q���J�����

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYÀ�Ç�[�9���`º����%���,���(�,�J�a�!���@�Q»"º��J¡G�(���Q���,�����n���¥��Ñ��,�W½#��¾��Q�`���W¯��:¼b�¦¡��<�&�a��»�º��£½#��������(�\�(¤��#�
p
�,�N������¨Z�N�&�a�¹���N�N�J�����*�J�Q½��#�*»�º��6���N�����a�����*���(�\��¤��#�

p
�P���������\²Q½������,��&�(��»"º��V���

pRq
�,��½#�a���,�,�F�\�.�������N�,�#�.�J�Q½��#�.���>�\�.���(�\��¤��#�

p
�,�F�J�aº��(��»"º��>�\�.�����J���Q�#��J�Q½��#�r���h���r�����\�(¤��#�

q
¾"�&�a��½��(��½#�

qRp
¾"��º��Q�>��º��>�������N�,���(���J�Q½��#�(�����a�����aº������Q�,� Á ��J�aº��(�4�N�����£���T�\�l�������N�,�#�l�J�Q½��#�£���`�\�l���(�\��¤��#�

p
�Q�r�J�aº��(�4»"º��`�\�l�����J���Q�#�l���W½#������@�\�o���(���(¤����

q
¼¬���o�����J���Q�#�o�J�Q½��#�o���@���%���(�\��¤��#�

q
�Q�*�J�aº����>»"º��m���o�����J���Q�#��J�Q½��#�l�����\�����(���(¤����

r
¾��Q�"½��a���Q�,�®�\�������J�N�,�#�N���Q½��#�������\�������\�(¤��#�

p
�,�§���aº����»"º�����N�����J���Q�#�*���W½#�#�N���6�\�N���(�\��¤��#�

r
¾��&�a�h�J��»"º��6���9½#�J�,���9���N�����a�����Q���(�{½��#�(�����J½��J¡G����¹���,�¹º����N���,���(�,�J�a�m���D�a�����Q�{�&�a��»"º��9ø��Ï¼m���(�\�(¤��#�(�P������½#����½��(�P�,�(���

alto
¼
alba»"º��®¡a�,���+§��Z���

altoRalba
¼
albaRalto

¾��Jº��,�(�*���N�Q�h�(��½#�J�����\²W½#���¦�Z������h�Q�a�cH�º���½#�!�,���,�J�,��½#�o�Q�l�,�¹�,�(�cH�º��"½��¬���o���W½#�#������º��,�£���o��º��Q���%�J���,��½#�+§��Z�(��,�(���*�Q�\�(���r���r�,»"º��J¡G�(���Q���,���`�,�a� �\�������J�,���(�����r�,º�����»"º��J�,�#�`���D���(�P���(���(¤��#���P»"º��D�\�
Ñ��(�����(���

���\�c���C���Q¯��:¼b�J¡�����º��Q� {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)} ⊂ R
���h���,�C�����\²Q½����J�Z�9��º��,�

(a, b) ∈ R
�&�,���

(b, a) /∈ R
�®���r���"½#�J���J�V²W½#���J�Z�N��º��Q�®��º����Z�£���6½#�J�,���Q�

m 6= l
½��(�»"º��

(m, l) ∈ R
¼
(l,m) ∈ R

�{���9½#���(�����¦½#�¦¡�� ��º��,�6�,�#¾����J�,�o�,�(���o���Q���Q¡G�(�"½��l�Q�
(a, b), (b, c) ∈ R

¼¬�:Ñ��,�Q½��J¡G�(���Q�"½��
(a, c) ∈ R

���4�a��½��(��½#���Q�*º����<���,���(�Q���a�¬����(�����Q� � �������Q�\�(�\�r�&�,�������<���@�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\��� ÷ º������(�a���(���{���@���(�����@�,��½J¦<�Q���\�ð4���aº����`'�� '��
���J�\�® V�a�N� ½#�����{��¾��N�,���o�Q�"½��,���o���o�"º����

n
½#���Q�����Q�c�N�����N�m�����(���{»"º��

n
���½����Q�������D�����a�����Q���(�l���W¯��:¼b�J¡G��� ÷ � a, b �Q�"½#�Q���a�V���6��º��J�a�c¡a�,���©§��,�(�£»"º�� signo(a) =

signo(b)
�Q�"½#�(���,�Q�

signo(b) = signo(a)
�,�a�����%»�º��m�\�%���,���(�,�J�a�¥�Q�*���J�V²W½#�����,���{4�(��¤��©²,� �Q�¹½#���(�����¦½#�¦¡��`��º��,�h���D½#�J�,���r»"º��9���
signo(a) = signo(b)

¼
signo(b) =

signo(c)
�,��½#�a���Q�,�

signo(a) = signo(c)
�0�4�(��½��(��½#�£�,�§º����£���Q�\�(�Q���(�%�����Q»�º����Eº
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ð4���aº����`'�� ' � �NH��,���Q���Q����T�ô�ò�� ���\�W� Á ���(�a���(�l�6���D�h�(�����

¡��(�J�,���Q�\��¼@���N�Q�¹���D�(�����Q�{�&�a��»�º��D���N�,�h���"½#�J���J�\²Q½#���J�Z� � ø��Z¼@��¾��N�,���a�.������½#�J�"½#�(��,�a� �,�����J���N�`�����a���"�W������,�(�cH�º��"½����,���Q���,��½#�h½#�J�,���h���a�V�Q���,�N�Q�"½#�(�,¾b���J���(�N�a�
signo+

¼
signo− ¾�»"º�����a��¾.���,�����Q�Q½��J¡������Q�"½��(¾¹�\�n�,���(���o���o�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�¢���o���a���&�a���J½#�¦¡a�a�N¼k�\�n���%�J�a����,���G½#�¦¡a�a�,��J¡��S���?���Q¯��3¼��¦¡��P��º��,�?�����#�C�Z�(���P��¾��N�,���P���,�(�

a
����½����Q����»"º��

a−a = 0 ∈ Z
�F��������\²Q½����J�Z�P¼��h»"º��>���

a−b ∈ Z
�,��½#�a���,�Q�

b−a ∈ Z
�F���4½#���(�����J½#�¦¡��.��º��,�F���

a−b ∈ Z¼
b− c ∈ Z

�Q�"½��a���Q�,�P���9��º��l�9�,�Cº��£��¾����Q�����Q�"½��,��� �
a− b+ b− c = a− c ∈ Z

��4�a�P½#�(�"½��N�Q�¹º����*���,���(�Q���a�@���r�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�`»"º��D���N�,�.���r�a�����Q���
÷ �®½#�J�,���®»"º�� a = {a+ k : k ∈ Z} �
÷ �l��º��,���£½#�(�l���9�Q�¥�Z�(���%�Q�\�(���l���£�Q»�º��J¡������,���,�\�{º��¬���Q�����Q���,��½��(��½#�@�,��½#���Fù¼ º���� � �&���gþ��(���(�.���Q�,���Q¾&��ºo���(��½#�9���,�Q�����(�[�V�&�a�¹���N»"º��6�Q��,�(�cH�º��"½��l�,���Q���Q�"½#�9�����º��,���D�����Q�"½#�+§��,�(�P�Q�a� �,��J�"½#�Q��¡������

[0, 1)
�

×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ØsØ?Ç�[�
N5 = {1, 2, 3, 4, 5}

�#Û?�`���,���(�Q���a�@�,�.�,������aº����,��½#�®�Q�a�cH�º���½#� �
R = {(2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}.

Û?�o½#�(¤����%�������,���(���o�Q�a��������½��£�,�����,�����,���,��½��(�`���(�6��º���½#�a�����
R
�,�¥º��¥���\������,���a�����,���������
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��������a���pÑ��*�(�����,���(���*�Q� �

(N5, {(2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}).���\�V��� �,��½��D�,�(�cH�º��"½��N�\�����,���(�Q���a�@�,� �
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (1, 7), (1, 8), (1, 9), (1, 10),

(2, 2), (2, 4), (2, 6), (2, 8), (2, 10), (3, 3), (3, 6), (3, 9), (4, 4), (4, 8), (5, 5), (5, 10)

(6, 6), (7, 7), (8, 8), (9, 9), (10, 10)}Û?�o½���¤��\�o�(�����,���(���o�Q�a�����J��½��@�Q�����,�����,���Q�"½#�(�`���a�9��º��"½��a�����
R
�Q�¥º��¥���\�(����Q���a�����,���(�������������a���pÑ��*�(�����,���(���*�Q� �

(N10, R).���J�\�uÛ?�*���Q�\�(�Q���(�m�Q� �
R = {(∅, ∅), (∅,N1), (∅,N2), (∅,N3), (∅,N4), (∅,N5), (N1,N1),

(N1,N2), (N1,N3), (N1,N4), (N1,N5),

(N2,N2), (N2,N3), (N2,N4), (N2,N5), (N3,N3), (N3,N4),

(N3,N5), (N4,N4), (N4,N5), (N5,N5)}Û?�o½���¤��\�o�(�����,���(���o�Q�a�����J��½��@�Q�����,�����,���Q�"½#�(�`���a�9��º��"½��a�����
R
�Q�¥º��¥���\�(����Q���a�����,���(����¾�½#�(�l�������®�,�(���®�,���(�����Q���(���(���J�a�T��º�¤gþJ�����J�,�,� � �,�nù®�����#�®�,���,�(�cH�º���½#�¡G�(��þJ�"�W����������a���pÑ��*�(�����,�\�����*�,� �

(A,R).

�J¡���Û�r½#�(¤����D�(�����Q�\�����D�Q�a��������½��h�,�����,�����,���,��½��(�>���a����º���½#�a�c���
R
�,�lº������\�(����Q���a�����,���(����¾½��a�l�������@�&�a�§��H��,�N���J�

a = 1
¾
b = 2

¾
d = 3

¼
c = 4

�����T���J�a�#�>Ñ���������,���(���*�Q� �
(B,R).×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYß�Ç�[�W{4�(�l�(�N�a�

N5

�(�����Q���(���N���D���rÑ��a���l��º���º��(���












0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
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����î��V��5M� ò�Ó/ò
���\��{�a�����N�(�

N10

�a�����,�������N���r�\�½Ñ��a������º���º��(�³�
































1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

































���J�\�
{�a���(���(�
A
�a�����,���(���N���r�\�½Ñ��a�������,� »�º��D�,��½J¦*�,���Q���¦½#���

















1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

















�J¡���{�a���(�N�a�
B
�a�����,���(���N���aÑ��a�����`�(�©ÑÅ��¤s²Q½#�J�Z�b�









0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1









×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·eÝ�ØYì�Ç �4�����,�N�a�mø��(�Q�,�����k�(ºb½#�a�V¦�½#�J�,�(�N�Q�"½#�%���Q���\���"½#�<º��ò�������Q�,��º���N�J�,��½#�{���7û{�(����� � ¡(�,�6�\�?���-¦(�Q½����,��ñ(�D»"º��l���(���{º����o����½#���%¨ M �Z�����,º��\�
M2 � V�a�

M2 �Q�a����½���º�¼a�hº����D����½#���©¨ M2∗ »"º��.½#���Q���¹º��?Th�Q�l�\�®�,��½#�#�����D���¹��º�¤gþJ�����J�,�
ij
���4�\�N�,�a�����Q���&�a�������,��½#���Q�"½��#�(�����,�

M2 �Q�§���l��º����N¼{º���ùl�Q�<�,�(���£�Q�a�"½��#�(�������� ½��a�l�®���®���©Ñ��Q���Q���,���
M2∗−M

���(���r�,�a�N�����a¤��(������½#���Q���.�,��½#�#�����(�c�&�a���J½��J¡��(� � �Q����,�Q���P���ø��Z¼m�(�J�aº������,��½#�#�����*���N�"º��\�`�"º��W¡����W�
���¢�Qº��(�J»�º����,�®�,�(��� �[�h��� �,�r½��#�(�����J½��J¡G�@�&�a��»"º��

2R5
¼
5R2

�&�,���
2 + 2 = 4���{�,�9º��¢�r¾��J½��J���J�@����øb��Û?� ���Q�\���,���(�n�J�[���Q�D½#�#�������¦½#�J¡G�m�&�(��»"º������

a
���¦¡������N�

b�,�"½��a���Q�,�
b = aK

�,�(�
K
º��o��¾����Q�����,��½#�,����� Á �,��N�����N�*�������N��� b ���¦¡������9� c�,�"½��a���Q�,�

c = bK ′ �Q�a� K ′ º��%��¾����Q���l�,��½#�Q�������4�a�¹½��(��½#� c = aKK ′ ¾&���6�N�����
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a
���¦¡������£�

c
�ãÛ?�%���Q�\�(�Q���a�¬�J���\�r�Q�`½��#�(�����J½��J¡��o��º��,�*�J�<�Q�*���%�J���,�Jº����J�a���ÜÛ����,���(�,�J�a�@�J¡��V�,�P½#�#�������¦½#�¦¡����

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·�Ý�Ø��SÇ Û?� ���Q�\�(�Q���(�n�[�����{�,�9���Q¯��3¼b�J¡���¾4���(��� �Q�a�"¡a�Q��½#�J�����m�,�!���Q¯��3¼b�J¡��ø��Ï¼@»"º��Dº������.�
R
�,��Q�a�cH�º���½#�

{(2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5)}.
Û?�(�.���Q�\�(�Q���a���,�P�J�[��¼@���J�\�c���a� ���W¯��3¼��¦¡��(�Q�
Û?�*���Q�\���,���(�m�¦¡��V���N�Q�¹���W¯��:¼b�¦¡���¾�ø��Ï¼£»"º��9���������������§�Q��,�J�,�N�,��½#�

(a, a)

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�Ø���Ç Û?�`���Q�\�(�Q���a�@�[�>�,�.���J�V²W½#�����Z�b�
Û?�*���Q�\���,���(�m�J�[�c���N�Q�¹�����\²Q½#�����,��¾�ø��Ï¼@»"º��rº����������§�,��Q�a�cH�º���½#� �

{(2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (7, 1), (8, 1), (9, 1), (10, 1),

(4, 2), (6, 2), (8, 2), (10, 2), (6, 3), (9, 3), (8, 4), (10, 5)}.Û?�*���Q�\���,���(�m�J�����>���N�,�.�����\²W½#���J�Z��¾b��º �,���(º���º��#�*�����\²Q½������,���Q�
A× A

�
Û?�����Q�\�(�Q���(�{�¦¡��.���l�,�h�����\²Q½����J�Z��¾�ø��Z¼ »"º��6º����J���J�D�J�a�¹�Q���,�N�,��½#�(�

(c, a)
¾
(d, c)¼

(a, d)
�

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ØYä�Ç �F���#�*�,�(�J�,º����(�C�\���,���(º���º��#�`½��#�(�����J½��J¡G�����D���c¾������,�*���,���(�,�J�a�@»�º�����N�,�P½#�#�������¦½#�J¡G��¾`T�ô/ô�� �\�W¾�ø��Ï¼@»"º��rº������C���a�P�Q���Q���Q�"½#�(�
(2, 2), (5, 5), (3, 3), (4, 4).

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ß��Ç�[�C V�a�����J���Q�#�(�N�a�Pº����*����½#���%¨��,�a�N�*º����*�J����½����Q�a� ���a�.��º�¤=þ������J�,�Q� �
÷ ����`�Q�"½#���(���*�Q� � a11, a12, ..., a1n, ..., bn1, ..., bnn.Û?�P�,�a�����Q���&�a�������,��½#���#�����J���V�������:§������,�a�N�Pº����P����½#���%¨F�����,��½#�#�����(�

cij

���a����� �
cij = ai1b1j + ...+ ainbnj.

Á �D�Q��½#�r�������`�,�?�(�J�a�a���¦½#�*�����,¤&�D���,� ����"½#���(��� �
a11, a12, ..., a1n, ..., bn1, ..., bnn.ð��a�

i = 1
½��

nð��a�
j = 1

½#�
n

cij := 0



±'&¦±�&°îÐ�>î�8®îRQWîRQ�5M�?8�î
����î��V��5M� ò�ÓOñ
ð��a�

l = 1
½#�

n

cij := cij + ailblj
÷ �(�J����� � c11, ..., cnn

�
���\�
���"½��#�(��� �

m11,m12, ...,m1n, ...,mn1, ...,mnn.ð��a�
i = 1

½#�
nð��a�

j = 1
½��

n�©Ñ
mij 6= 0

½#ø��Q�
nij := 1

�Q�����
nij := 0

�
÷ �(�J����� � n11, ..., nnn.

×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·ÉÝ�ß³ÝLÇ Û?�F¾������,�@���,���(�Q���a�<���@½#�#�������¦½#�J¡G�£�,�r�\�£����T�ôOô�� �\�W�rÛ���r�l�G½#���©¨
W0

�,�.�:¼��(�W½��(�N�,��½#�D���`����½����%¨����,��a���pÑ��*�������J�a�J����¾b�,��½#�N�,�,¾

W0 =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0













Û�6����½#���©¨
W1

½����Q���§º��@º����`���a�����
W0

½#�,������º��@º�����¼£�����,�V¦(�C���§¡a�Q���©§��Z��»"º��
w1ij = 1

���
w0i1 = 1 = w01j

�{ V�(���{�Q�¬�"º��,��½#���o�Z�(���%��� �������N�,���7§��\� ���
W0

�Q�½#�����`��º����`�,��½#�(���,�Q�
W1 = W0.

Û�6����½#���©¨
W2

½����Q���§º��@º����`���a�����
W1

½#�,������º��@º�����¼£�����,�V¦(�C���§¡a�Q���©§��Z��»"º��
w2ij = 1

���
w1i2 = 1 = w12j

�®����½��l�,�a�������,�J�a�o���6¡a�Q���+§��Z�l���a�J�l�,�
w152 = 1 = w125

¾�&�a�P½#�(�"½��*���r½����,���
w255 = 1

�

W2 =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 1 1













Û�6����½#���©¨
W3

½����Q���§º��@º����`���a�����
W2

½#�,������º��@º�����¼£�����,�V¦(�C���§¡a�Q���©§��Z��»"º��
w3ij = 1

���
w2i3 = 1 = w23j

�®����½��l�,�a�������,�J�a�o���6¡a�Q���+§��Z�l���a�J�l�,�
w243 = 1 = w234

¾
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�&�(�P½����"½#�*���r½#�J�,���

w344 = 1
�

W3 =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1













Û?�6�l��½����©¨
W4

½#�J�,����º��@º����`���a�����
W3

½��,���a��º��@º�����¼£�(���Q��¦��C���§¡a�,���©§��,��»�º��
w4ij = 1

���
w3i4 = 1 = w34j

�§����½��£�Q�a�����J�,�J�a�o���6¡a�Q���©§��Z�l���a�J�£�Q�
w334 = 1 = w343

¾�&�(�P½����"½#�*���r½#�J�,���
w433 = 1

�

W4 =













0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1













Û?�6�l��½����©¨
W5

½#�J�,����º��@º����`���a�����
W4

½��,���a��º��@º�����¼£�(���Q��¦��C���§¡a�,���©§��,��»�º��
w5ij = 1

���
w4i5 = 1 = w45j

�§����½��£�Q�a�����J�,�J�a�o���6¡a�Q���©§��Z�l���a�J�£�Q�
w425 = 1 = w452

¾�&�(�P½����"½#�*���r½#�J�,���
w522 = 1

�

W5 =













0 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1













÷ �`�(¤����Q��¡��£�,�a�N�£����ø��(�<�J�"½�������º��Q������ô£º����(�®�Q�����l���\�(�(�a���(��Q�a�����,���&�a�����J�,�"½��,�� ���(�D�,�J�,�N�,��½#�a�
(2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5)

»"º������a�!�J�a�D�,�J�,�N�,��½#�a�D»"º��lø��Ï¼�»�º��º������.�
R
���(�#��½#�Q���Q�¹�\�6½#���(�����J½#�¦¡����������

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã · Ý�ßWÞ�Ç �F�(���¬�,�a����½#��º����£���!�,���(º���º��#�¬���W¯��:¼b�¦¡��¥ø��Q���a�£���<�����(���J�l�J�a��Q���Q���Q�"½#�(�
(b, b), (c, c), (d, d)(e, e).

Á �D�,��½#�D�N����� �
Cr = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, c), (c, e), (c, d), (b, d)}.�F���#� �Q�a�N��º�½����D���m�Q�\�(º���º��#�@½#�#�������¦½#�¦¡��m�(¤����Q��¡������a�D»"º��

(a, c), (c, e) ∈ Cr

�&�a�½#�(�"½��.���Q¤&�,�N�a�?º������
(a, e)

� Á �����aº��(�(�N����� (a, c), (c, d) ∈ Cr

�&�(��½��(��½#�.���,¤&�,�N�a�



±'&¦±�&°îÐ�>î�8®îRQWîRQ�5M�?8�î
����î��V��5M� ò�ÓOø
º������

(a, d)
�c���.º����*�Q�a�N�����a¤��(�,�J�a�@���Q���(��½#���(�P�������J�aº��J�,�"½��®�J�aº��(�J���(�S¾b�����Q�����

Ct�\���,�\��º���º����`½��#�(�����J½��J¡������
Cr

�
Ct = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e), (a, c), (c, e), (a, e), (c, d), (a, d), (b, d)}.
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·lÝ�ßsÀ�Ç �F�(�#�o�Z�(�J�,º����(�9�\�o�Q�\�(º���º��#�o���Q¯��:¼b�J¡G�<ø��Ï¼!»"º��@º������9½#�����(�`�J�a����J�,��¤����a�����h�\�r���\�(�(�a���(���T V�(���

(f, a), (a, c) ∈ R
�Q�"½��a���,�Q�

(f, c) ∈ Ct

� 6 ø��a���
(f, c), (c, e) ∈ Ct

���N���J�¦�Z�
(f, e) ∈ Ct

�c V�a�N�
(a, c), (c, e) ∈ R

�Q�"½#�(���,�Q�
(a, e) ∈

Ct

�ò V�(���
(a, c), (c, d) ∈ R

�Q�"½#�(���,�Q�
(a, d) ∈ Ct

�ò V�a�N�
(f, c), (c, d) ∈ R�,�"½��a���Q�,�

(f, d) ∈ Ct
�Cð4���������*�,��½#�

(f, b), (b, d) ∈ R
�,��½#�a���,�,�

(f, d) ∈ Ct
� Á ��,��½��D�N����� �

Ct = {(a, a), (a, c), (a, d), (a, e), (b, b), (b, d), (c, c), (c, d), (c, e),

(d, d), (e, e), (f, a), (f, b), (f, c), (f, d), (f, e), (f, f)}.��� ��Ñ��Q�Q½���¾��\���l��½����©¨§»"º��D�J�*���Q�����Q���Q�"½#���Q� �

A =

















1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

















.

�²���9½����Q���D»"º��
A2

����½����Q���D�,��½#�#�����(�h������º��\�(�¹�"º��Q¡G�(�,¾���º��,�a�N�,�h�,�o�:Ñ��,�Q½��lº�������,���(�Q���a�£½#���(�����J½#�¦¡����

A2 =

















1 0 2 3 3 0
0 1 0 2 0 0
0 0 1 2 2 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
2 2 3 5 4 1

















.

�§���Q�����r��º����\�(�(�#�(�������¹�h�(����� � ¡a�,�#ðF�J�aº����®'��óøa�F���.½����Q���P»�º��¹ø��Z¼����a���Q���Q���Q�"½#�(��l�>¼b�J�l���J�Q�N»"º��o���a�
d
¼
e
¼����(�N½��(��½#�¢���!ø��Z¼k�V¦>¼b�J�����©���Z¼�º��q�Q���Q���Q�"½�����J���J�����

f
»�º��9�,�������,�V¦(�¹�Q�?�VþJ���J�N���>����Q���Q���Q�"½��

d
�Q�h�,��½��N��º��&�,�����a�.���

B
¼�,�¹�(���Q��¦��P�\�r¾����J�Z��¾��&�a�C½����"½#�`�,�.�,����º������,�N���±Û�c¾������,�`�,�(½#�`���=Ñ��Q���J�a�V�,�

f
»"º���&�a�P½#�(�"½��*�,�¹�Q�³þ��=§����`���

B
�



òOÓ�� îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îW�

ð4���aº��#�`'��óø � �NH��,���,���Q����T'ñ/ò�� Á �\�(�a���(�������9�h�(�����

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·4Ý�ßgØÇ�� �Q�����Q���,��½��(�N�a�c�Z�(���9º����D���¹�\�(��½#�(���,�(�c�&�a����ºl�J�����Q�\��� � �,���#�(�cº¤��\�(�C�,�a� ���
E
¼@�,�N���(»"º��W½��(�.�Q�a� �\�

e
� �

Tareas = {E, a, p, e, l, r}
Û?�(�P�����J�a���J���(���Q�P���a� �

E ≤ a, a ≤ p, p ≤ e, l ≤ p.�vø��(�,�J�,�����N��º �,���(º���º��#�*���Q¯��3¼b�J¡��`¼£½#���(�����J½#�¦¡������(� º��{�(�����Q�{���(���Q�\�(� �
{(E, a), (a, p), (E, p), (p, e), (E, e), (a, e), (l, p), (l, e)

(E,E), (a, a), (p, p), (e, e), (l, l), (r, r)}.���S�a�����Q�@½#��½��(��»"º��®�,�a�N�����W½��6�Q��½��r�a�����,�@���(���Q�\�(� � ¡a�,�P���\�(�a���(���9���®���(�����r�Q�m�\�ð4���aº����`'b�����>���®¡G�*�,�(����½���º�¼a�Q���������r���������(º����Q�"½��®���(���Q�#��� ÷ �r�Q���J�a�§º��m�,�J�,�N�,��½#��N�������N�(�Å¾��&�a�h��H��Q���������Q�
E
��{�a���(���(�¹�,��,�(�cH�º���½#�

Tareas − {E} ¼ �,��a�����,�»"º��r���D�J����º��Q� �
{(a, p), (p, e), (a, e), (l, p), (l, e)
(a, a), (p, p), (e, e), (l, l), (r, r)}.6 ø��a���N�Q���,�(���N�a�Cº��{�,�J�,�N�,��½#�N�N�����J�N�(�

a
¼m�Q�?�Q�a�cH�º���½#�����,��º��J½����"½#�r���D»"º��J½#�(�.�Q��Q���Q���Q�"½#�

a
¾��Q�a�9�,���a�����Q�9������º��,������� 6 �-þ"��º��Q�,���J¡������Q�"½#�>�(¤�½#�Q���,�N�a�Q¾����(��AH��,�N�����



±'&¦±�&°îÐ�>î�8®îRQWîRQ�5M�?8�î
����î��V��5M� ò�Ó ï

ðF���(º��#�`'b��� � �NH��,���,�J�,�J��TEñpô�� Á �\���a�#�(���6���D���(�����

� �\���Q���Q�,�,�J�a�m���,��Q���Q���Q�"½#�`���J���J���������N�Q��¾������,�N���-þ»"º��rø��Ï¼l¡��(���\�(�P���(���Q�#�(�P���ø��(�,�Q���J�"� �
E ≤ a ≤ l ≤ p ≤ e ≤ r.

×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·yÝ�ßsß�Ç�[�³Û?�¹���Q�\���,���(�D���:§��������h�Q���\�����h�,�4���W¯��:¼b�¦¡��h��º��Q��½#��»"º��(¾(�&�a���H��Q��������¾
7+7 =

14
����¡a�,���©§��,�����,�h���Q���a�¹»"º�� ï ���4�(�¹½��(��½#�����l��º��,���6���Q�����Q�\�(�Q���(�{���9�a�����,�o��������,»"º��J¡G�(���Q���,����� ���Q���+§��Z� �\� �����a���J�,�����!�����\²Q½#�����,�@¼��{»"º��

a + b = b + a
� �h��,�§½#���(�����J½#�¦¡���¼a�@»"º��(¾�&�a�§�AH��,�N������¾

7R1
¼
1R7

¼%�����<�Q�`¤��(���a�
7 + 7 > 9

� Á �ø��,��ø������`���,�\���,�J�a�@�,� �
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (1, 7), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4),

(2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4),

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (6, 1), (6, 2), (7, 1)}���\��Û?�¥���,���(�Q���a�©�������(���(���Q���J���N�¥�Q� ���W¯��:¼b�¦¡�� � ½#�����¥���Q�Q½����,�m���(���(���Q�\�¬���-þ���J����������J�V²W½#���J�Z� � ��� r �Q�c���(���(���Q�\�§� r′ �,��½#�a���,�,� r′ �,�����(�#�����,���®� r �F¼�½��#�(�����J½��J¡��� ��� r �Q�>���(�#�����,���r� r′ ¼ r′ �J�D�,�V� r′′ �Q�"½��a���Q�,� r �Q�>���(�#�����,���r� r′′ �W� Á �h�Q��½#�h�N������,�¹º����*���Q�\�(�Q���a�@���r�Q»�º��J¡������,���,�\�b�



ò/òOù îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îW�
�4�����,�N�a�T½#�a���(�F�,�a�N�®���,�����,���,��½��(��½#�¹�,�N�,�(���®�,�\�����P���.�Q»�º��J¡������,���,�\�§�\�§���,�W½��»"º��*���(���m�&�a�®�,�T�a���J�a�,��¾S¼<�Q�"½#�(���,�Q�D�,���Q�a�cH�º���½#� �Q���,�J�,��½#�*���*��º��,���N�J���,��½#�+§��Z�(��Q�a�¨���!���Q���J�,�J���,º��=Ñ��,���,���Q�\�!º��������(��¾.¡��J�,�����¥�Z�����¥���,�W½��¥�Q�a�N�¥�Q�	¾������Q�¥��º���½#����N�Q�a��½��*�,�a�n���J��ø��m���,�N���Q�����Qº��=Ñ��Q���Q���,�����*����½��{�Q�D�Q����º��Q�a�cH�º���½#� ���,�������(���m���Z�(�����§����J���N�Q�a��� {(x, y) : x2 + y2 = 1, x ≥ 0} − {(−1, 0)} ����J�\�^Û?�o���,���(�,�J�a�!�Q�����W¯��:¼b�J¡G�o¼��%»"º��£���{�,º��(���J���(�!���£���Q����¾����Q���%�%�J�Q½��#�{�\��Q�a�N���(��½��§�Z�����`�Q���Q���Q�"½#�����

A
�,�a�������a�����J���N���T���P���J�V²W½#���J�Z�9�&�a��»"º��®���

m,n ∈
A
���a�ò�(��¤&�a�£��¾��N�,���a� � ���,���&�Q�Q½��J¡������Q�"½#���(��¤&�a�£���Q½��#�(�#���,��½#�a���Q�,� ���¬�N�����l������a���J�,�������\�l½����Q���,�

n,m ∈ A
� Á �*���(º��(�F���(���Q�#�£�,�®½��#�(�����J½��J¡��b�w�4�a�§½��(��½#�m�Q�º����{���Q�\�(�Q���a�n�����Q»�º��J¡������,���,�����m���c�Q�a�cH�º���½#�o�,���Q���Q�"½��

A/R
�Q�6º��!�Q�a�cH�º���½#�o������a�.�,���Q�N�,�"½��a�,¾��\���,���(���r���r���a�C��¾��N�,���a�P¼@���`�Q�\�(���r���r�\���P���W½#�#���,�

�J¡���Û?�����Q�\�(�Q���a�{�Q�����Q¯��:¼b�J¡G�£�&�(��»"º��
3a > a

���(���l�,�(������¾��N�,���l����½#º��#�(��¾&�Q����(��½����,º��\�(�4���(�#���Z�(���§�Q���,�N�Q�"½#�§���
B
�T�h�®�Q���(�"½��������\²Q½����J�,�¹¼��§»�º��(¾"�&�(�T��H��Q��������¾

1S2
¼��N»"º��

3 > 2
¼
2S1

¼��N»"º��
6 > 1

�C�h���Q�h���J�V²W½#�����,��¼��N»�º��(¾&�&�a�¹�AH��,�N������¾
90S1

�&�,���
3 × 1 < 90

�3�4�(�*½����"½#�n���¢�Q����� �Q»�º��J¡������,���,�\�����.��� �a�����,��� Û?����,���(�,�J�a�@�,� �
S = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (7, 7), (8, 8), (90, 90), (1, 2), (2, 1), (2, 3),

(2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 7), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 7), (4, 8), (4, 90),

(7, 1), (7, 2), (7, 3), (7, 4), (7, 8), (7, 90), (8, 1), (8, 2), (8, 3),

(8, 4), (8, 7), (90, 1), (90, 2), (90, 3), (90, 4), (90, 7), (90, 8), (90, 90)}.
×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ßWì�Ç�[�V���������a���pÑ��`�Q�

(N7, R)
�,ºb¼��N����½#���%¨§�Q�




















1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0





















���\� ÷ �,�(� A′ = {a, b, c, d} ¼ B ′ = {1, 2, 3} �,��½#�a���Q�,�¹�,����J�a���pÑ��*�(�����,�\�����N�`�\����,���(�,�J�a�*�,� �
(A, (A′×A′)∪ (B×B′)}) � ÷ º�����½����%¨ � �Q�a���,�L�(�����Q�l�Q���,�L»"º��h�Q��½#�



±'&¦±�&°îÐ�>î�8®îRQWîRQ�5M�?8�î
����î��V��5M� òOò	T
�,���Q���¦½#�

A
�C�Q� �





















1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1





















�J¡��4���������(�#�pÑ��§�(�����,�\�����®�Q�
(B, S)

¼�º����®����½����%¨>���P�(��¼��(�Q�,���Q�\�(���,�(�*�,���a�����Q��,� »�º��D�,��½J¦*�,���Q���¦½#�
B
�Q� �





















1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1





















×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã · Ý�ß���Ç Û?��¾������,�@���Q�\���,���(�<»"º��*���m�,�r���Q¯��3¼b�J¡��m�Q�r�\�l�[�¹¼%��º��,�\��º���º�������Q¯��:¼b�J¡G�N�,�¹�����������
(5, 5)

¾
(6, 6)

¼
(7, 7)

�
Û?��¾������,�<���,���(�,�J�a�¬»"º��m���<�,�*�����\²Q½����J�Z�o�Q�*�\�o�¦¡��j�¬ V�a�N�<�\�o����½#���%¨l���m��º�����a���pÑ��r½����Q���¹½������(�>���(�c�,��½#���(���(�>���h�\�aÑ��a���l�

aij = 1
�Qº��(�����

i ≤ j
�,��½#�a���Q�,�V��º�,�\��º���º����*�����\²Q½������,���Q�

B ×B
�

{�a���(�����n�\�<�l�G½#���©¨@���Q�¹���J�a���pÑ������ �[�����{�a¤����,��¡��¢»"º��{��ºk�,º��(���#�(���n½����Q���½#�����(�P���(�C�,��½#�#�����(�P���*��º����(�P���r�N�����`»"º��r��º �Q�\��º���º�����½#���(�����¦½#�¦¡��6�,�
N7 ×N7

�
Û?�*�Q�\�(º���º����`½��#�(�����J½#�¦¡������r�J¡��V�Q�a�����J��½��D�Q�o� ���(���J�P�J�a�P�,�J�,�N�,��½#�a�

(1, 3), (1, 4), (1, 7), (1, 8), (2, 4), (2, 7), (2, 8), (3, 8).
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·lÝ�ßL��Ç Û�o���Q�\���,���(�!�,�`�(�"½������J�\²Q½����J�,��¾4½#���(�����J½#�¦¡�� ¼!���<���W¯��:¼b�¦¡���� ÷ º�,�\��º���º����*���Q¯��3¼b�J¡��*�,�a��������½#�r�,� º����J�C½#�����`�\�����\���a�a�����³�

û{�J�#�(�������,�S���\���a�#�(���D���®���(����� � ¡a�Q�P�\�½ðF���(º��#�6'�� ï �c���®�(¤����Q��¡��`»"º��OTa¾=ò6¼Fñ���a� �N�����J�����¦�,�V¼HÓb¾gô*¼m'`���>¼b�����(�¦�,�Q���¹�Nø��Z¼@�V¦>¼b���N������\þ����J�*���
×nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã ·lÝ�ßsä�Ç Á �@�,��½#���l½#�����(�����(�6���,�W½����*���(�#�����,���(� � �Q���\�{���J�����{�,���(���£����,»"º��J¡G�(���Q���,�����C�,�J�,�a�J���(�.���N»"º��9���(�����&�a�¹�,��(�����(�,���K�4�(�¹½#�(�"½����&�����,�N�a�¹�����Q�"½#��º
§��Z�(�r�Z�(���m�,�\�����N���N�Q»�º��J¡������,���,���m�,�a�¢�,�#¦����aº��J� »"º��CÑ��a�����@������ø��m���Q�Q½�� �Q�a�¢�,���H��r���D�(¤����,�����(�,¾��Q��½#�N�,�Q¾L�Q�a� �,��J�"½#�Q��¡G�(���

[0, 180) ⊂ R
�



ò/ò�Ó îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îW�

ð4���aº��#�`'�� ï � �NH��,���,���Q����T'ñ���� Á �\�(�a���(�������9�h�(�����

×�f,À Ó Ä�ÃÅÄ�Ã ·°Ý�ì��Ç Û?�`�l�G½#����¼£���
R
�Q� �









1 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0









Û?�*����½#���%¨§���D��º{�Q�\�(º���º��#�`���W¯��:¼b�¦¡��N�Q� �

Cr =









1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1









 V�(���

C2r =









1 2 2 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









���r½����,���r»"º��D���`����½#���%¨����r�\�`�Q�\��º���º����`½��#�(�����J½��J¡����Q� �



±'&¦±�&°îÐ�>î�8®îRQWîRQ�5M�?8�î
����î��V��5M� òOòOò

ðF�J�aº����`'��¡T�ù � �NH��,���,���Q����TZ'Où�� Á �\�(�(�#�(�������9�h�(�����









1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









,

��º��,�¹�Q��½#�N����½#���%¨§�(���,º��(���#�(���N���*½#�J�,���®�,��½#�#�����(�.���N�"º��\���.�"º��Q¡G�(�,�
ýh���*���Q�\�(�Q���a�@���r�a�����,�m½#��½��(��»"º��r�\���,�a�N���J�Q½����&�����-þ��`���,� �

α ≤ β ≤ γ ≤ ω.



ò/ò/ô îFõ§ï�ö������
5²±�&<8�î��õ9îRQ�5KL�îW�



s tvuxw&y{z}|�~ ¢

s ~�� yu£ ~²| �	� ¤ �h¥e¦¨§ � � �	� £ �q� z � |&ym~ �

���<�Q��½��£���Q�,�Q���a�<�,�(���,�Q�,�J�a���(�N�a�h�Q�a�"½����a�J�,�h¼o�ª©Z«����Q���,�®���,��º��,�J½��a�§�����,º������(�r�(�[¬½#�,�����a���,�Q¾��Q�a�N�*º�� ������½#��º����Q�"½��q�½#�J�������#�`�,��,��½#º������N���r���*�(�����a����½#º������

òOò�ñ



ò/òa' îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M��î
��°°î�,�±�²Ôî�L�î
�?8�îW�R��î��V��5M�
³µ´�¶m·%¸�¹:¶Zº�»:´½¼¾º�¿Z»ÁÀ}·N¶�´

ÂyÃ�Ä ¶ZÀ Ã
ÅÇÆ
T ïOïOï ¬�È/ùOùOùb�

T(�
É��Q��º��,��½#���N�&�a�P������º��,�,�J�a�m�\�����J�aº��J�,�"½��PÊ��a����º��\� �

12 + 22 + 32 + ...+ (n− 1)2 + n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6È��o V�a����½#��º�¼a�£º��¥�����a�(���¦½#�*� »"º��l�J������»"º��N���c�,�¬º����o�J����½��m���l�*��N�,���(�6�Q�"½��,���(�ø��Ï¼@���(�.���,�&�W½#�J���a�,������½#º������*��º{�,�(�����J��H��J���(���
òb��ýh���¬�������J�Z�(�Q���(�

f : A → B
���%���J�,�{���"¼(�,�Q½��J¡��¢���h���¬ø��Z¼k���a�l�Q���Q���Q�"½��a�������½�����½#�a�P���

A
»"º��D½��,�������{�\�`�N�������������(�(�,�m�&�a�

f
¾L�Q��½#���Q�,¾L���

f(a) = f(b)
�,�»"º��

a = b
�> V�(����½���º�¼a�Dº��{�(���a�(���¦½��N��»"º��D�&�,�����¦½����#��¤&�,�.���

f
�,�¹�J�"¼a�Q�Q½��J¡��`�,� �,��,�(���N�Q�{»"º��

A
¼
B
���,�(�{�Q�a�cH�º���½#�a�KË����¦½#�a�Q�

ô��6 V�(����½#��º�¼a�*º����(���(�a���¦½��N���,º�¼��@�Q�"½��#�(���£���Z�@º��<�}��N�,���@�,��½#�Q���
a
�,���Q���¦½#�@�,������aº����@¤��(���

b
¼%�(½#���@¤��(���

c
¼%»"º��N�a¤b½#�,�����m�Q�a�N�m�#���������£�,�T�}��N�,���

a
�Q���,���J½���Q�n���£¤������

c
� � ��º��,���Q�Dº��#���,¾�m«(�����a���£�&�a�®�Q�a�����Q������¾��,�������a�(���¦½#�*�l»�º��*�Z�(��¤��\����D¤������qT'ùN�`�(½��#�`¤��(���(�X�
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T.Í�Í�ÍI¬�È/ùOù/ù��

Ta��É��,��º��Q��½#���N�&�a�P������º��,�Q���a�m���`�����aº��J�,��½#�PÊ��a����º��\� �

12 + 22 + 32 + ...+ (n− 1)2 + n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6�F�(�#�
n = 1

�\�wÊ��a���`º��\�6�,�.�,���Q��½#��¼��N»"º��

12 = 1 =
1 · 2 · 3

6É��,¤&�Q���a�¹�(ø��a���`�����a¤��(�P»�º��D����Q�¹�,�J�,��½��`���(���
n
�J�*�Q�¹�����#�

n+ 1
�Î�`���(º��(�J���(�@»"º��r»�º��,���Q���(�¹�����a¤��(�P�,� �

12 + ...+ n2 + (n+ 1)2 =
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6�4�a�.ø��J�&�(½#�Q���J�P���r������º��,�,�J�a�m�a¤�½��,���Q���(�.»�º�� �

12 + ...+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2.

Ï ¼��`���`½#�Q���,�N�a�P�+«(�C»�º��r�a�&�,���(�P�Q����,�aº������*½ÑÐQ���N���������®�\�6���(º��(�����(�@�(��½#�Q�����(�¼@�,�a�N�����a¤��(�C»"º��D�,�.��©��(�W½��(�N�,��½#�
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Èb�o V�(����½���º�¼a�£º��¬�(���(�a���¦½��N�m»"º��£�J�����J»"º������>�Q�¬º����{���J��½��m�����}��N�,���a�9�,��½#�,���a�ø��Ï¼£���a�.���Q�&�Q½#�J���a�Q�c����½#º����\�*��º{�Q�a�N�����AH����������
���"½��#�(��� �

a1, ..., an

s := 0Ê��a�
i = 1

½��
n Ò ø����J� s = 0Ê��a�

j = i+ 1
½��

n Ò ø��J��� s = 0�¡Ê
ai = aj

½#ø��Q�
s := 1�¡Ê

s = 0
½#ø��Q�

r :=
���N�Q�����

r :=
�-þÓ �(�J����� �

r
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��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
���6º��¬�(�J�a�a���¦½#�*�m�����,�(�����J��H��J���(���,º������Ñ«�½����,�

O(n2)
¼��{»"º��l�Q�!�,�c�&�Q�a�9����J�a���Z�(���a�c�,��¤�º��,�J�

i
���¹���,���¦½#�

n
¡a�,�Q�,�c¼*�Q���Z�(���rº����r���¹�Q�����(���Q�L¤�º��Q���

j
���¹���,���J½#�

n− i
¡a�,�,�Q�,�

Ô ��ýh���¬�������J�Z�(�Q���(�
f : A → B

���%���J�,�{���"¼(�,�Q½��J¡��¢���h���¬ø��Z¼k���a�l�Q���Q���Q�"½��a�������½�����½#�a�P���
A
»"º��D½��,�������{�\�`�N�������������(�(�,�m�&�a�

f
¾L�Q��½#���Q�,¾L���

f(a) = f(b)
�,�»"º��

a = b
�> V�(����½���º�¼a�Dº��{�(���a�(���¦½��N��»"º��D�&�,�����¦½����#��¤&�,�.���

f
�,�¹�J�"¼a�Q�Q½��J¡��`�,� �,��,�(���N�Q�{»"º��

A
¼
B
���,�(�{�Q�a�cH�º���½#�a�KË����¦½#�a�Q�

 V�a�N�
A
�Q��º��%�Q�a�cH�º���½#�+Ë����J½��N½#���Q���

n
�,�J�,�N�,��½#�a�¹¼ �&�����Q���(�h��º��N�,���(�h�J�a��Q���Q���Q�"½#�(�§���

A
�J�"½#�Q�������Q½#�(�����£»"º��`���a�<���a�h�}��N�,���a�

1, 2, ..., n
��×Û���Q� ���(�#�

B
¾»"º��%½����,���%�&�a�£�Q���Q���Q�"½��a�£�J�a�l�}��N�,���a�

1, 2, ...,m
���a�����

m
�,�@�Q�§�*��N�,���¬����Q���Q���Q�"½#�(�.���

B
�Ó �h½#����½��D�,�"½��a���Q�,�C�����,�(����½���º��J�V���D���J��½��

f(1), f(2), ..., f(n)
¾b�6���Z�6���9�J����½��D������(�P�J�Ø«(�(�,���Q�P�&�a�

f
���r���(�P�,�J�,�N�,��½#�a�P���

A
� V�a�@�Q�"½#���(���6�,��½����J����½#�9���®�(���J���,�9�Q���(�J�a�a���¦½#�*�9�������a�M� Ø�ÈWàlÈWÊ�Ò ÍÏÎ Ú#ÈÛÙ�ÈWÒ ÜÅÌ�ÍÏÎ ¼���ø��Ï¼£�,���Q���Q�"½��a�P���,�&�W½#�J���a�.�,�.»"º��D���N�Q�¹�J�"¼a�Q�Q½#�¦¡��������{�,�(�����Q�a�"½��#�(�����`���`�,�Q�

Ù �6 V�(����½#��º�¼a�*º����(���(�a���¦½��N���,º�¼��@�Q�"½��#�(���£���Z�@º��<�}��N�,���@�,��½#�Q���
a
�,���Q���¦½#�@�,������aº����@¤��(���

b
¼%�(½#���@¤��(���

c
¼%»"º��N�a¤b½#�,�����m�Q�a�N�m�#���������£�,�T�}��N�,���

a
�Q���,���J½���Q�n���£¤������

c
� � ��º��,���Q�Dº��#���,¾�m«(�����a���£�&�a�®�Q�a�����Q������¾��,�������a�(���¦½#�*�l»�º��*�Z�(��¤��\����D¤������qT.ÚN�`�(½��#�`¤��(���D�Qº��(�J»�º����,�����X�

Î?�6�����,�6�Q�C�,�(���&�a���,�Vº��@�(�J�a�a���è½#�N�D»"º���½#���(����Ê��(���N�h�,���}��N�,���
a
�����\�D¤��(���

b
�,�`�\�h¤������C���,�Q�����(�"¼6���Q����º��,�c�(�������,�(��,�������a�(���¦½��N�h»"º��C½��#�(����Ê��a���l�hº��`�*��N�,����Q�"½��,���N�,���,���J½#�*�,� ¤��(���qT.Ú`�,� º�� �}��N�Q���N�Q���Q���J½��N�Q�{¤������

b
����"½#���(���

a = (a0, a1, ..., an)b, b, c
p := a0, i := 0Ò ø����J� (i < n)

i := i+ 1
p := p+ aib

i6 �,�a��½#�J��º��(�Q���a�l�
p
���§�J�§�(�������,�D�,�S�(�J�a�a���¦½��N�D»"º��§���(�#�6����¤��(���ÛT.Ú��6¤��(���

b
�
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Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅuÜÞÝ
T.Í�Í�ÍI¬�È�Ú�Ú�Ú��

Ta������J�"¡a�Q�����N���(�#�`�,���������º��W½#�N��� Ô �N����º��J�àß��,� ��'áC'¤XáMâ�.á Ô ���*½����Q���r�J�"¡a�Q�����N�N����º��J�àßb�
Èb�����J���(�®���O������,�*���a��º��,���(�m�N����º���� Ô �'â����Q�������½#�Q�l�`���r�,�(���a��º��,���Q�\�(�.�J�����,�(�J�,�

x ≡ 3(mod 5)
x ≡ 5(mod 7)
x ≡ 9(mod 11)

.

�'áC������J��½#�Q�l�`���*½#�J�,���®���a�Jº��,�J�a�¤Xá Ô Í Ô�.á Ô � Ô
Ô � Ó �Z�{º��!�,�a�IH�º��"½��

A
���2T.Ú �,�J�,�N�,��½#�a�Q�{ V�a����½���º��J���(�9�Q�>�Q�a�cH�º��"½#�

B
�������a���º�¤&�Q�a�cH�º���½#�a�¹���

A
�������,�a�cH�º��"½#�N���D�J�a�P��º�¤&�,�a�IH�º��"½��a�h���

B
½����Q��� ��'á

210
�,�J�,�N�,�"½��a�¤Xá

22
10 �Q���Q���Q�"½��a�

�.á
22

210 �,�J�,�N�,��½#�a�
Ù �8���®�}��N�,�������n���(���(¤��#���m���Çâ��J�Q½��#�(�Çã��,� º��«���¡ÊÅ�(¤&�W½#�����hÈ����J�Q½��#�(�Ñá£»"º���,�N�����åäZ�(�@¼£½��,���N�����(�@�&�a�P¡a���,�(��,� ��'á

52 · 283¤Xá
5 · 4 · 28 · 27 · 26�.á
5 · 4 · 283âb�T >�a�9���(��¡��(�����(¤��J�,�

x
�
y
���c��º��Q���,�9�,�a����½#��º����?�N�a���a���¦�a��ø��a�N�a��ÐQ���,�(�?���c�(�#�(�����¾��Q�.���,�Q���,¾���©b�����,�����a���Q�.���®�\�æÊ��(�����

xayb �Q�a� a ¼ b �*��N�,���(�P�,��½#�Q���a�P�&�a���J½#�¦¡a�a�ãÅ�&�a����¤��J�,�N�,��½#�ØÚ'ár½��(�>»"º��
a + b = n

�����V�}����Q���%���£�N�a���a�N�J�(�9���J��½#�J�"½��a�9����a�#�(����TIß`�Q� � �'á
18 · 17¤Xá
9 · 17
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182'b�@���!º����{�N�,��� ���Q���a����� �������,º����Q�;âm�Q�a�N�,�����(���Q�9�������(���Q�#�m»�º��l»"º��Q���Q���a����(¤&�,�>���h�Qºm«(��½��(�>���(���Q�#�(�c���h��º��,���,�£���Q�"½����>���&���a���D���N�&�a��½��®»"º��çÐQ�l�,��½�«6�(�L���(������D»"º��¡Ð,���c����*��N�,���*����Ê��a�����(�C�,� ��'á
5!¤Xá
5!/4�.á
5!/5ß���Î?�§�����a¤��(¤����J�J���������P»"º��.�(�����Q���(��½#��� Ù �,�(��½#�(�T�,�*º����§¤��(���cH����,���������(�\�§����H�º����c¬���*���,�Nº��m½#��è��uãÅ�Q�¹���Q�,�J�P½#���,�.�Z�(��½��(�.�Q�a� �,��N���������}����Q���`¼@�\���(½#���`���¡Ê��Q���,��½#�sá�Q� � �'á
(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)¤Xá
(4 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)�.á
(3 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)�b� Î?� �����a¤��(¤����J�J���(������»"º����Q�!º��!��º��,�Q���%���+éV�Q�����(º����J��»"º��N�������,���¦½#�

n
¡a�,�Q�,��Q�a� �����(¤��(¤��J���J���(�

p
���0Ðª©b�J½#�*���r�a¤�½��,�������{�*�J�*��º���� Ô Ê����(�Z�����a�.�Q� ��'á (n

3

)

pn−3(1− p)3¤Xá
Σ3i=0

(

n
i

)

pn−i(1− p)i�.áKÎ?�*�N�����l�6»"º��D�(¤�½#�Q���,�¹�*�J�*��º���� Ô Ðª©b�J½#�(�,�
Íb� Ó �Z� º��¢�Q�a�cH�º��"½#�

A
���N�,º��G½#��� �&�,�����a�����9»"º��N���J���,�����Q���&�,�W½#�¦¡��(�N�,��½#�uTa�êß Ú�¾T(�êß�â�¾%Ta��ß('�¾%Ta�ë�'Èb� Ó �Z�*�\�6¡��(���\��¤����®�(�J�Z��½��a�����

X
»"º��D�(���J�a���*�`�Z�����*�&�,�����a���*���

A��ºo�(�¦½#º�����������¡��(�J�a�C�,���&�Q�#�(���
E(X)

�,� ��'áV�\�����Q���\�`�(���J½#�àÐQ½��J�Z�6���r�\�(� Ù �(�¦½#º����(�¤XáPTa��ß�ß�.áPTa��ß Ù
TsÚ�������,�a�cH�º��"½#�N���D�J�a�P�*����Q���(�.�����J���(�P�Q� ��'á�ìh� �,�a�IH�º��"½��qË����J½��¤XáKìh� �Q�a�cH�º���½#�N���OË����J½���.áP�h�*���r�#�(¤&�r����,�KË����¦½#�*�*���qË����¦½#�
T�Ta������}��N�,���N���r�Q�¡Ê��#���P��� Ù �ZèJ�a�J½��a�C»"º��r���a� �Û��J½��J���J�(�C���æâ`�Q� ��'áKÈ�Ú�Ú�Ú¤XáPT.��Ú�Ú�.áMÈ�ß Ú�Ú
T.Èb� Ó �,�l�Q�4��º��,�Q���

E
�#�(�,�(�hº��í���(�?½����#���¹���a�����(���a�Q� Ó �,�l�Q�4��º��,�Q���

F
���(�Z�(�hº���*�(�S½#�J�#�(�V½����,�.���(���a�,��'á

E
�,�.�Ø«��P�����a¤��(¤����®»"º��

F



Ô Ù T
¤Xá

F
�Q�¹�+«(�P�����a¤��(¤��J�®»"º��

E�.á Ó �a� ���aº��(�S���r�����a¤��(¤��J�,�
T Ô � Ó �,�(�

a
¼
b
���a�.�}��N�Q���a�.�Q�"½��,���(�.½��(�J�,�P»"º��

mcd(a, b) = 1
�,��½#�a���Q�,��'á

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 3¤Xá

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 2�.á

mcd(a+ b, a− b) = 21
�
mcd(a+ b, a− b) = 3T Ù ������}����Q����TIß Ô�'ác���Cº��@�*��N�,�����Q�a�N��º��,��½#���&�a��È0ÊÅ���Q½#�(���,�V�������N�a��ã�������½#����½#�(�>���TIá ¤Xác���Vº��£�*��N�,���9�,�a�N��º��Q��½#�6�&�a� Ô ÊÅ�(�Q½��a���Q�V�������N�a��ãÅ���J��½����"½��a�c���TIá �.áP���.º�� �}��N�,���N�������N���

TIâb�����
mcd(234, 567)

�Q��'á Ô ¼kø��(�,�Q�3ÊÅ�(�¦½�� Ô ���(���a�l�,�q�,�������a�(���¦½#�*�n���%��º��,�J�����Q�l���(����#�(¤&�Q����� ¤má+Ín¼�ø��(�Q�,�<ÊÅ�(�¦½��Çâ¢���(���(�l�,�q�,�h�(�J�a�a���¦½��N�����%��º��Q�������,�����(����#�(¤&�Q����� �.á Ó �(�l�����J���a�����,�\�G½#�J¡a�(��¼Nø��(�,�Q�ØÊÅ�(�J½#� Ù �������a�>�,�l�,���(�J�a�a���è½#�N�r�����º��,���J���Q�.���(���*���(¤&�,�������
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TsÍ�Í�Íc¬�È�Ú�Ú�Úb�

T(�c����J�"¡a�,�����N�����#�`�,���������º��Q½��N��� Ô �N����º��J�àß`�Q� ��'áC'¤XáMâ�.á Ô ���*½#�J�,���®����¡a�,�����N�N����º����qßb�
Î?�����Q����º��,��½#�*�,�(�����Q�Q½#�`�Q�P�\�9�\�9¤Xác¼���»"º��

3× 5 = 15
¼£�(�����J¡��J������TIâ9�,��½#����ß�Q����Q��½#�N�,��Ta�

È��c���J���a�§���O����J�Z�`���(��º��Q���a�@������º���� Ô �'â����,�������½��,���`���r�,�a���a��º��Q���,���(�.���J���Z���J�,�
x ≡ 3(mod 5)
x ≡ 5(mod 7)
x ≡ 9(mod 11)

.

�'áC���������½#�,���`���*½����Q���r���a��º��,���(�¤Xá Ô Í Ô�.á Ô � Ô
Î?�h���,����º��Q��½��§�Q�a�����,�W½����Q�F�\�¹�sáW�� V�(���Pâb¾�ß.¼+T�TV���(�������J�N�a��Q�"½#���V�îè��,��½#�a���,�,��Q�S���J��½#�Q�l�9½����Q���§���a��º��Q���a�Ø����J�Z�6������º����

5× 7× 11 = 385
¼����®�Q�a�N����º��,¤���»"º���sáC�,�.º����*���(��º��Q���a�S�

Ô � Ó �Z�{º��¬�Q�a�cH�º���½#�
A
���?T.Ú{�Q���Q���Q�"½��a�,�{ V�a����½#��º����N�a�D�,�c�Q�a�cH�º���½#�

B
���l�J�a���º�¤&�,�(�cH�º��"½��a�¹���

A
�c����Q�a�cH�º���½#�N���r���(�P��º�¤&�Q�a�cH�º���½#�a�¹���

B
½����,��� ��'á

210
�Q���Q���Q�"½��a�¤Xá

22
10 �Q���,�N�Q�"½#�(�

�.á
22

210 �,�J�,�N�,�"½��a�
Î?�®���,����º��,��½��r�,�a�����,�W½��®�Q�����§¤má4¼��®»"º��Pº��*�,�a�IH�º��"½��r���

n
�Q���Q���Q�"½#�(�������,���,��½��

2n ��º�¤&�,�(�cH�º��"½��a�,�
Ù �8���r�*��N�,�������n���(�\��¤��#�(�@���hâ¥���W½#���(�ÇãÅ�Q� º��«�(��ÊÅ�(¤&�Q½������hÈ����J�Q½#���(��ál»�º���Q��������ä,�(�@¼£½#�Q���N�������m�&�a�C¡a���Z����,� ��'á

52 · 283



Ô Ù Ô
¤Xá

5 · 4 · 28 · 27 · 26�.á
5 · 4 · 283Î?�N���,����º��Q��½��l�,�(�����Q�Q½#���,�h�\�N�'áW�KÎ�a��ÊÅ���Q½#�(���,��âN�Q�a�����,���&�(�����Q���N�\�(�P¡a���Z�(�J�,�ãÅ�,�@�,�S�������N�,�c¼Ø��J½����N�9��º����(��á�¼l�J�a�WÊÅ�(�Q½��a���Q��È �`�����(�V���W½#���(�C�J�"½��,�����Q���\�(�Q� Ó �S������D�J�����J�Z�����`�,�a��½#���(���J��¾��\���P���(���(¤��#���P��º��Q���,�{�����Q���Q�"½����¹���W½#�#���P���,�&�W½#�J���(�,�

âb�T >�a�9���(��¡��(�����(¤��J�,�
x
�
y
���c��º��Q���,�9�,�a����½#��º����?�N�a���a���¦�a��ø��a�N�a��ÐQ���,�(�?���c�(�#�(���

n
¾��,�P���Q�,�J�,¾���©b�����,�����a���Q�.���§�\�0Ê��a�����

xayb �,�(� a ¼ b �}��N�,���a�C�,��½#�,���a�P�&�a���J½#�¦¡a�a�ãÅ�&�a����¤��J�,�N�,��½#�ØÚ'ár½��(�>»"º��
a + b = n

�����V�}����Q���%���£�N�a���a�N�J�(�9���J��½#�J�"½��a�9����a�#�(����TIß`�Q� � �'á
18 · 17¤Xá
9 · 17�.á
18Î?�`���Q����º��,��½#�N�,�a�����,�W½��`�,�.�\���sáW��ìh����¡a��är�,�J�,�a�J���

a
�Q��*��N�,���

b
�,��½Ñ«*º��Zè¦¡a� ¬�Z�(�N�,��½#�h���W½#�,�����J���(��� �

b = 17− a
���4�(�c½��(��½#�9���h½#����½��D���¹¡a�,�>�,ºm«(��½#�a�>�&�a���J¤����Q�¡��(�J�a���Q�h��º��Q���6½��a���(�

a
�� V�a�N�

a
��º��Q�������,���Qº��(�J»�º����,�¹�}����Q���l�Q�"½����

0
¼
17
���½#���Q���®�,����Q��º��¦½��(�����

'��£���!º���� ���Q�#� ���Q���a�����{�������,º����,�;â@�,�a�N�,���#�(�J�,�D�������(���Q�#�m»"º���»"º��,���,�N�a��#�(¤&�Q�>���h�,ºm«��"½����>�l�����,���(�c���h��º��Q���,�£���,�"½#�(�>���L���a�J�9�J���&�(��½��®»"º��¡Ð,�l�Q��½�«6���L�\�(������r»�º��çÐ,�S�c����}��N�,���N����Ê��a���l���P�Q� ��'á
5!¤Xá
5!/4�.á
5!/5Î?�����,����º��,��½��£�,�(�����Q�Q½#�l�Q���\�N�sá.��º��,���Q�4�*��N�,���N½#�(½#�(�?���9�l�(���,�#���h�Q�%»"º��Oâ�,�a�N�,���#�(�J�,�����.�����Q�"½#�(�N�Q�Nº����®���Q�#�®���,���a�����r�Q�

5!
¼`ø��Ï¼�»"º��¹���¦¡������J�F�&�a�
â§��º��,����(���@º����@�������&�a���J�,���(�<���*�,�(���Q���#�(�J�,�®ø��Ï¼ïâ£�������&�a���J�,���(���,�qãÅ���Q��º��¦½��(���m���*�a�����(�º��£��º����(�>�9�J�a�>�Q�a�N�,�����(���Q��á��,�£���(�>»"º������(�>�&�a�����Q���a���,�>���Q�\��½��J¡G�(�c�a�l�\�(�c�N�������(�Q�

ßb��Î?�§�����a¤��(¤��J���J���(�6���P»"º��.�(�����,������½#�J� Ù �Z�(��½��(�T�,�*º����®¤����#�IH��§�Q����� ���a���§�\��H�º����I¬���*���,�Nº�� ½��îè��uãÅ�Q�¹���,�,�J�P½����,�.�Z����½����.�,�a� �Q����J���N�`�*��N�,���`¼@�\���(½��#�`���¡Ê��Q���Q�"½��.á�,� � �'á
(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)¤Xá
(4 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)�.á
(3 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)Î?�D���,����º��,��½��6�Q�a�����,�W½��D�,�>���r¤Xáj�nÎ?�D�������N�,�#�®�,�(��½#�D��º��Q���h���Q�>�Qº��(��»"º��J�,������Î?����,�(º������D�,�(��½#�r���Q¤&�¹���Q�c���(º��(���r���®�������N�,����¾a�,��½#�a���,�,�c���P½#���Q���Pº����r�����(¤��(¤��J���J���(����

3/39
�
Î?��½��,���,�,���*���Q¤&�r���,�P���aº��(�����\���������N�Q�#�9¼@�`�\�6���,�(º������b¾��&�a�C½����"½���¾����



Ô Ù�Ù îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
�����a¤���¤����J�J���(�l�,�

2/38
��Î?�Û��J½������9�,�(��½#�����,¤&�®���,�P���J��½#�J�"½#�6���®���(�V½����,�P�������N�,���(�,¾�&�(�l½��(��½#�

36/38
�v���"½#�(���,�Q�m�\�¢�����a¤��(¤��J���J�����	���<�(¤�½#�Q���,�@º��©½#��è��!���J�,�����¥���(��,�(��½#�(�.�J�aº��(�J�,�C�\�(�V½#���Q�¹�������N�,���(�C�,� �

(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37).
����ÊÅ�(�W½#�a� Ù �����Ï¡����Q���6���,�4ø��Q��ø��@���6»"º���ø��Z¼{�Qº���½#���£�&�a����¤��J�,�h�,�J�,�Q�,�J�a���,�����9½����,��,�(��½#�(�.�Q�{º�� ���(���cH��`��� Ù �
�b� Î?� �����a¤��(¤����J�J���(������»"º����Q�!º��!��º��,�Q���%���+éV�Q�����(º����J��»"º��N�������,���¦½#�

n
¡a�,�Q�,��Q�a� �����(¤��(¤��J���J���(�

p
���0Ðª©b�J½#�*���r�a¤�½��,�������{�*�J�*��º���� Ô Ê����(�Z�����a�.�Q� ��'á (n

3

)

pn−3(1− p)3¤Xá
Σ3i=0

(

n
i

)

pn−i(1− p)i�.áKÎ?�*�N�����l�6»"º��D�(¤�½#�Q���,�¹�*�J�*��º���� Ô Ðª©b�J½#�(�,�
Î?�`���Q����º��,��½#�N�Q�a�����,�Q½#�*�Q�.����¤Xá>�,�"½��,�������Q�����N»"º��D��������º��N�`½����Q�KÊ����(�Z�����a�P�,����`º������a�m���r�J�a�P��º��Q�,���a� � ÚÛÊ��#�(�,�(���(�,¾ÁT�Ê��#�(�,�(����¾�ÈwÊ��#�(�,�(���a�P¼ Ô Ê����(�Z�(���a�,�

Íb� Ó �Z� º��¢�Q�a�cH�º��"½#�
A
���N�,º��G½#��� �&�,�����a�����9»"º��N���J���,�����Q���&�,�W½#�¦¡��(�N�,��½#�uTa�êß Ú�¾T(�êß�â�¾%Ta��ß('�¾%Ta�ë�'Èb� Ó �Z�*�\�6¡��(���\��¤����®�(�J�Z��½��a�����

X
»"º��D�(���J�a���*�`�Z�����*�&�,�����a���*���

A��ºo�(�¦½#º�����������¡��(�J�a�C�,���&�Q�#�(���
E(X)

�,� ��'áV�\�����Q���\�`�(���J½#�àÐQ½��J�Z�6���r�\�(� Ù �(�¦½#º����(�¤XáPTa��ß�ß�.áPTa��ß Ù
Î?�¬���Q����º��,��½#���,�(�����Q�Q½#�¥�Q�@�\�!�'á � ¤��(��½��¬º����(�£�\�ÇÊ��(����º����¢���%���!�,���&�,�#���ZäZ�����½��,�+«�½#�J�,���

TsÚ�������,�a�cH�º��"½#�N���D�J�a�P�*����Q���(�.�����J���(�P�Q� ��'á�ìh� �,�a�IH�º��"½��qË����J½��¤XáKìh� �Q�a�cH�º���½#�N���OË����J½���.áP�h�*���r�#�(¤&�r����,�KË����¦½#�*�*���qË����¦½#�
Î?�9���,����º��,��½����Q�a�����,�W½��9�,�>�\�r¤Xáj� Ó �mÊ�º��Q�#�0Ë����J½#��¾��������(�N�a�

p1, ..., pn

¾��,��½#�a���,�,��Q�r�}��N�,���k�Q�"½��,���
p1 × ... × pn + 1

¡a�,����Ë��,�k���,� �����J���¥��º��,�o���r���¦¡������J�@�&�(��Qº��(�J»�º����,�>�������N�9���6�������Q��½#��º����6¼N�����Q��½�«6�,�£�,���Q�a�cH�º���½#�������J�a�>�����J�N�a��ãÅ��º��Q��Q�¹�Q��½#�����W½��(�N�,��½#�®�l�Z¼a�a�P»"º��D�Qº��(�J»�º����Q�
pi

áC�J�*»"º��r�,�¹º����*�,�a��½#���(���J�,�,�J�a���
T�Ta������}��N�,���N���r�Q�¡Ê��#���P��� Ù �ZèJ�a�J½��a�C»"º��r���a� �Û��J½��J���J�(�C���æâ`�Q� ��'áKÈ�Ú�Ú�Ú¤XáPT.��Ú�Ú�.áMÈ�ß Ú�Ú



Ô Ù â
Î?�����,����º��Q��½��£�Q�a�����,�Q½#�l�,���\���'áj���F�(�#�����Q���Û��J½������J�N���OâN����ø��l���9½��,���N�J���(��,�uÚ��`�Q�?âb���4�a�V½#�(�"½��`�\���V½����,�C�����J���Q�#�(�V�Q�¡Ê����(�C���a�m�J��¤����,�>¼l�\�6�Qº��(��½#�����,¤&�®���Q�º��?Ú*�*º��ðâ��
Éh�D�,��½#�D�N�����

103 × 2
�

TIÈb� Ó �Z���,���º��Q�,���
E
�#�(�,�(�hº��ð�l�(�½#�����(�.���a�h���(���(�,� Ó �Z���,���º��Q�,���

F
���(�Z���hº���N�(�S½#�J�#���V½#���Q�¹�������a�Q��'á

E
�Q�¹�+«(�P�����(¤��(¤��J�®»"º��

F¤Xá
F
�Q�¹�+«(�P�����a¤��(¤��J�®»"º��

E�.á Ó �a� ���aº��(�S���r�����a¤��(¤��J�,�
Î?�¹���Q����º��,��½#���,�a�����Q�Q½��¹�,�4���.�.áj��éV�(��½#�¹ø��(�,�Q�4º��9���Q�,º��Q�"½#�����c�Z�(���a��ÊÅ�Ï¡(�a�#�(¤����,�¼@�&�a���J¤����Q�

T Ô � Ó �Z�(�
a
¼
b
���a�`�}��N�Q���a�`����½�º��#�����,���,�(�

a > b
½������Q�`»"º��

mcd(a, b) = 1�,�"½��a���Q�,� �'á
mcd(a+ b, a− b) = 1

�
mcd(a+ b, a− b) = 3¤Xá

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 2�.á

mcd(a+ b, a− b) = 21
�
mcd(a+ b, a− b) = 3Î?�*���,����º��,��½����Q�a�����,�W½��*�,�.�\��¤XáW� Ó �Z�

p = mcd(a+ b, a− b)
�,���,����¤��J���(� �

a+ b = ps

a− b = pt���r�������`»"º��D���®½#�J�,��� �
2a = p(s+ t)

2b = p(s− t).����½#�9���J�a���¡Ë��Z�r»"º��
p
���J¡��J���¹�

2a
¼*�

2b
�,��½#�a���Q�,�

p
���J¡��J���¹�(�

mcd(2a, 2b)
���r»"º��»�º����,���r���,�Q���P»"º��D�N¤����,�

p = 2
�*¤����Q�

p
���J¡������r�

a
¼m�

b
�,�"½��a���Q�,�

p = 1
�

T Ù ������}����Q����TIß Ô�'ác���Cº��@�*��N�,�����Q�a�N��º��,��½#���&�a��È0ÊÅ���Q½#�(���,�V�������N�a��ã�������½#����½#�(�>���TIá ¤Xác���Vº��£�*��N�,���9�,�a�N��º��Q��½#�6�&�a� Ô ÊÅ�(�Q½��a���Q�V�������N�a��ãÅ���J��½����"½��a�c���TIá �.áP���.º�� �}��N�,���N�������N���
Î?�h���,����º��,��½��§�Q�a�����,�Q½#���Q�F�\�.�.áj�� V�a�N�h�\�.�#��è¡äc����TIß Ô �,�4�,��½����J�Q½������Q�"½#�c���Q���a�»�º��0T Ù ¤��(��½#�r�Q�a�N�����a¤��(���Q�a�N�J�a���*��N�,���(���������N�a� � Èb¾ Ô ¾}âb¾}ßb¾mT�TP¼ T Ô �F�h�����aº�������r�,���J�a�C���`���¦¡b�J���(�



Ô Ù ' îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
T.âb�����

mcd(234, 567)
�Q��'á Ô ¼kø����,�,�<ÊÅ�(�J½#� Ô �������a�l�,�q�,���(�J�a�a���¦½#�*�¢���<��º��Q���J���,�l���(�#����(¤&�,����� ¤XáàÍn¼�ø��(�,�Q�<ÊÅ�(�J½#�hân�������a�l�Q�q�,�h�(���(�a���¦½��N�n���%��º��,�J�����Q�l���(�#����(¤&�,����� �sá Ó �a�l�������N�a�����Q�\��½��J¡a�a��¼Nø����,�,�ØÊÅ���J½�� Ù ���(���a�V�Q�£�Q���(���(�a���¦½��N�r�����º��Q���J���,�.���(�#�`�#�(¤&�Q���J���

Î?�*���Q����º��,��½#���Q�a�����,�Q½#�N�Q�¹���`¤Xáj�
éC����½��`�åÊ��Q�Q½#º��(�¹�Q�?�(���(�a���¦½��N�����D��º��,�J�����,�,�



Ô Ù ß
³µ´�¶Z·%¸\¹�¶mº�»:´½¼3º�¿	»ÁÀ[·N¶�´

Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅuÜÞñ
T.Í�Í�ÍI¬�È�Ú�Ú�Ú��

Ta������J�"¡a�Q�����N���(�#�`�,���������º��W½#�N��� Ù �N����º��J�àß��,� ��'áKâ¤XáMÈ�.á Ù ���*½����Q���r�J�"¡a�Q�����N�N����º��J�àßb�
Èb�����J���(�®���O������,�*���a��º��,���(�m�N����º���� Ô �'â����Q�������½#�Q�l�`���r�,�(���a��º��,���Q�\�(�.�J�����,�(�J�,�

x ≡ 2(mod 5)
x ≡ 4(mod 7)
x ≡ 8(mod 11)

.

�'áC������J��½#�Q�l�`���*½#�J�,���®���a�Jº��,�J�a�¤Xá Ô �'È�.á Ô Í'â
Ô ��Î?�§�����a¤��(¤��J���J���(�6���P»"º��.�(�����,������½#�J� Ù �Z�(��½��(�T�,�*º����®¤����#�IH��§�Q����� ���a���§�\��H�º����I¬���*���,�Nº�� ½��îè��uãÅ�Q�¹���,�,�J�P½����,�.�Z����½����.�,�a� �Q����J���N�`�*��N�,���`¼@�\���(½��#�`���¡Ê��Q���Q�"½��.á�,� � �'á

(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)¤Xá
(4 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)�.á
(3 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)Ù ������Q�a�cH�º���½#�N���D�J�a�P�*����Q���a�P�����J���a�C�Q� ��'á�ìh� �Q�a�cH�º���½#�qË����¦½#�¤XáKì¹� �,�a�cH�º��"½#�N���qË����¦½#��.áP�¹�N���D�#�(¤&�r����Q�MË����J½#�*�*���qË����J½��

âb�T >�a�9���(��¡��(�����(¤��J�,�
x
�
y
���c��º��Q���,�9�,�a����½#��º����?�N�a���a���¦�a��ø��a�N�a��ÐQ���,�(�?���c�(�#�(�����¾��Q�.���,�Q���,¾���©b�����,�����a���Q�.���®�\�æÊ��(�����

xayb �Q�a� a ¼ b �*��N�,���(�P�,��½#�Q���a�P�&�a���J½#�¦¡a�a�ãÅ�&�a����¤��J�,�N�,��½#�ØÚ'ár½��(�>»"º��
a + b = n

�����V�}����Q���%���£�N�a���a�N�J�(�9���J��½#�J�"½��a�9����a�#�(����TIß`�Q� � �'á
18 · 17¤Xá
9 · 17
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182'b�8���r�*��N�,�������n���(�\��¤��#�(�@��� Ù ���W½#���(�ÇãÅ�Q� º��«�(��ÊÅ�(¤&�Q½������hÈ����J�Q½#���(��ál»�º���Q��������ä,�(�@¼£½#�Q���N�������m�&�a�C¡a���Z����,� ��'á
52 · 282¤Xá
5 · 4 · 28 · 27�.á
5 · 4 · 282ß��@���!º����{�N�,��� ���Q���a����� �������,º����Q�¥' �Q�a�N�,�����(���Q�9�������(���Q�#�m»�º��l»"º��Q���Q���a����(¤&�,�>���h�Qºm«(��½��(�>���(���Q�#�(�c���h��º��,���,�£���Q�"½����>���&���a���D���N�&�a��½��®»"º��çÐQ�l�,��½�«6�(�L���(������D»"º��¡Ð,���c����*��N�,���*����Ê��a�����(�C�,� ��'á
6!/4¤Xá
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n
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)

pn−3(1− p)3¤Xá
Σ3i=0
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n
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)

pn−i(1− p)i�.áKÎ?�*�N�����l�6»"º��D�(¤�½#�Q���,�¹�*�J�*��º���� Ô Ðª©b�J½#�(�,�
Íb� Ó �,��º����Q�a�cH�º���½#�

B
���@�,�J���,�<�&�,�����a���(�*»"º��m�N�J���,�¥���,���&�Q�Q½��J¡������Q�"½#�íTa�êß Ú�¾T(�êß�â�¾%Ta�êß�'�¾%Ta����Èb¾%Ta�ëÍ Ù � Ó �Z�*�\�6¡��(���\�(¤��J�®�(���,��½#�a�����

X
»"º��9�������(���*�*�,�(���*�&�,�����a������

A
��ºo���J½#º��#��������¡������a�C�,���&�,�#�����

E(X)
�,� ��'á�Ta����Ú¤XáC�\���N�,�����*�����J½��+ÐW½#�J�,�����r���(��â`�(�J½�º��#�(��.áPTa��ß Ù

TsÚ�������}��N�,���N���r�Q�¡Ê��#���P���æâ`�ZèJ�a�J½��a�C»"º��r���a� �Û��J½��J���J�(�C���æâ`�Q� ��'á�T.��Ú�Ú�Ú¤XáPT.Í�Ú�Ú�Ú�.áMÈ�Ú�Ú�Ú�Ú
T�Ta� Ó �Z���

a
¼
b
���(�.�}��N�,���a�.�,��½#�Q���a�.½#�(�J�,�P»"º��

mcd(a, b) = 1
�Q�"½��a���Q�,��'á

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 3¤Xá

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 2�.á

mcd(a+ b, a− b) = 21
�
mcd(a+ b, a− b) = 3T.Èb������}��N�,���uTIß Í�'ác���Cº��£�*����Q���6�,�(����º��,��½����&�a��È0ÊÅ�(�W½#�a���,�V�������N�a��ãÅ������½�����½#�a�c���T.á
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¤Xác���Vº��£�*��N�,���9�,�a�N��º��Q��½#�6�&�a� Ô ÊÅ�(�Q½��a���Q�V�������N�a��ãÅ���J��½����"½��a�c���TIá �.áP���.º�� �}��N�,���N�������N���

T Ô �����
mcd(234, 567)

�Q��'á Ô ¼kø��(�,�Q�3ÊÅ�(�¦½�� Ô ���(���a�l�,�q�,�������a�(���¦½#�*�n���%��º��,�J�����Q�l���(����#�(¤&�Q����� ¤má+Ín¼�ø��(�Q�,�<ÊÅ�(�¦½��Çâ¢���(���(�l�,�q�,�h�(�J�a�a���¦½��N�����%��º��Q�������,�����(����#�(¤&�Q����� �.á Ó �(�l�����J���a�����,�\�G½#�J¡a�(��¼Nø��(�,�Q�ØÊÅ�(�J½#� Ù �������a�>�,�l�,���(�J�a�a���è½#�N�r�����º��,���J���Q�.���(���*���(¤&�,�������
T Ù � Ó �,�{º��¬�Q�a�cH�º���½#�
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�,�J�,�N�,��½#�a�

¤Xá
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27 �,���Q���Q�"½��a��.á
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TIâb� Ó �Z���,���º��Q�,���

E
�#�(�,�(�hº��ð�l�(�½#�����(�.���a�h���(���(�,� Ó �Z���,���º��Q�,���
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���(�Z���hº���N�(�S½#�J�#���V½#���Q�¹�������a�Q��'á
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TsÍ�Í�Íc¬�È�Ú�Ú�Úb�

T(�c����J�"¡a�,�����N�����#�`�,���������º��Q½��N��� Ù �N����º��J�àß`�Q� ��'áKâ¤XáMÈ�.á Ù ���*½#�J�,���®����¡a�,�����N�N����º����qßb�
Î?�����,����º��,��½��*�Q�a�����,�W½����,�C�\�9�\�9¤Xá�¼���»"º��

4× 2 = 8
¼l�(�����J¡��J�����W�6�,��½#����ß9�,����,��½#�N�,�0T(�

È��c���J���a�§���O����J�Z�`���(��º��Q���a�@������º���� Ô �'â����,�������½��,���`���r�,�a���a��º��Q���,���(�.���J���Z���J�,�
x ≡ 2(mod 5)
x ≡ 4(mod 7)
x ≡ 8(mod 11)

.

�'áC���������½#�,���`���*½����Q���r���a��º��,���(�¤Xá Ô �'È�.á Ô Í�â
Î?�¹���,����º��Q��½����Q�a�����,�Q½#�h�,�4���.¤XáW�T V�(����âb¾�ßP¼qT�T>���a�6�������N�a�?�Q�"½����>�îè"�,��½#�a���,�,��Q�S���J��½#�Q�l�9½����Q���§���a��º��Q���a�Ø����J�Z�6������º����

5× 7× 11 = 385
¼����®�Q�a�N����º��,¤���»"º��¤máC�,�.º����*���(��º��Q���a�S�

Ô ��Î?�§�����a¤��(¤����J�J���������P»"º��.�(�����Q���(��½#��� Ù �,�(��½#�(�T�,�*º����§¤��(���cH����,���������(�\�§����H�º����c¬���*���,�Nº��m½#��è��uãÅ�Q�¹���Q�,�J�P½#���,�.�Z�(��½��(�.�Q�a� �,��N���������}����Q���`¼@�\���(½#���`���¡Ê��Q���,��½#�sá�Q� � �'á
(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)¤Xá
(4 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)�.á
(3 · 3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37)Î?�D���Q����º��,��½#�6�,�(�����Q�Q½#�9�Q�>�\�®¤XáW�nÎ?�r�����J���Q�#�®�Z����½��r��º��Q���h���,�c�,º�����»"º��J�,�#�b��Î����,�aº������D�Z����½��®���,¤&�.���,�����aº��(���r�\�§�������N�,�#�b¾a�,�"½��a���Q�,�c���.½����Q���.º����r�����a¤��(¤����J�J��������

3/39
��Î?��½#�Q���Q�,�#�`���,¤&�r���,�.�J�aº��(�S�`�����������N�,���6¼@���\�����,�aº�������¾��&�a�V½��(��½#��¾���������a¤���¤����J�J���(�l�,�

2/38
��Î?�Û��J½������9�,�(��½#�����,¤&�®���,�P���J��½#�J�"½#�6���®���(�V½����,�P�������N�,���(�,¾
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�ì���"½��a���Q�,�m���!�����a¤��(¤��J���J���(�	���%�a¤�½#�Q���Q�@º��©½��îèJ�¬���J�,�����¥�\�(��Z�(��½��(�.�J�aº��(�J�,�C���(�C½#���,�.�����J���Q�#�(�C�,� �

(3 · 2 · 36)/(39 · 38 · 37).���VÊÅ�(�Q½��a� Ù �����°¡��J�,���6���Q�4ø��,��ø��@���6»"º���ø��Ï¼{�Qº���½����£�&�(����¤����,�h�Q���,�Q�,�J�a���Q�§���6½����Q��Z�(��½��(�.�Q�{º��{���(���cH��`��� Ù �
Ù ������Q�a�cH�º���½#�N���D�J�a�P�*����Q���a�P�����J���a�C�Q� ��'á�ìh� �Q�a�cH�º���½#�qË����¦½#�¤XáKì¹� �,�a�cH�º��"½#�N���qË����¦½#��.áP�¹�N���D�#�(¤&�r����Q�MË����J½#�*�*���qË����J½��
Î?�D���,����º��Q��½��6�,�a�����Q�Q½��9�Q�V���D¤Xáj� Ó �XÊ�º��Q�#�0Ë����J½���¾"�����a�(���(�

p1, ..., pn

¾��Q�"½#�(���,�Q��,�r�*����Q�����,��½#�,���
p1 × ... × pn + 1

¡a�,���¡Ë��,�����Q�{�������N����º��Q�o�(�®���J¡��������£�&�a��,º��(�J»"º����Q�>�����J���D���6�������Q��½��`º����6¼������Q��½Ñ«��Q�@�Q���,�a�cH�º��"½#�����§�J�a�>�������N�a��ãÅ��º��,��,�¹�Q��½������W½��(�N�Q�"½#�®���Ï¼a�a�P»"º��r�,º�����»"º����Q�
pi

áV���`»�º��D�,�.º����*�Q�a�"½��#�(���J�,�Q���a�S�
âb�  V�(�*���(�4¡��(���\�(¤��J�,�

x
�
y
���P��º��Q���,�*�,�a����½#��º����T�N�a���a���¦�a�4ø��a�N�a��ÐQ���,�(�T���P�(�#�(�����¾��Q�.���,�Q���,¾���©b�����,�����a���Q�.���®�\�æÊ��(�����

xayb �Q�a� a ¼ b �*��N�,���(�P�,��½#�Q���a�P�&�a���J½#�¦¡a�a�ãÅ�&�a����¤��J�,�N�,��½#�ØÚ'ár½��(�>»"º��
a + b = n

�����V�}����Q���%���£�N�a���a�N�J�(�9���J��½#�J�"½��a�9����a�#�(����TIß`�Q� � �'á
18 · 17¤Xá
9 · 17�.á
18Î?�`���Q����º��,��½#�N�,�a�����,�W½��`�,�.�\���sáW��ìh����¡a��är�,�J�,�a�J���

a
�Q��*��N�,���
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�,��½Ñ«*º��Zè¦¡a� ¬�Z�(�N�,��½#�h���W½#�,�����J���(��� �

b = 17− a
���4�(�c½��(��½#�9���h½#����½��D���¹¡a�,�>�,ºm«(��½#�a�>�&�a���J¤����Q�¡��(�J�a���Q�h��º��Q���6½��a���(�

a
�� V�a�N�

a
��º��Q�������,���Qº��(�J»�º����,�¹�}����Q���l�Q�"½����

0
¼
17
���½#���Q���®�,����Q��º��¦½��(�����

'��8���®�}��N�,�������n���(���(¤��#���m��� Ù �J�Q½��#�(�Çã��,� º��«���¡ÊÅ�(¤&�W½#�����hÈ����J�Q½��#�(�Ñá£»"º���,�N�����åäZ�(�@¼£½��,���N�����(�@�&�a�P¡a���,�(��,� ��'á
52 · 282¤Xá
5 · 4 · 28 · 27�.á
5 · 4 · 282Î?�N���,����º��Q��½��l�,�(�����Q�Q½#���,�h�\�N�'áW�KÎ�a��ÊÅ���Q½#�(���,��âN�Q�a�����,���&�(�����Q���N�\�(�P¡a���Z�(�J�,�ãÅ�,�@�,�S�������N�,�c¼Ø��J½����N�9��º����(��á�¼l�J�a�WÊÅ�(�Q½��a���Q��È �`�����(�V���W½#���(�C�J�"½��,�����Q���\�(�Q� Ó �S������D�J�����J�Z�����`�,�a��½#���(���J��¾��\���P���(���(¤��#���P��º��Q���,�{�����Q���Q�"½����¹���W½#�#���P���,�&�W½#�J���(�,�

ßb�£���!º���� ���Q�#� ���Q���a�����{�������,º����,�¥'m�,�a�N�,���#�(�J�,�D�������(���Q�#�m»"º���»"º��,���,�N�a��#�(¤&�Q�>���h�,ºm«��"½����>�l�����,���(�c���h��º��Q���,�£���,�"½#�(�>���L���a�J�9�J���&�(��½��®»"º��¡Ð,�l�Q��½�«6���L�\�(������r»�º��çÐ,�S�c����}��N�,���N����Ê��a���l���P�Q� �
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�.áPTa��ß Ù
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TsÚ�������}��N�,���N���r�Q�¡Ê��#���P���æâ`�ZèJ�a�J½��a�C»"º��r���a� �Û��J½��J���J�(�C���æâ`�Q� �

�'á�T.��Ú�Ú�Ú
¤XáPT.Í�Ú�Ú�Ú
�.áMÈ�Ú�Ú�Ú�Ú

Î?�l���Q����º��,��½#�@�,�(�����Q�Q½#�£�Q�§�\�N�.áj�P�F�(�#�����,���Û��J½��J���J�N���Oâ����6ø��l���9½#�Q���N��������Q�ðÚN�N�,�íâ����4�a�.½����"½#�N�\���.�,º���½������������N�,���(�.�Q�¡Ê����(�.���a�{���J¤����Q�P¼m�\�`�,º��(��½��N���Q¤&����,�.º��?Ú*�Nº��ðâ��
Éh�D�,��½#�D�N�����
104 × 2

�
T�Ta� Ó �Z���

a
¼
b
���(�.�}��N�,���a�.�,��½#�Q���a�.½#�(�J�,�P»"º��

mcd(a, b) = 1
�Q�"½��a���Q�,�

�'á
mcd(a+ b, a− b) = 1

�
mcd(a+ b, a− b) = 3¤Xá

mcd(a+ b, a− b) = 1
�
mcd(a+ b, a− b) = 2�.á

mcd(a+ b, a− b) = 21
�
mcd(a+ b, a− b) = 3



Ô â Ô
Î?�*���,����º��,��½����Q�a�����,�W½��*�,�.�\��¤XáW� Ó �Z�

p = mcd(a+ b, a− b)
�,���,����¤��J���(� �

a+ b = ps

a− b = pt���r�������`»"º��D���®½#�J�,��� �
2a = p(s+ t)

2b = p(s− t).����½#�9���J�a���¡Ë��Z�r»"º��
p
���J¡��J���¹�

2a
¼*�

2b
�,��½#�a���Q�,�

p
���J¡��J���¹�(�

mcd(2a, 2b)
���r»"º��»�º����,���r���,�Q���P»"º��D�N¤����,�

p = 2
�*¤����Q�

p
���J¡������r�

a
¼m�

b
�,�"½��a���Q�,�

p = 1
�

TIÈb������}����Q����TIß�Í�'ác���Cº��@�*��N�,�����Q�a�N��º��,��½#���&�a��È0ÊÅ���Q½#�(���,�V�������N�a��ã�������½#����½#�(�>���TIá ¤Xác���Vº��£�*��N�,���9�,�a�N��º��Q��½#�6�&�a� Ô ÊÅ�(�Q½��a���Q�V�������N�a��ãÅ���J��½����"½��a�c���TIá �.áP���.º�� �}��N�,���N�������N���
Î?�h���,����º��,��½��§�Q�a�����,�Q½#���Q�F�\�.�.áj�� V�a�N�h�\�.�#��è¡äc����TIß�Í¹�,�4�,��½����J�Q½������Q�"½#�c���Q���a�»�º��0T Ù ¤��(��½#�r�Q�a�N�����a¤��(���Q�a�N�J�a���*��N�,���(���������N�a� � Èb¾ Ô ¾}âb¾}ßb¾mT�TP¼ T Ô �F�h�����aº�������r�,���J�a�C���`���¦¡b�J���(�

T Ô �����
mcd(234, 567)

�Q��'á Ô ¼kø��(�,�Q�3ÊÅ�(�¦½�� Ô ���(���a�l�,�q�,�������a�(���¦½#�*�n���%��º��,�J�����Q�l���(����#�(¤&�Q����� ¤má+Ín¼�ø��(�Q�,�<ÊÅ�(�¦½��Çâ¢���(���(�l�,�q�,�h�(�J�a�a���¦½��N�����%��º��Q�������,�����(����#�(¤&�Q����� �.á Ó �(�l�����J���a�����,�\�G½#�J¡a�(��¼Nø��(�,�Q�ØÊÅ�(�J½#� Ù �������a�>�,�l�,���(�J�a�a���è½#�N�r�����º��,���J���Q�.���(���*���(¤&�,�������
Î?�*���,����º��,��½����Q�a�����,�W½��*�,�.�\��¤XáW��éC�(��½#�*�åÊ��Q�Q½�º��(�.�,�?�(�J�a�a���¦½#�*�`���9��º��Q���J���,�Q�

T Ù � Ó �,�{º��¬�Q�a�cH�º���½#�
A
��� ß �,�J�,�N�,��½#�a�Q�{ V�a����½���º��J���(�9�Q�>�Q�a�cH�º��"½#�

B
�������a���º�¤&�Q�a�cH�º���½#�a�¹���

A
�������,�a�cH�º��"½#�N���D�J�a�P��º�¤&�,�a�IH�º��"½��a�h���

B
½����Q��� ��'á

27
�,�J�,�N�,��½#�a�

¤Xá
22

27 �,���Q���Q�"½��a��.á
22

7 �,�J�,�N�,��½#�a�
Î?�®���,����º��Q��½��D�,�a�����Q�Q½��r�Q�c���§�.áF¼��r»"º��.º��N�,�(�cH�º���½#�D���

n
�,���Q�N�,�"½��a�������Q���Q�"½��

2n ��º�¤&�Q�a�cH�º���½#�a�Q�



Ô â Ù îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
T.âb� Ó �,�l�Q�4��º��,�Q���

E
�#�(�,�(�hº��í���(�?½����#���¹���a�����(���a�Q� Ó �,�l�Q�4��º��,�Q���

F
���(�Z�(�hº���*�(�S½#�J�#�(�V½����,�.���(���a�,��'á

E
�,�.�Ø«��P�����a¤��(¤����®»"º��

F¤Xá
F
�Q�¹�+«(�P�����(¤��(¤��J�®»�º��

E�.á Ó �a� �J�aº��������D�����a¤���¤����Q�
Î?�����,����º��,��½��£�Q�a�����,�W½����,�h�\�*¤&�.áj��éC����½��Nø��(�Q�,�hº��o���Q�,º��Q�"½��£���9�Z�(���a��ÊÅ�Z¡a�a��¬��¤����Q�P¼@�&�(����¤����,�



Ô â�â
³µ´�¶Z·%¸\¹�¶mº�»:´½¼3º�¿	»ÁÀ[·N¶�´

Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅÇÆ�Ý
È�Ú�Ú�ÚI¬�È�Ú�Ú[Ta�

TIá+ã�È{��º��"½#�(��á Ó �,�
a ∈ R

º��¥�*��N�,���o���Z���>�,��½������W½������Q�"½#�����(���J½��J¡a�
a > 0

�É��,�N�a��½��#�(�®�&�a�®�J����º��Q�,���(��»�º��N�\�£���J�aº��J�,��½#�`���Q���J�aº��(�J���(�<���`¡a�,����Ë��,�m���(�#�@�,�(���
n
����½�º��#�(� �

(1 + a)n ≥ 1 + an.

È�á�ã�È���º���½#�a�Ñá�'á�É��W½#�,�����J���(�P����,������aº����,��½#�®����ä,�a���(�N���,��½#�`�Q�¹�Q�a�����Q�Q½�� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r))↔ (p ∨ ¬r).¤Xá`�����,���J¤��J�`�,�k�J�,���aº��IH�� Ê��a�����(�>¼¥�Q�k�J�,���(º��cH��@����½#º����(�C�\�%���,�����,�J�a����� ��������(º����Q�"½������,��½#�Q���,��� �Wó ���Z¼®����º��N���a�S»"º������.ø����D�(�����(¤��(���P�������aº����P�(�����a���G½#º���� ó �

Ô áåã�T£��º���½#�*á Ó �Z�%���?Ê�º����,���(�
f : Z7 → Z7

�������%�&�a�6�\�{��©b�����,���J�a�
f(a) =

5a + 1
��ã � �,�Qº��Q������»"º��

Z7
�Q�h�,�?�Q�a�cH�º���½#�����D�\�(��ß*�Q�\�(�Q�¹���D�,»"º��J¡G�(���Q���,���*���9������,���(�Q���a� �N����º����qßb�êá�'áC����½�º����\���.���

f
�,�.����¼a�,�W½#�J¡G�`¼@����,�.���a¤����Q¼a�Q�Q½#�¦¡����¤Xá�É��Q½��,���N�J���(�C������©b�J��½#�

g : Z7 → Z7
½����S»�º��r�����Q�a�N�&�a���J�,���(�

g ◦ f ���åË����J����,�a�N�
(g ◦ f)(a) = g(f(a))

���,�N���`�J���,��½#�J���(���
Ù á�ã�Tr��º���½#�*á � �Q���a�¦¡a�,�.�Q�������½#�Q�l�`���r�Q�a���a��º��,���Q�\��� �

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 5 mod 7

x ≡ 2 mod 2

â�á�ã�ÈV��º���½#�a�Ñá? >�a����½���º��J�º��D�(�J�a�a���¦½#�*�V»�º������(���Cº����P���J��½#�V�����,��½#�,���a�
a1, a2, ..., an

¾¼6���(�T�,��½#�Q���a�
a
¼
1 ≤ b ≤ n+1

�J�"½�������ºZäQ�Z���Q���Q�"½#�Q���
a
�Q�`�\�h�J����½#�h�Q�`�\�h�&�a�����Q���a�

b
�Mã��NH��Q�����J� � ���r�,��½#���(���àT.Ú'Èb¾�T.Ú'â�¾¡TsÚ'ßbdmT�T�Ta¾[È��T���D�,�(���D�#�����J���®�\�r�J����½#�OT.Ú'Èb¾XT�T�Ta¾T.Ú'âb¾`T.Ú'ßb��á`����½�º����\���.��º �,�(�����J��H��J���(���



Ô â(' îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
³µ´�¶m·%¸�¹:¶Zº�»:´½¼¾º�¿Z»ÁÀ}·N¶�´
Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅÇÆ�Ý À}·%¿	Ì�· Å ¶ Ã

È Ú�Ú�Úc¬�È�Ú�Ú	T(�

TIáØãôÈ{��º���½#�a�Ñá Ó �Z�
a ∈ R

º��¥�}����Q���%���Z�(�>�Q��½#�����W½��(�N�,��½#�l�&�a���J½��J¡a�
a > 0

�Éh�,�N�a��½��#�(�®�&�a�®������º��,�Q���a��»"º��*�\�£���J�aº����Q�"½��`���Q�����(º��(�����(�����*¡a�Q����Ë��Z�m���(�#�@�Z�����
n
����½#º����(� �

(1 + a)n ≥ 1 + an.�F�(�#�
n = 1

���ÛÊ��a����º��\�6�,�.�,�J�,��½#�uãÅ¤��(���D���D�J����º��Q�,�J�a�XáV��º��,��½���»"º�� �
1 + a ≥ 1 + a.

Ó º��&�a�����(�N�a�N�(ø��(�#��»"º�� �\�ðÊ��a���`º��\�%�Q���Q���Q��½��<���(�#�
n
¼��Q�a�N�����a¤&�Q���(�*��º¡a�Q�#�(�Q������� ���(�#�

n+ 1
�c�����Q���J¤����N�a� �

(1 + a)n+1 = (1 + a)n(1 + a) ≥ (1 + an)(1 + a)

���a����� �\�í��¦½#�J���%���Q�����(º��(�����(���Q���Q�a�����,�,º��,���,�\�n��� �\�<ø��J�&�(½#�Q���J�*��� ������º��Q�,���(���6 ø��a���*¤��J�,� �
(1 + an)(1 + a) = 1 + a+ an+ a2n.Éh�D�N�����*»"º���ÊÅ�(�¦½����Q�a�N�����(¤��(�P���`���Q���J�aº��(�J���(� �

1 + a+ an+ a2n ≥ 1 + a(n+ 1) = 1 + an+ a.

H �Q»"º��J¡������Q�"½#�Q���Q�"½�� �
a2n ≥ 0,�J�*»"º��D�Q�¹�Q���Q��½#�*��º��,��½���»"º��

a > 0
�

È�á�ã�È���º��"½��a��á�'á�É��Q½��,�����J���(�P���?�Q����J�aº��J�,�"½��®�#� ä,�a�������J�,��½#�`�,�.�,�a�����Q�Q½#� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r))↔ (p ∨ ¬r).

Ó �L�������(���(�N�a�
p := F

¾
r := V

¾
q := V

�,�"½��a���Q�,�
(p∨q) := V

¾
(q∨¬r) := V

�Éh�D�,��½#�D�N������¾��,�a� �Q��½����h�(�����a�����,���(���,� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r)) := V.



Ô â�ß
�4�a�P�(½#���*�\�(���

(p ∨ ¬r) := F
¼£���r½����Q���r���`�Q�a��½#�#�(�����Q�,���(�

V ↔ F
�

¤Xá`�����,���J¤��J�`�,�k�J�,���aº��IH�� Ê��a�����(�>¼¥�Q�k�J�,���(º��cH��@����½#º����(�C�\�%���,�����,�J�a����� ��������(º����Q�"½��®���,��½#�Q���,��� ��õ É Ë É(Ø Ñ à`Ê ÍÏÎ Þ Ñ ÈDÊ ÍÛö É(Ê�ÉWÙ�Ú Í�o É Ì�Í Ê Ü Ê ß(Ñ Ê&É£É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É �Ó �,�
U
�Q���,�a�IH�º��"½��r���P�J�a�T�(�Jº��N���a�¼

A
�,�����P���(�T�(�����a���G½#º����(�,�F���*�Q��º����¦¡a�,�����

U × A
���r����Ë����D�,������,���J�Z����� �

P ((x, y)) := el alumno x ha aprobado la asignatura y.

�4�a�P½#�(�"½��N�\�����,��½#�Q���,��� �Kõ É Ë É(Ø Ñ à`Ê ÍÏÎ Þ Ñ ÈDÊ ÍOö É(Ê�ÉWÙ&Ú Í�o É Ì�Í Ê Ü Ê ß(Ñ ÊLÉ@É ÎWÜ¦ß lÊ&É(Ò Ñ Ú�É ���D�Q���Q����¤&��Ê��a�����(�J�*�,�"½�� �

∃x ∈ U ∀y ∈ A (¬P (x, y)).Ó º ���Q���(�Q���a�m�,�Q¾Lº����(�����N�\���P�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�(�P���(�a�J�Z�(�C�&�Q��½#�J���,��½#�Q� �

∀x ∈ U ∃y ∈ A P (x, y).���.���,�Q���Q¾ Ð É Ì É£É(Ø Ñ à`Ê ÍÛö É£ÉWÙ&Ú Í�o É Ì�Í É(Ø ß(Ñ Ê&É£É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É �
Ô áåã�T£��º���½#�*á Ó �Z�%���?Ê�º����,���(�

f : Z7 → Z7
�������%�&�a�6�\�{��©b�����,���J�a�

f(a) =
5a+ 1

��ã � �,�Qº��,�����*»"º��
Z7

�Q�.�Q���Q�a�cH�º���½#�*���®�\�(�Kß6�,���(���Q�P���®�Q»�º��J¡������,���,�������®������,���(�Q���a�@�N����º����qßb�êá�'áC����½�º����\���.���
f
�,�.����¼a�,�W½#�J¡G�`¼@����,�.���a¤����Q¼a�Q�Q½#�¦¡����

Ó �r�a¤����,��¡��N»"º�� �
f(0) = 1
f(1) = 6
f(2) = 4
f(3) = 2
f(4) = 0
f(5) = 5
f(6) = 3�4�a�C½��(��½#�

f
�Q�¹¤��¦¼a�,�W½#�¦¡����

¤Xá�É��Q½��,���N�J���(�C������©b�J��½#�
g : Z7 → Z7

½����S»�º��r�����Q�a�N�&�a���J�,���(�
g ◦ f ���åË����J����,�a�N�

(g ◦ f)(a) = g(f(a))
���,�N���`�J���,��½#�J���(���

÷ �a�N�
f
�,��¤��J¼a�,�W½#�¦¡��§���Q�,�Q�#�(���\�(�N�,��½#�C���,¤&�P��©b�J��½#�J�

g
��Éh�Pø��,��ø��r¤��(��½���½#�a���(�

g(b) = 3b+ 4
¼��*»�º�� �



Ô â�� îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�

g(f(a)) = g(5a+ 1) = 3(5a+ 1) + 4 = a+ 3 + 4 = a���a�����®½#�������.�\�(�C���aº������������,�C���a� �,�(���a��º��,���Q�\�(�.�N����º��J�àßb�
Ù á�ã�Tr��º��"½��*á � �,���a�J¡a�Q�.�,�������½#�,���`���r�,�(���a��º��,���Q�\�(� �

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 5 mod 7

x ≡ 2 mod 2

÷ �a�N��âb¾ ßV¼�ÈP���a�D�������N�a�,¾Ï�Q�"½��a���Q�,��,�(½#�Q�a���Q�l�P��ø��J���.�����J�a�����Q��½#�(��a�(�#�(��½#�¡äZ����.��©b����½#�,���,�\�¹���>���(��º��Q���a�r¼r��º6º������Q�������9�N����º��J�
5×7×2 = 70

�RÉ��>�,��½��h���(���,����¾�Q��,�a�IH�º��"½��N���r�\�(�P���a��º��,�J�a���,�P�,�.���r�\�wÊ��a����� �
x = 68 + 70k

���a�����
k
�,�.º�� �}��N�,���N�Q�"½��,�����

â�á�ã�ÈV��º��"½��a��á ÷ �a����½#��º�����º��D�(���(�a���¦½��N�V»"º������(���Pº����P���J��½��V�����Q�"½��,���a�
a1, a2, ..., an

¾¼9���a�F�,��½#�,���a�
a
¼
1 ≤ b ≤ n+1

�J�"½#������ºZäQ�Z���,�b�,��½#�Q���
a
�,�`���h���J��½��¹�,�`���h�&�a���J�,�J�a�

b
�Mã��NH��,�N����� � �\�®�,�"½��#�(���+TsÚ'Èb¾�T.Ú'âb¾�T.Ú'ß�dXT�T�Ta¾[Èb�F���D�,�a�N�D�#�(�J�����®���r���J��½��OTsÚ'Èb¾XT�T�T(¾TsÚ'âb¾%TsÚ'ßb��á`����½#º����\�(�P��º �,�a�N���J��H������(���
���"½#���(��� �

a1, a2, ..., an; a, b
c := ab

ab := aÊ��a�P�%Ê����a�
b+ 1

½#�
n

d := ai

ai := c
c := d

an+1 := cÓ �(�J����� �
a1, ..., an+1���{º��«�(�J�a�a���è½#�N�¥���n�Q�a�N�����AH������(�©���J���Z�(����º��Q�{½����Q���nº��G������Q�k¤�º��,�J�n»�º�����Z�(�J�çä,��º����*�,�(�"½�������� �Q�a����½��(��½#�D���r�a�&�Q�#�(�Q���a���,�.�Q�{�,�(���*���Q�&�Q½����,�J�a���



Ô â�Í
³µ´�¶Z·%¸\¹�¶mº�»:´½¼3º�¿	»ÁÀ[·N¶�´

Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅÇÆ�ñ
È�Ú�Ú�ÚI¬�È�Ú�Ú[Ta�

TIáøãôÈ%��º��"½��a��á Ó �Z�
t ∈ R

º����*����Q�������,�(�C�,��½#���J�Q½#�(���Q�"½��m�&�(���J½��J¡a�
t > 0

�É��,�N�a��½��#�(�®�&�a�®�J����º��Q�,���(��»�º��N�\�£���J�aº��J�,��½#�`���Q���J�aº��(�J���(�<���`¡a�,����Ë��,�m���(�#�@�,�(���
n
����½�º��#�(� �

(1 + t)n ≥ 1 + tn.

È�á�ã�È���º���½#�a�Ñá�'á�É��W½#�,�����J���(�P����,������aº����,��½#�®����ä,�a���(�N���,��½#�`�Q�¹�Q�a�����Q�Q½�� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r))↔ ¬(p ∨ ¬r).¤Xá`�����,���J¤��J�`�,�k�J�,���aº��IH�� Ê��a�����(�>¼¥�Q�k�J�,���(º��cH��@����½#º����(�C�\�%���,�����,�J�a����� ��������(º����Q�"½��¹���Q�"½#�Q���Q�\� �Mó�ù �Ï¼N�(�Jº������a��»"º���ø��(�£�(�����a¤������D½#�������>���(�>�(�����a����½#º����(� ó �

Ô áåã�T£��º���½#�*á Ó �Z�%���?Ê�º����,���(�
f : Z7 → Z7

�������%�&�a�6�\�{��©b�����,���J�a�
f(a) =

3a+ 1
��ã � �,�Qº��,�����*»"º��

Z7
�Q�.�Q���Q�a�cH�º���½#�*���®�\�(�Kß6�,���(���Q�P���®�Q»�º��J¡������,���,�������®������,���(�Q���a� �N����º����qßb�êá�'áC����½�º����\���.���

f
�,�.����¼a�,�W½#�J¡G�`¼@����,�.���a¤����Q¼a�Q�Q½#�¦¡����¤Xá�É��Q½��,���N�J���(�C������©b�J��½#�

g : Z7 → Z7
½����S»�º��r�����Q�a�N�&�a���J�,���(�

g ◦ f ���åË����J����,�a�N�
(g ◦ f)(a) = g(f(a))

���,�N���`�J���,��½#�J���(���
Ù á�ã�Tr��º���½#�*á � �Q���a�¦¡a�,�.�Q�������½#�Q�l�`���r�Q�a���a��º��,���Q�\��� �

x ≡ 4 mod 5

x ≡ 5 mod 7

x ≡ 2 mod 2

â�á�ã�ÈV��º���½#�a�Ñá ÷ �a����½���º��J�º��D�(�J�a�a���¦½#�*�V»�º������(���Cº����P���J��½#�V�����,��½#�,���a�
a1, a2, ..., an

¾¼6���(�T�,��½#�Q���a�
a
¼
1 ≤ b ≤ n+1

�J�"½�������ºZäQ�Z���Q���Q�"½#�Q���
a
�Q�`�\�h�J����½#�h�Q�`�\�h�&�a�����Q���a�

b
�Mã��NH��Q�����J� � ���r�,��½#���(���àT.Ú'Èb¾�T.Ú'â�¾¡TsÚ'ßbdmT�T�Ta¾[È��T���D�,�(���D�#�����J���®�\�r�J����½#�OT.Ú'Èb¾XT�T�Ta¾T.Ú'âb¾`T.Ú'ßb��á`����½�º����\���.��º �,�(�����J��H��J���(���
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È Ú�Ú�Úc¬�È�Ú�Ú	T(�

TIáøã�È%��º��"½#�(��á Ó �,�
t ∈ R

º����}����Q�������,�(�P�Q��½������W½��(�N�Q�"½#�@�&�a���J½��J¡a�
t > 0

�Éh�,�N�a��½��#�(�®�&�a�®������º��,�Q���a��»"º��*�\�£���J�aº����Q�"½��`���Q�����(º��(�����(�����*¡a�Q����Ë��Z�m���(�#�@�Z�����
n
����½#º����(� �

(1 + t)n ≥ 1 + tn.�F�(�#�
n = 1

���ÛÊ��a����º��\�6�,�.�,�J�,��½#�uãÅ¤��(���D���D�J����º��Q�,�J�a�XáV��º��,��½���»"º�� �
1 + t ≥ 1 + t.

Ó º��&�a�����(�N�a�N�(ø��(�#��»"º�� �\�ðÊ��a���`º��\�%�Q���Q���Q��½��<���(�#�
n
¼��Q�a�N�����a¤&�Q���(�*��º¡a�Q�#�(�Q������� ���(�#�

n+ 1
�c�����Q���J¤����N�a� �

(1 + t)n+1 = (1 + t)n(1 + t) ≥ (1 + tn)(1 + t)

���a����� �\�í��¦½#�J���%���Q�����(º��(�����(���Q���Q�a�����,�,º��,���,�\�n��� �\�<ø��J�&�(½#�Q���J�*��� ������º��Q�,���(���6 ø��a���*¤��J�,� �
(1 + tn)(1 + t) = 1 + t+ tn+ t2n.Éh�D�N�����*»"º���ÊÅ�(�¦½����Q�a�N�����(¤��(�P���`���Q���J�aº��(�J���(� �

1 + t+ tn+ t2n ≥ 1 + t(n+ 1) = 1 + tn+ t.

H �Q»"º��J¡������Q�"½#�Q���Q�"½�� �
t2n ≥ 0,�J�*»"º��D�Q�¹�Q���Q��½#�*��º��,��½���»"º��

t > 0
�

È�á�ã�È���º��"½��a��á�'á�É��Q½��,�����J���(�P���?�Q����J�aº��J�,�"½��®�#� ä,�a�������J�,��½#�`�,�.�,�a�����Q�Q½#� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r))↔ ¬(p ∨ ¬r).

Ó ���(���J�a���(�N�a�
p := V

¾
r := V

¾
q := V

�,��½#�a���,�Q�
(p∨q) := V

¾
(q∨¬r) := V

�Éh�D�,��½#�D�N����� �
((p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬r)) := V.



Ô�ú T
�4�a�P�(½#���*�\�(���

(p ∨ ¬r) := V
¼@���r½����Q���r���`�Q�a�"½��#�(���J�,�Q���a�

V ↔ F
�

¤Xá`�����,���J¤��J�`�,�k�J�,���aº��IH�� Ê��a�����(�>¼¥�Q�k�J�,���(º��cH��@����½#º����(�C�\�%���,�����,�J�a����� ��������(º����Q�"½��¹���Q�"½#�Q���Q�\� �Mó�ù �Ï¼N�(�Jº������a��»"º���ø��(�£�(�����a¤������D½#�������>���(�>�(�����a����½#º����(� ó �Ó �,�
U
�Q���,�a�IH�º��"½��r���P�J�a�T�(�Jº��N���a�¼

A
�,�����P���(�T�(�����a���G½#º����(�,�F���*�Q��º����¦¡a�,�����

U × A
���r����Ë����D�,������,���J�Z����� �

P ((x, y)) := el alumno x ha aprobado la asignatura y.

�4�a�P½#�(�"½��N�\�����,��½#�Q���,��� �Kõ É Ë É(Ø Ñ à`Ê ÍÏÎ Þ Ñ ÈDÊ ÍOö É(Ê�ÉWÙ&Ú Í�o É Ì�Í Ê Ü Ê ß(Ñ ÊLÉ@É ÎWÜ¦ß lÊ&É(Ò Ñ Ú�É ���D�Q���Q����¤&��Ê��a�����(�J�*�,�"½�� �
∃x ∈ U ∀y ∈ A (¬P (x, y)).Ó º ���Q���(�Q���a�m�,�Q¾Lº����(�����N�\���P�,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�(�P���(�a�J�Z�(�C�&�Q��½#�J���,��½#�Q� �
∀x ∈ U ∃y ∈ A P (x, y).���.���,�Q���Q¾ Ð É Ì É£É(Ø Ñ à`Ê ÍÛö É£ÉWÙ&Ú Í�o É Ì�Í É(Ø ß(Ñ Ê&É£É ÎWÜ¦ß Ê&É(Ò Ñ Ú�É �

Ô áåã�T£��º���½#�*á Ó �Z�%���?Ê�º����,���(�
f : Z7 → Z7

�������%�&�a�6�\�{��©b�����,���J�a�
f(a) =

3a+ 1
��ã � �,�Qº��,�����*»"º��

Z7
�Q�.�Q���Q�a�cH�º���½#�*���®�\�(�Kß6�,���(���Q�P���®�Q»�º��J¡������,���,�������®������,���(�Q���a� �N����º����qßb�êá�'áC����½�º����\���.���

f
�,�.����¼a�,�W½#�J¡G�`¼@����,�.���a¤����Q¼a�Q�Q½#�¦¡����Ó �r�a¤����,��¡��N»"º�� �

f(0) = 1
f(1) = 4
f(2) = 0
f(3) = 3
f(4) = 6
f(5) = 2
f(6) = 5�4�a�C½��(��½#�

f
�Q�¹¤��¦¼a�,�W½#�¦¡����

¤Xá�É��Q½��,���N�J���(�C������©b�J��½#�
g : Z7 → Z7

½����S»�º��r�����Q�a�N�&�a���J�,���(�
g ◦ f ���åË����J����,�a�N�

(g ◦ f)(a) = g(f(a))
���,�N���`�J���,��½#�J���(���

÷ �a�N�
f
�,��¤��J¼a�,�W½#�¦¡��§���Q�,�Q�#�(���\�(�N�,��½#�C���,¤&�P��©b�J��½#�J�

g
��Éh�Pø��,��ø��r¤��(��½���½#�a���(�

g(b) = 5b+ 2
¼��*»�º�� �

g(f(a)) = g(3a+ 1) = 5(3a+ 1) + 2 = a+ 5 + 2 = a
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���a�����®½#�������.�\�(�C���aº������������,�C���a� �,�(���a��º��,���Q�\�(�.�N����º��J�àßb�
Ù á�ã�Tr��º��"½��*á � �,���a�J¡a�Q�.�,�������½#�,���`���r�,�(���a��º��,���Q�\�(� �

x ≡ 4 mod 5

x ≡ 5 mod 7

x ≡ 2 mod 2÷ �a�N��âb¾ ßV¼�ÈP���a�D�������N�a�,¾Ï�Q�"½��a���Q�,��,�(½#�Q�a���Q�l�P��ø��J���.�����J�a�����Q��½#�(��a�(�#�(��½#�¡äZ����.��©b����½#�,���,�\�¹���>���(��º��Q���a�r¼r��º6º������Q�������9�N����º��J�
5×7×2 = 70

�RÉ��>�,��½��h���(���,����¾�Q��,�a�IH�º��"½��N���r�\�(�P���a��º��,�J�a���,�P�,�.���r�\�wÊ��a����� �
x = 54 + 70k

���a�����
k
�,�.º�� �}��N�,���N�Q�"½��,�����

â�á�ã�ÈV��º��"½��a��á ÷ �a����½#��º�����º��D�(���(�a���¦½��N�V»"º������(���Pº����P���J��½��V�����Q�"½��,���a�
a1, a2, ..., an

¾¼9���a�F�,��½#�,���a�
a
¼
1 ≤ b ≤ n+1

�J�"½#������ºZäQ�Z���,�b�,��½#�Q���
a
�,�`���h���J��½��¹�,�`���h�&�a���J�,�J�a�

b
�Mã��NH��,�N����� � �\�®�,�"½��#�(���+TsÚ'Èb¾�T.Ú'âb¾�T.Ú'ß�dXT�T�Ta¾[Èb�F���D�,�a�N�D�#�(�J�����®���r���J��½��OTsÚ'Èb¾XT�T�T(¾TsÚ'âb¾%TsÚ'ßb��á`����½#º����\�(�P��º �,�a�N���J��H������(���
���"½#���(��� �

a1, a2, ..., an; a, b
c := ab

ab := aÊ��a�P�%Ê����a�
b+ 1

½#�
n

d := ai

ai := c
c := d

an+1 := cÓ �(�J����� �
a1, ..., an+1���{º��«�(�J�a�a���è½#�N�¥���n�Q�a�N�����AH������(�©���J���Z�(����º��Q�{½����Q���nº��G������Q�k¤�º��,�J�n»�º�����Z�(�J�çä,��º����*�,�(�"½�������� �Q�a����½��(��½#�D���r�a�&�Q�#�(�Q���a���,�.�Q�{�,�(���*���Q�&�Q½����,�J�a���
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Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅuÜ
È�Ú�Ú�ÚI¬�È�Ú�Ú[Ta�

Ó �Z�*�,���a�#� Ê��`���J�����J�
G = (V,E)

�,ºb¼��N�l�G½#���¡ä§���D�(�b¼��(�,�Q���,���(�¹�Q�
A
�

A :=

0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0¼@���r�N�����*»"º��r��º{�&��½#�,���,�\�`���¤����,�*�,� �
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A3 :=

20 37 29 37 28 21 18 46 29 33 31 21 33 45 28
37 38 49 63 41 42 34 62 31 41 43 36 33 65 38
29 49 40 57 39 33 25 61 36 43 48 28 42 60 40
37 63 57 72 60 44 41 80 46 55 61 45 54 80 59
28 41 39 60 40 40 29 60 29 40 48 35 33 59 43
21 42 33 44 40 26 24 52 27 30 37 30 34 51 59
18 34 25 41 29 24 16 40 20 25 35 19 24 36 32
46 62 61 80 60 52 40 74 40 54 65 39 52 78 58
29 31 36 46 29 27 20 40 22 28 35 19 29 45 27
33 41 43 55 40 32 25 54 28 32 38 26 32 55 35
31 43 48 61 48 37 35 65 35 38 44 39 35 65 45
21 36 28 45 35 30 19 39 19 26 39 20 25 37 36
33 33 42 54 33 34 24 52 29 32 35 25 28 53 30
45 65 60 80 59 51 36 78 45 55 65 37 53 76 59
28 38 40 59 43 39 32 58 27 35 45 36 30 59 40T.á
É��Q½��,���N�����(�>�Q���}����Q���6���h¡�ÐQ��½#�J�,�Q�,¾��,�&�}��N�,���6���§�(������½#�(�c¼N�,�&�a�#�(���6�����Z�����¡�ÐQ��½����,�r���,����{���`�(�����Q���(�Q���a�m���r���a�V¡�Ð,��½����Q�,�¹»"º��D���*�\������½#���¡ä 6 �

È�á�Éh�,�N�a��½��#�(�Vº����(�����`�\�9����½#���çä
A
¼��\���V�&�(½��,���Q�\�(�V���

A
»"º��§���®�(�&�a��½��(�£»"º��§�,��(�#� Ê��

G
�Q�¹�,�(����©b���

Ô á����Q����Ë��Z���.����,�¹�*���Nº�� �a��� Ê��*�Qº����Q�����(�����
Ù á
É��Q½��,���N�����(�c�,ºm«(�&�,�V�\�D�����a¤���¤����J�J���(�N����»"º��§�(�&�Q���Q�a����º��£�Z�����J���9���h���a���(�J½�º��Ô º����J�,�����*�,��������N�,�V¡�Ð,��½#�J�,�®¼@�Q��½#�,���,�Q����������ø��*�Z�(�N�����`���Z�*���J�����J�(�
â�á Ó �Z�@�Q�T��©b�&�Q�����N�,��½#�@���qéV�Q�����(º����J�4�,�(�����J��½#�Q�"½��*�,���Q���,�(����º��<¡�Ð,��½����Q�`���

G
����N�����m»"º��N���N�(¤�½#�J�,���*º��òÐ�©b�J½�� �����,���a���(���m���N���J�jø��m¡�Ð,��½#���Q�N�Q�D�l�Z¼a�a�®� ���(º��(�»"º��ÛT.Úb��Éh�Q½#�Q���N�������>�\�9�����a¤��(¤������¦���(�

p
���PÐª©b�J½#�9¼��\�9�����a¤��(¤������¦���(�

q
����Ê��#���Z�(������D���J��ø��N�ª©b�&�,���J�N�,�"½��N���0éV�Q�����aº��������

ú áOÉ��W½#�,�����J���(�`���<�����(¤��(¤��J���J�����¥��� »"º��{�(�C���Q�&�Q½#�J�*�Q�.�ª©b�&�,���J���Q�"½��¢�(�"½��,���J�a�àâ¡a�Q�,�Q�h���D�(¤�½#�Q�����N����N�,���a�.º��uÐ�©b�¦½#���
ß�á Ó �Z� º��!�"º��Q¡a�o��©b�&�,�����N�,��½#�o�(���,��½#�(���J�m»"º����,�a��������½#���Q�!�,�J�,�a�J�rº��n¡�Ð,��½����Q�����
G
� Ó �,���\�D¡G�(�����(¤����h�(���,��½#�a�����

g
�,�a��������½#�,��½#�§�,�m�(�����a�����C�6�,�(���6¡�ÐQ��½����,�§��º@�a�#�(�����Éh�,���Q���J¤����h�Q�4�Q�������,���l��º��Q��½#���(����9���J�jø�����©b�&�,�����N�,��½#��¼ �\�qÊ�º����,�J�a�

g
� ÷ �(�J�,º����(����`�Q���&�,���(�Zä,������½#�Q�+«�½#�J�,�����r���J�jø���¡��������(¤����®�����Z�G½#�a���\�b�

��á+É��Q½��,�����J���(���,�h�}��N�,���¬���<��������½��(��»"º��%ø��Ï¼k»"º��<�����(�����l�
G
���(�#�!»"º��%����Q�a�"¡��J�,��½#�*�Q�{�Q��a�#� Ê��`�,�a�N���J�Q½����
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Ó �Z�*�,���a�#� Ê��`���J�����J�
G = (V,E)

�,ºb¼��N�l�G½#���¡ä§���D�(�b¼��(�,�Q���,���(�¹�Q�
A
�

A :=

0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0¼@���r�N�����*»"º��r��º{�&��½#�,���,�\�`���¤����,�*�,� �
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A3 :=

20 37 29 37 28 21 18 46 29 33 31 21 33 45 28
37 38 49 63 41 42 34 62 31 41 43 36 33 65 38
29 49 40 57 39 33 25 61 36 43 48 28 42 60 40
37 63 57 72 60 44 41 80 46 55 61 45 54 80 59
28 41 39 60 40 40 29 60 29 40 48 35 33 59 43
21 42 33 44 40 26 24 52 27 30 37 30 34 51 59
18 34 25 41 29 24 16 40 20 25 35 19 24 36 32
46 62 61 80 60 52 40 74 40 54 65 39 52 78 58
29 31 36 46 29 27 20 40 22 28 35 19 29 45 27
33 41 43 55 40 32 25 54 28 32 38 26 32 55 35
31 43 48 61 48 37 35 65 35 38 44 39 35 65 45
21 36 28 45 35 30 19 39 19 26 39 20 25 37 36
33 33 42 54 33 34 24 52 29 32 35 25 28 53 30
45 65 60 80 59 51 36 78 45 55 65 37 53 76 59
28 38 40 59 43 39 32 58 27 35 45 36 30 59 40

T.á
É��Q½��,���N�����(�>�Q���}����Q���6���h¡�ÐQ��½#�J�,�Q�,¾��,�&�}��N�,���6���§�(������½#�(�c¼N�,�&�a�#�(���6�����Z�����¡�ÐQ��½����,�r���,����{���`�(�����Q���(�Q���a�m���r���a�V¡�Ð,��½����Q�,�¹»"º��D���*�\������½#���¡ä 6 �
÷ �a�N�¹�\�P�l��½����¡ä��,�����½��(�������

15×15
�Q�"½��a���,�Q�Fø��Ï¼qT.âP¡�ÐQ��½����,�Q�,��Î?�.��º��Q�,���J�a����D�J�a�P�a���(���a�Q¾�º��#�(�������\���a�����,�����,�J�a� ���D�J�a�C¡�ÐQ��½#�J�,�Q�¹»"º��D���å���(���*���`����½#���çä��,� �

(6, 9, 8, 12, 8, 7, 5, 12, 6, 7, 9, 6, 7, 12, 8).�4�a�r½��(��½#� �,�c�*��N�,���{���l�(������½#�(�r�,�9�\�m�N�¦½��(���������m��º���� ���N�,��½��a�9�a�#�(���a�,¾�Q��½����Q�,¾
122/2 = 61

�
È�á����,���¡Ë��,�(�Tº����(�����r�����l�G½#���¡ä

A
¼����(�T�&��½#�,���,�\�������

A
»�º��.���.�(�&�a��½#�(�`�����,���a��� Ê��

G
�,�.�,�a����©b���
���q��Ê��,�Q½��¬�Q�l�Q�a���ª©��¬��º��,�

A3
½����Q��� ½������(����º��l�,��½#���(���(�����¢��º����(�N���n»�º�������a���¡Ë��,�`»"º��Dø��Z¼@º�� �,�(���J���`���r���(���a�¦½#º��£½����,�.º������,�����N�Z�����*���(�P���®¡�Ð,��½#���Q�,�Q�

Ô á����Q����Ë��Z���.����,�¹�*���Nº�� �a��� Ê��*�Qº����Q�����(�����
ûh�N�Q�¹�Qº����Q�����(���`��º��,�¹ø��Ï¼£¡�ÐQ��½����,�Q�¹���r�a���(���*���N���(�Q�

Ù á
É��Q½��,���N�����(�c�,ºm«(�&�,�V�\�D�����a¤���¤����J�J���(�N����»"º��§�(�&�Q���Q�a����º��£�Z�����J���9���h���a���(�J½�º��Ô º����J�,�����*�,��������N�,�V¡�Ð,��½#�J�,�®¼@�Q��½#�,���,�Q����������ø��*�Z�(�N�����`���Z�*���J�����J�(�
÷ �a�N�`�\�6�Q�"½#���(���

(1, 3)
���

A3
�,��È�Í�¾��Q�"½��a���Q�,�.ø��Ï¼øÈ�Í��,�(�N�����a�V���®�J�a���(�J½�º��Ô º������Q�����<�Q�V¡�ÐQ��½#�J�,�ðT@�,�(���Q�V¡�ÐQ��½����,� Ô �òÎ�a���Z�����J���a�6���������N�����Q�6���Q¤&�,�����,�
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1a13
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�ò�4�,�������@�Q��½��a�`���<ø��Z¼!���J�aº����%��º��,�øT£¼ Ô ���<���a��(��¼��(�Q�,��½#�,�Q¾L¼��*»"º��D���`�Q�"½#���(���
(1, 3)

���
A
�Q��Ú��

â�á Ó �Z�£�,�T�ª©b�&�,���J���Q�"½��m���qé>�,�����aº����J�4�Q�a�����J��½��,�"½��*�Q���,���Q�a���hº��<¡�Ð,��½#�J�,�`���
G
����������m»"º��N���N�a¤�½#�J�,���`º��ÇÐª©��¦½#� �����Q���(�#�(���m���N������ø��m¡�ÐQ��½#�J�,�*�,�D���Ï¼a�a�®� �J�aº��(�»�º��OTsÚ��nÉ��Q½��,�����J���(�>�\�9�����a¤���¤����J�J���(�

p
����Ð�©b�J½��6¼��\�9�����a¤���¤����J�J���(�

q
����Ê����(�Z��������r������ø��*��©b�&�,�����N�,��½#�N���æéV�Q�����(º����J�³�

ù �Z¼øT.â§¡�ÐQ��½����,�Q�,¾�½#���Q�c���¹�Q���J�a�F½#�J�,���Q�N�a�#�����r�l�Z¼a�a�T�D�J�aº��(��»"º��0TsÚ�¾��,��½#�a���Q�,� �
p = 3/15 q = 1− p = 12/15.ú áOÉ��W½#�Q���N�������*���<�����a¤��(¤��J���¦���(�¥���m»�º��{�(�P���,�&�Q½����*�Q�P��©b�&�,�����N�,��½#�¢�(��½#�,�����a�qâ¡a�,�Q�,�h���r�a¤�½#�Q�����*�(�����Q���a�.º��?Ðª©��¦½#���

����½��h��º��,�,�����Q�c�,�a�N�����Q�N�,�"½#�(���J�r������º��Q�,��� Ò ÍZÌ�Í�ð Ú�É Ð É ÎÏÍÏÎ ¾a�&�a��½��(��½#�D��ºl�����a¤[¬�(¤����J�J�����@�,� �
1− (12/15)5.ß�á Ó �,�{º��!�"º��W¡a�%�ª©��&�Q���J���Q�"½#�o�(�J�Z��½��a���J�m»"º����Q�a�����J��½����,�!�,�J�,�(���rº��¢¡�Ð,��½#�J�,�����

G
� Ó �Z�����D¡��(�����(¤��J���(�J�Z��½��a�����

g
�,�(�����J��½#�Q�"½��®�,�m�(�����a���(�V���,�(���9¡�Ð,��½����Q�§��º@�a�#�������É��,���,���J¤����¹�,��,�����(�,�J�l�`º��,��½��#�(�?���6���J�jø��l��©b�&�Q�����N�Q�"½#��¼ �\�OÊ�º����,�J�a�

g
� ÷ �����,º��\�(��\���,���&�Q�#�(�	äZ�N�l��½��,�+«�½#�¦�Z�����D������ø��`¡G�(�����(¤��J�®�(���,��½#�(�������

���¹�,�����(�Q���!��º��Q��½��#�(�
Ω
�Q�l�Q�¹�,�a�IH�º��"½��!��� ¡�Ð,��½#���Q�,�Q¾P»�º��o���{��º��Q���o�&�,�����(��,�a�N�

N15

��Î�ÛÊ�º����Q���a�
g
�,�¹�Q��a���(���*���r�������*»"º��

g(1) = 6, g(2) = 9, g(3) = 8, g(4) = 12, g(5) = 8, g(6) = 7, g(7) = 5, g(8) = 12,

g(9) = 6, g(10) = 7, g(11) = 9, g(12) = 6, g(13) = 7, g(14) = 12, g(15) = 8.Ïì��º{�Q���&�,���(�Zä,������½#�Q�Ø«G½#�J�,���,� �

(6 + 9 + 8 + 12 + 8 + 7 + 5 + 12 + 6 + 7 + 9 + 6 + 7 + 12 + 8)/15.�'á+É��W½#�Q���N�����(���Q���*����Q���¬���%�(���J��½#�(�l»"º��%ø��Z¼	»"º��<�����(���J�l�
G
���(���!»"º��<����,�a��¡����,��½��*�Q�{�Q��a��� Ê��*�Q�a�������Q½����

����a�#�cÊ����,�(�������Q½��
K15

½#�J�,���D½#�����a�h��º��h¡�Ð,��½#���Q�,�����6�(�#�(���?T Ù �Q�a�o���N»�º��6�,��}��N�,���N���9�(������½��(�P»"º��r½����Q���r�Q� �
(15× 14)/2.É��D�Q��½��9�N�����*���`����Ê��,���,���Q�\�`�,��½#���D�,��½#�D�}����Q���*¼@�Q� |V | ���a� �\���¹��������½��(�P»"º��ø��Ï¼£»�º��9�����(�����P�

G
���(���*�a¤b½#�,���,�.�,��a��� Ê��*�Q�a�N�����W½#��¾��Q��½#�N�,�Q¾

105− 61
�
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Î?�`��º��#���,�J�a�m���,���©��(�N�Q�{�Q�¹���æÈ`ø��a�#�(�C¼@�N�,�������Ó �D�&�����î«(� º�½����J�¡äZ�(�V���J¤����(�V¼m�(��º��"½#�Q�¹�,� ��º ���,�(���¡äZ�(�Q���(���û¹�N���r�&�,�����¦½#�§�,�º��������r�,�(���Qº��\�����a�#���,�{�����o���Q����º��Q��½#��»"º��£���%�Q��½ÑÐ@�(���Q�,º������(�N�,��½#�£�#� ä,�a�������o���£�Q�a���������Q�#�(�î«%�J���Q�a��¬���,�W½����

Ta�6����½�º������(�®���T�,�T�����aº����Q�"½#�6�#��äQ�a���(�N���Q�"½��£�,�®�m���m�,�(�����Q�Q½�� � Ó �F�,�T�Q�a���(�§����Q��� ä,º���¾4�Q�"½#�(���,�Q���{�,��½�«{��º�¤��\�(���{�oø��Ï¼�º��!�,�Q���J�������m�����,�a�J�a�r�,�6��äQº��c�{��������Q�a�"½��#�(�����`ø��Z¼@º�� �,�Q���J�������
�4�a�P����½��(��½#�*�,��½�«*��º�¤����(�����
Èb� ÷ �a���������Q�#�(�.�Q����J�aº��J�,�"½��r�(���(�a���¦½��N���Q�{���Qº������Q�������(� �
�®Â�Ö Ó Õ x Õ%$è�

© ��� �	��¼ �
� Ú��mä �
� Ú
�¨ø����J�§¼��©*¬�T
¼ ��� ¼��OT(¾Xä ��� ä���¼

� Õ�ÔÅÃ x Õ%$�ä
� ÷ ºm«(�T�Q�®�,�F¡G�(���(�����Oä`º����£¡a�åä*��H��Q�,ºb½��(���m�Q���(�J�a�a���¦½#�*���	����½#º������(��\���,�a�N���J��H������(�@���Q�?�(���(�a���¦½��N���,�m½ÑÐQ���N�����(�P���r���

Ô ��É��9º��{�}��N�,�����&�a���J½#�¦¡a�N�N�,���(�¹»"º��+T.Ú�ÚN���(¤&�,�N�a�¹»�º��6�(�?���¦¡������J���¦�*�&�a��È���`���§���,��½#��T(¾��(�S���¦¡b�J�������J�9���(� Ô ���`���®���Q��½#�øT§¼@�(�����J¡��J�������J�6�&�a�Mß6�������§���,��½#�È�� � É��r»�º	ÐD�}��N�Q���N���r½��#��½#���
Ù � Ó �Z���

Z6
�,���Q�a�cH�º���½#�������,���(���Q�V�����,»"º��¦¡��(�J�,���Q�\�9���h�\�D���Q�\�(�Q���a�����h�,�a���(��º[¬�Q���,���*�N����º��J� ú ¾

Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},¼
f : Z6 → Z6

���åË����������&�a�
f(x) = 2x.

����½#º������(� ���
f
�Q�o�J�"¼a�Q�Q½��J¡���¼	�����º����#�Z¼a�,�W½#�¦¡����
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¤Xá&�o����º��,�¼øÎº��Z�(�'�,��½ÑÐ#�{���¦½#º������a�Pº������(���\�����*���,��(½������
ú ��Î?�`�����a¤��(¤��J���J�����@���r»"º��rº�� �a�����#���(���a�&�#�����(��¤��\�����(�)�u{F��� Ò ���m���*�,�*�#��½+��(������m����Ê,�,�W½#�-�,��Ú��ëÚ�Ú	Ta�nÎ?�àì � � ÷ ø��`�,�a�N�����(���*�*�,�Q�.�#��½+�Q�/�)�"½%�wâ��a�����#�������a�*�,�

�#�����(��¤��\�����a�&�#�u{4�(� Ò ����� ù �(�J�\���C���`�����a¤���¤����J�J���(�£��� ��'á�Î�a��â��a�����)���(���a�%�Q�¹���%�Q�%�)�"½+�)�%�(������m����Ê,�,�W½#���
¤XáVÉ0�>�J�a�?�,�1���,�h�a�����#���(���a�*�,�4ø��Z¼����(���/�)���a�º�����»"º��>���*�,�%�)�"½%�C�(������D���åÊ,�Q�Q½#���
ßb��É§�(���2�,��a�#�cÊ��l�Qº�¼��l�l��½����¡äD���6�(��¼��(�)�#���Q�\�(�0�,������»"º����(�����%�,�)�����,�3��½#�.�}¬º��(�,�J�3��¾��#� ä,�3���Q�%� ���%�%�,����º��Q��½��¢�<�Z�(����º����<���m�\���`�����aº��1�#��½+�,�`���*�,�aº��"½���� � �5476�,�3���ª©b��� �5486 �,º��1�,���\������� �5476 ø��(�N�J�¦½#������������� �5476 ¤��J���(��½#�J�����a� Ó ���m«��.� 6 � 6 �9�,��a�#� Ê��:� 6 ���N�(���(º����m���N��� 6 ½#���&� 6 »"º����(���(�%�Q�#�)�¬�@�,�3��½#�.�"º��(�Q���3� �<; ��¤��(�³¾��º��Q����¾�,º�¤&��¾��Q���Q�����

A =





















0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0





















��� 4 ��º��k�Q�.�Q��½��n���Q���(��½��(�-�#��½#���,�3��¡��J¡3�#�<��â<���Q� 6 �3��� 6 � � � 6 �&�3�����,������� 6
6 ���(º��.�)�"½%� 6 ���%�,�(º��"½#� 6 ��'á �5476 �&� 6 ��¤��.�9»�º��`�Z�����£�N�.�Q�`¤��������,�F���,���(��½��(�-�)�"½#� 6 �`�J�.�Q¡3�9�l���4�Q�3����©*¬�(�Q½#�(�-�#�"½%�æâ����r��� 6 �N�1�,��¤���� 6 �%� 6 ½��=�"½+� 6 �ã?>QÂ x ÃÅÄaÕ�Ä�ÃÅÆ&Â�$hºb½#���J�¡äZ���.º��%�(�#� Ê��/�)�$�,�»"º��6��� 6 ¡�Ð,��½#�J�#� 606 �Z���%��� 6 ���,� 6 �3��� 6 ¼ø��Ï¼£º����N�(��� 6 ½#� �)�"½��%�D�,�(���*��� 6 ���,� 6 �3��� 6 »�º�� 6 �D�J�.�W¡����@�l����áW�¤Xá � ù �Z¼a¾��(�>�-�#��� 6 ¾T��� 6 ���,� 6 �3��� 6 �Q�3�@��©����Q½����/�)�"½+�"�,�>��� 6 �N�A�}��/�Q���%����(���J�a� 6 �#�B�Q�����,������½����/�)�"½����òã,>,Â x ÃÅÄaÕ�Ä�Ã�Æ�Â�$ Ó �V�(�Q�3� 6 �AH�������ä,�3���(�4�&�(�4�%�Q��º��,�Q������(��(¤ 6 º������*áj�
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Í���É���¤�ºIH��(�.��� 6 â*�a��� Ê�� 6 �����������J�a�J��� 6 ãÅ��º����.�)������ø��(¤��,�¹�\� ä,� 6 ���(��� 6 ½�� 6 ��º���¬½������1� 6 á¹»"º�� �ª©�� 6 ½%�#�Öã 6 �(�J¡(�@� 6 �a�N�a��Ë 6 �N� 6 á.�Q�3� Ù ¡�ÐQ��½#�J�#� 6 �����a�#������ÈíãÅ�*�,�Qº��,�����»"º��rº��{����äQ� 6 �a¤��%�rº��m¡�Ð,��½����)�D�(�&�a��½#�`��� 6 º����J���(��� 6 �(���a�#�(���*���C� 6 �r¡�ÐQ��½#�J�#�sáW�
T.Ú�� 4 ���,��,���cH�º��"½�� N7

6 �D�,��� 6 �J���,���*�\���%�,���(�Q���3�
R
���W½+�,�����1���(�����&�a� �

∀a, b ∈ N7, (aRb⇔ (a+ b) < 5) .

� �Q���%� 6 �)�"½���� �\�¬�%�Q�\�(�Q���3�©�-�,���\����½+�%º��ò�����(�#� Ê���� 476 ½�º������(� 6 �<� 6 �%�W¯D��©b�¦¡���¾
6 ���àÐQ½������,�6¼£½��#��� 6 �J½��J¡��b� ÷ �(���Qº��\���C�\���,�\��º 6 º����`½��#��� 6 �J½��J¡��b�
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ü?ý�þ ³ üòÿ �A��ÿÖþ�� E3üGFIHEüG�&JLK
È�Ú�Ú�ÚI¬�È�Ú�Ú[T3M Ô ¬AÚ'ÈI¬�È Ú�Ú	T

Î�N O�º�P%N�Q#R1S3�:O��#TU�ª©�N�V/�)�A� 6 O��æÈ�ø�W3P+N 6 ¼XV-�#O�R.N�MÓ �IY�WZO�PÑ«�� ºb½+R.T1R¡ä#N�P[T1R.\�P*W 6 ¼:N=Y�º��"½%� 6 �)� 6 ºAP*��N�T1Rçä�N=Q#R1S3�	Mû]W 6 �CY��)P%V-RJ½+�^�#Tº 6 W-O��IQ�N�T1Q,º�T.N�O�W3P%N 6 M{!WZO�N$P%� 6 Y�º�� 6 ½+N<»�º��X��W�� 6 ½îÐ:N�O��#QQºDN�ODN�V-�#��½+�2P%N�ä#W��DN�ODN 6 �2Q#W3� 6 R.O��)P+N�Pî«_R.��Q)W3P�¬P%�#QW½`N�M

T3M 476 ½#º�O�R.N�P 6 Ra�)T 6 R1baº�R.�)�"½%�BP+N�ä)W3�DN=V/R1�#��½+W2� 6 WX��W:Q)W3P%P*�#QW½+W � Ó Ra�#TcQ#W3T1W3P0��W� 6 N�ä,º�T�¾!�)�"½%W3��Q#� 6 W_� 6 ½�«A�"º�\�T.N�O�WAW{øDNÏ¼�º��d�)Q#T.R1Y 6 �=M 4 TeQ#W�T.W3PI� 6 N�äQº�TeWAO��/T1WQ#W3��½+P+N=P%R.W`øDNZ¼@º����)Q#T.R1Y 6 �=M
�!W�P'T.W�½`N=�"½+W(� 6 ½�«(��º�\�TfN�O�W�M
Ó �#N���TfN 6 Y�P%W�YgW 6 R1Q#R.W���� 606 R.baº�R1�#��½+� 6 � a :=

ÈWØ ÐjÍ Ø Í Ú*È Î É �,Ñ Ø ¾ n :=
È Î Òä÷mÊ Ñ	o Ø¦É Ì�Í¼

e := ö É Ë È Ð Ø Ü Ù Î È M 4 TUP+N�ä)W3�DN�V-R.�)�"½%W � 6 �#T 6 R1baº�R1�#�"½%� �
¬a⇒ (n ∨ e)
a ∨ (¬a ∧ e)
nÓ RgTfN 6 �#baº���ODN`ø�R1Y�S(½+� 6 R 6 � 6ih �#P*ODN�O��)P+NB�#�"½%W3��Q)� 6 WB\�R.�)�

a
� 6
V
W \�R.�#� ¬a∧ e� 6

V
M Ó R

a
� 6jh �#P%O�N�O��#P%N��)�"½%W3��Q)� 6 ¬a � 6 F Q)W3�@T1Wo»"º��2TfNAY�P*R.V-�#P%N{ø�R1Y�S(½+� 6 R 6� 6<h �)P%ODN=O��#P%N�MO�!W3P§½+N��"½%W

a := V
øDN�Q#�`»"º��-N�VB\DN 6 ø�R.Y�S(½%� 6 R 6^6 ��N=� h �#P*ODN�O��)P+N 6 M{!W�V"N���O�W

a := V
¼
n := F

ã�¼
e
Q,º�N�T�»"º�R1�#P%N'á 6 �D½+R.�)���D»"º��j�)T�P+N ä#W3��N�V/R1�#��½+W-��W� 6'h «�T.R1O�W�M

ÈkM ÷ W3� 6 R.O��)P+N=P'�#T 6 R.baº�R1�#��½+�IN�T1b3W3P*R¦½+V(W �)� 6 �,º�O�WZQ#SZO�R1b3W �
�®Â&Ö Ó Õ x Õ`$l�

© �
� �	��¼ ��� Úk�mä ��� Ú
�¨ø�R1T.��¼g�©*¬�T
¼ �
� ¼��ÛTa¾mä ��� ä5��¼

� Õ�Ô�Ã x Õ%$�ä
� ÷ ºm«�Tc� 6 �#T h N�T1W3P0O��Oä�º��DN h ��ä(�AH*�#QQº�½`N�O�W��)T7N=T.b3W3P*R¦½+V(W�� 476 ½#º�O�RfN�PTfNBQ#W�V/Y�T1��H*R1ODN�OXO��#TmN�T1b3W3P%Rè½+V-WB�)� ½îÐ#P%V-R1��W 6 O��C�nM



Ô ß�È îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
4 T h N�T.W�P&O��IT.N 6 N�T.R1ODNB� 6 �

z = 1 + ...+ n = n(n− 1)/2.÷ W3V-WkøDNZ¼ 6 S3T1Wkº��o\�º�Q)T.�n»"º��dP*��N�T1Rçä#Np�)�oQ�N�O�NqP*�#Y��Q½%R.Q)R.S3�òº��DNrQ�N���½+R1ODN�OQ)W3� 6 ½`N���½+�CO��IW3Y��)P+N�Q)R.W���� 6 ¾D�#TmN�T1b3W3P*R¦½+V(W � 6 O��IQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=OXT.R1����N=TsM
Ô M�É0�9º��A�}�V-�#P*W/Y�W 6 RJ½+R h W-V-�#��W�P¹»"º��+T.Ú�Ú 6 N�\��#V-W 6 »�º��jN�TmO�R h R.O�R1P%TlW(Y�W3P�ÈO�N O��^P%� 6 ½+W�T(¾�N�TnO�R h R1O�R.P*T1WtYgW�P Ô ODN O��<P%� 6 ½+WøT§¼XN�TgO�R h R1O�R.P*T1WjY�W3PMßjODNBO��^P%� 6 ½+WÈZM � É0�r»�º	ÐC�}�V-�)P%W 6 �r½%P+N�½+N��
ù NZ¼@»"º��CP*� 6 W�T h �#P'�)T 6 R1baº�R.�)�"½%� 6 R 6 ½+�)V"N O��CQ)W3��b3P�º��#��Q#RfN 6 �

x ≡ 1 mod 2
x ≡ 1 mod 3
x ≡ 2 mod 7

÷ W3V-WøÈb¾ Ô ¼ðß 6 W3�$Y�P*R.V-W 6 ¾u�#��½+W3��Q)� 6 øDNÏ¼ º��DNØ���R.Q#N 6 W3T�º�Q#R.S��_V-SZO�º�T1W 2 ×
3 × 7 = 42

Y�W3P^�#T4½+�)W3P%�)V"N"Qjø�R1��WXO�� T1W 6 P%� 6 ½+W 6 MÛÉ0�`ø��)Qjø�W�Q,º�N�T�»"º�R1�#P 6 W3TJº�Q#R1S3�� 6 O��IT.NÛÊ,W3P*V"N �

37 + 42k k ∈ Z.
4 �"½+W���Q#� 6 ½+N��"½%W Ô ß]Q#W3V-W

37+42 = 79
6 W3� 6 W3T�º�Q#R.W���� 6 N�Tk��H*�)P%Q)R.Q)R.Wqã[¼BN�O��#V+« 6

6 W3��TfN 6 ���R.Q#N 6 ávM
Ù M Ó ��N=�

Z6
�#TgQ)W3�cH�º���½+WBO��0Q#T.N 6 � 6 O��0�,»"º�R h N�T1�#��Q)RfNtO��]TfNCP%�)TfN�Q)R.S3�/O��]Q#W3��b�P�º[¬�)��Q#R.N(V-SZO�º�T1W ú ¾

Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},¼
f : Z6 → Z6

O��åË���R.ODNrY�W3P
f(x) = 2x. 476 ½#º�O�R.N�P 6 R f � 6 R1�"¼3�)QQ½%R h N�¼	�=W6 º�Y�P+NZ¼3�#QW½+R h N�M

û]W-� 6 R1�"¼3�)QQ½+R h N Y�W3P�»"º��
f(0) = 0

¼
f(3) = 0

Mû]W^� 6a6 W3\�P*�Q¼3�)QQ½%R h N^Y�W3P�»"º���¾�Y�W3Pc�AH*�#V-Y�T1W�¾���W^��©kR 6 ½+�
a ∈ Z6

½+N�Tb»"º��
g(a) = 1

M

âkMwÎUW 6 T�T�H�º�b�N=O�W3P%� 6 O��)TaQ#T�º�\wO��ÛÊ�º�½%\�W3T!� � �W¼w�(º�N�� ÷ N�P*T.W 6 � 6 �(Q)W3T.WZQ#N����#�º��DNu���R.Q#N�ËDT.N:YDN�P%N øDN=Q#�)P 6 ��º��DN�Ê,W(½%W3b3P+NcÊCè.N�M+É0W 6 O��-�#T1T.W 6<6 �/T1TfN=V/N=�òÎº�Q�N 6 ¼�AN���º��)TsM Ó �IY�R.O�� �



Ô ß Ô
N'á ù N�T.T.N�P'TfN-Y�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�OAO���»"º�� �_N��"º��#T!� 6 ½ÑÐ 6 R¦½#ºDN=O�W"�#�$�#T�Q#�#��½+P*WXO��BT1W 6T�T�H�º�b�N�O�W�P%� 6 M
ù NZ¼

11!
V/N����)P+N 6 O��-O�R 6 Y�W3���)PCN:T.W 6 T�T�H�º�b�N�O�W3P%� 6 �)�¢º��DNøËDT.N�M Ó R9�AN���º��)TWZQ,º�YDN�º�� 6 RJ½%R.W@O��Q½%�#P%V-R.��N�O�Wp�#��½+W3��Q#� 6 ø�NÏ¼

10!
V/N����)P+N 6 O�� 6 R¦½#ºDN�P:NpT1W 6 TsÚP%� 6 ½`N���½+� 6 MW�!W3PC½`N���½+W 10!/11! = 1/11

� 6 TfNBY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�OX\�º 6 Q�N=ODN�M
\Xá�Î?º�Q�N 6 ¼��_N��"º��#TU� 6 ½ÑÐ#� 6 R¦½#ºDN=O�W 6 º���W/N�T	TfN=O�W(O��#TUW(½%P%W�M
Ó RZYgW�Pc�AH*�#V-Y�T.W]�#T1T.W 6�6 �iO�R 6 Y�W3���)� �)� T1W 6 TJº�b�N�P*� 6 Y�P%R1V-�#P%W¹¼ 6 �#b(º���O�W<�)�"½+W���Q#� 6øDNÏ¼
2× 9!

V"N����#P+N 6 O��CQ#W�T.WZQ�N=P%T.W 6 M ÷ W3V-W 6 S3T.W(Y�P%�W½+�)��O��#V-W 6 »"º��t� 6 ½ÑÐ)�qH�º��"½%W 6 ¾Y�º��#O��#�rWZQQº�YDN�PBQQºDN�TJ»�º�R.�)PBTJº�b�N�PtO��)T[Y�P%R.V-�)P%W$N�T9OZÐ#Q)R.V-Wo¼d�#TiR1��V/�)O�R.N�½`N=V-�)�"½+�
6 R.b(º�R.�)�"½%��M 476 O��)Q#R1P,¾�øDNÏ¼ 10× 2× 9!

V/N����)P+N 6 ¾DY�W�P'T.W`»"º��CT.N Y�P*W3\DN�\�R.T1R1ODN�OX� 6
10× 2× 9!/11! = 2/11.

ú M�ÎmN Y�P%W3\�N�\�R1T.R1ODN=OXO��r»"º��rº���W3P*O��#��N�O�W3P&�#� 6 N�VB\�TfN=O�W(�)�u{cN=R Ò N��:Y�P*� 6 �#��½+�N�T.b���:O���Ê,�#QW½+W-� 6 Ú�MëÚ�Ú	T3MnÎmNàì � � ÷ øDN Q#W3V-Y�P%N�O�W(P*�#Q)R.�#��½+�)V/�)�"½%�wâBW3P*O��#�DN=O�W3P*� 6�#� 6 N�VB\�TfN=O�W 6 �#�u{!N�R Ò N��	M ù N�T1TfN=P[T.N Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O2O�� �N'á
ÎmW 6 âtW3P*O��#��N�O�W3P*� 6 Y�P%� 6 �)�"½+�)�AN=T.b���"O���Ê,�#QW½+W�M�ÎmNjY�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=O"� 6
0.0015

M

\XáVÉ0�9T1W 6 Q#R1��Q#W]W3P*O��#��N�O�W3P*� 6 øDNZ¼�N0N�T�V/�)��W 6 º���W�»"º��9Y�P*� 6 �)�"½%�[N�T.b���CO��åÊ,�)QQ½+W�M
476 º�� 6 º�Q#� 6 WpQ)W3V-Y�T.�)V/�)�"½+N�P%R1WxN�T 6 º�Q)� 6 W Ò Í,Ì�ÍÏÎ È Î Ò � Ê o,Ü ÈWÊ Y�W�P"T1W!»"º��$T.NY�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=OX� 6

1− 0.9995
M

ßkM�É^N�O�W2�#T�b3P+NcÊ,W"QQº�¼�N"V"N�½%P%R¡äCO��jN�O�¼�N�Q)�#��Q)RfN 6 � 6 T.N�»"º��BN�YDN=P%�#Q)�BN/Q#W3��½+R.�}¬ºDN�Q#R1S3��¾8P+N ä#S3��� 6 ��T.N$P%� 6 Y�º�� 6 ½`NxN�Q�N�O�N�º��DN�O��:TfN 6 6 R.baº�R1�#��½+� 6 Y�P*�#baº��"½`N 6 � �5476Q#W3���ª©kW�� �5486 �,º�T1�#P*RfN���W�� �5476 øDN�V-R1T¦½+W���R.N���W�� �5476 \�R1YDN�P�½+R1O�W��3M Ó ���m«=T.� 6 � 6 R9�#Tb3P+N Ê,W:� 6 O��-N�T.b(º���W:O��-T.W 6 ½+R.Y�W 6 »"º��/N�Y�N�P%�)Q#�)�yNXQ#W3��½+R.�"ºDN�Q)R.S3� �<; P*\gW�T³¾UP�º��)ODN�¾Q,º�\�W�¾DQ)R.Q)T.W�M

A =





















0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0























Ô ß Ù îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
� �)Y�P%� 6 �)�"½`N=��O�W"�)TUb3P%N Ê,W 6 �CW3\ 6 �#P h NN»"º��C� 6 Q#W�����©kW�Mû]W-� 6 �Qº�T.�)P%R.N���W Y�º�� 6 ½%R.�)��� h Ð)P�½%R.Q#� 6 O��Ib3P%N�O�W(R.V-YDN�P)Mû]Wd� 6 \�R.YDN=P�½+R1O�W�M 4 �L�åÊ,�)QQ½+W�¾P½+W3V/N�V-W 6 �#T h Ð)P�½%R.Q#�hT�M ÷ W3V-Wd�#T h Ð)P�½%R.Q#�íÈ¼@�)T Ù 6 W3�zN=O�¼�N�Q#�)�"½%� 6 Q#W��ÖÐ#T�¾9��WGO��#\��)�z� 6 ½`N�P(�#�q�)T'V-R 6 V-W 6 º�\�Q)W3�cH�º���½+WxO��

h Ð)P�½%R.Q#� 6 »�º��B�)TWTa¾�Y��#P*W 6 W���N�O�¼�N�Q)�#��½+� 6 �)�"½+P*� 6 è!T1W�»"º��j� h RJ½+N/TfN-Y�W 6 R.\�R1T.RlODN�O�O��
6 �#P'\�R.YDN=P�½+R1O�W�Mû]W-Y�º��#O�� 6 �#P ù N�V-R.Tè½+W���R.N���W Y�W3P�»"º��CQ)W3�"½%R.�#���rº�� h Ð#P�½+R.Q)�IO��Ib3P+N�O�WuT�Mû]W-� 6 º��?«�P*\�W3T	Y�W3P�»�º��CQ#W3��½+R1�#���IQ)R.Q)T.W 6 ¾�Y�W3P&��H*�)V/Y�T.W�¾��#TnT Ù Ô T3Mû]WI� 6 º��DNIP�º��#ODNIY�W3P�»"º��{�)��º��DNIP�º��#ODN®½+WZO�W 6 T1W 6ah Ð)P�½+R1Q#� 6 ¾ 6 N�T h Wrº���W�¾�½+R1�#���)�b�P+N�O�W(O�W 6 Mû]W-� 6 º���Q)R.Q)T.W Y�W3P�»"º��I�#� º��AQ)R.Q)T.W�½+WZO�W 6 T.W 6[h Ð#P�½+R.Q)� 6 ½%R.�)���#��b�P+N�O�W+ÈkMû]W-� 6 º���QQº�\�W/Y�º�� 6 ½%R.�#���æß h Ð#P�½%R.Q)� 6 M
��M 4 �kº��qQ)R.�#P�½+WwO��)YDN�P�½+N�V-�#�"½%WGQ)W3� h R h �#�<�'â$Y��#P 6 W3�DN 6 M � � 6 Y�W3��O��#P/NwT.N 6

6 R.baº�R.�#��½+� 6 Y�P*�#baº��"½`N 6 �N'á �5486 Y�W 6 R.\�T1�6»"º��BQ�N�ODN"V/R1�#VB\�P*W"O��#TcO��)YDN�P�½+N�V-�#��½+W 6 �BT.T1� h �jV/N�T�Q#W�����©*¬N=QQ½`N=V/�)�"½+�0â O��CT1W 6 V-R.�)VB\�P%W 6 P%� 6 ½`N���½+� 6 �
÷ W3� 6 ½+P�º�R.V-W 6 º��|b3P+NcÊ,W 6 R1V/Y�T.�AQQº�¼3WpQ)W3�cH�º���½+W@O�� h Ð#P�½+R1Q#� 6 � 6 �#T0Q#W��cH�º���½+WO��XY��)P 6 W��DN 6 ¼dO�W 6jh Ð#P�½%R.Q)� 6 6 W3�pN�O�¼�N�Q)�#��½+� 6 6 RiTfN 6 Q#W3P*P%� 6 Y�W3��O�R1�#��½+� 6 Y��#P 6 W3��N 6

6 �2T1T.� h N��dV/N�TsM 4 �@T.N 6 ø�R1Y�S(½+� 6 R 6 O��XN�áC�)T9b3P+N=O�W_O��"Q�N�ODN h Ð#P�½%R.Q)�2� 6 âb¾cT.W{»�º��Y�P%WZO�º�Q)�§º��2b3P%N Ê,W 6 R.V-Y�T.�'Q#W3�£º���NjQ�N���½+R1ODN�O"R.V-YDN=PeO�� h Ð)P�½+R1Q#� 6 O��0b3P%N�O�WjYDN�PQ¾kT.W»"º��I� 6 º���N(Q#W3��½+P%N�O�R.Q)Q#R1S3�	Mã?>QÂ x Ã�ÄaÕ�Ä�ÃÅÆ&Â
$¹º�½%R.T.R�ä�N�PPº��$b3P%N Ê,W/�#�$�)T4»"º��jT1W 6'h Ð#P�½%R.Q)� 606 �#N��$TfN 6 Y��)P 6 W��DN 6 ¼ø�NÏ¼@º���N-N�P%R 6 ½`NB�#��½+P*�CQ#N�ODN(O�W 6 Y��)P 6 W3�DN 6 »"º�� 6 �CT1T.� h N��:V/N�T á}M\Xá � ù NZ¼a¾8N�TeV/�)��W 6 ¾7O�W 6 Y��)P 6 W��DN 6 Q#W3�y��©�N�QW½`N�V-�#��½+�2�)TiV-R 6 V/W��}�V-�#P*W$O��N=V/R1b3W 6 �)�B�)TkO��#YDN�P�½`N�V-�#��½+W��ïã?>QÂ x ÃÅÄaÕ�Ä�ÃÅÆ&Â�$ Ó �iN�Q#W�� 6 �AH%N0P+N ä#W3�DN=P!Y�W3P�P%�#O�º�Q#Q)R.S3�N=TmN=\ 6 º�P*O�W*á}M
÷ W3� 6 ½+P�º�R.V-W 6 º���N0Ê�º���Q#R.S�� ÊD~bàlÈWÚ Í�Ì È§É(à Ü¦ß�ÍÏÎ »�º��^N 6 R.b��DNCNCQ�N�ODNCY��#P 6 W3��Nj�)T�*�V-�#P%WjO��<N�V-R.b�W 6 »"º���½+R.�)���=M 4 �"½%W3��Q#� 6 N�YDN�P*�#Q)�§º��DNBN�Y�T1R.Q#N�Q#R1S3�/O�� N85

�)�
N84»"º��I��W-Y�º��)O�� 6 �)P{R1�"¼3�)QQ½+R h N T.W*»"º��Ib�N�P%N��"½%Rçä�N�»"º��I\Xá[� 6 Q#R1�#P�½+N�M

Í�M�É0R.\�ºIH%N�P'T.W 6 â(b3P%N Ê,W 6 ��W/O�R.P%R1b3R1O�W 6 ã?Y�º�O�R.�)��O�W�ø�N�\��#P{TfN ä#W 6 W/N�P%R 6 ½`N 6 V�º�T�¬½%R.Y�T1� 6 á¹»"º�� �ª©�R 6 ½%�#�Öã 6 N�T h WXR 6 W3V-W3P�Ë 6 V-W 6 á'Q)W3� Ù h Ð)P�½+R1Q#� 6 O��Bb3P+N=O�W�Èíã?P*�#QQº��#P*ODN»"º��rº��AT.N�ä)W 6 W3\�P%�rº�� h Ð#P�½%R.Q)�CN�Y�W3P�½+N O�W 6 º���R1ODN�O�� 6 N�T	b3P+N�O�W(O��C� 6 � h Ð)P�½+R1Q#�sá}M
4 TeQ#W3�IH�º��"½%W_O�� h Ð)P�½+R1Q#� 6 � 6 N4

¼wT.W »"º��/Q�N�VB\�R.N:� 6 �#T8Q#W3�cH�º��"½+WAO��"N�P%R 6 ½+N 6»"º��IY�º��#O�� 6 �#P �
E := {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}



Ô ß�â

E := {(1, 2), (1, 2), (3, 3), (4, 4)}
E := {(1, 2), (1, 2), (3, 4), (3, 4)}
E := {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}
E := {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 4)}
T.Ú�M 4 ���#TUQ)W3�cH�º���½+W N7

6 �CQ)W3� 6 R.O��)P+N(TfNBP%�)TfN�Q)R.S3� R O��Q½+�)P%V-R.�DN=ODN Y�W3P �
∀a, b ∈ N7, (aRb⇔ (a+ b) < 5) .

� �#Y�P*� 6 �)�"½+N�P�TfNyP*�#TfN=Q#R.S��|V/�)O�RfN=�"½+�%º���O�R1b3P+N Ê,W�M 486 ½#º�O�RfN�P 6 R<� 6 P*�)�D�ª©kR h Nb¾
6 R.VàÐQ½%P%R1Q�N6¼l½+P+N=� 6 R¦½+R h N�M ÷ N�T1Q,º�T.N�P[TfNBQ#T.N(º 6 º�P+N�½+P+N=� 6 R¦½+R h N�M
4 TUO�R1b3P+NcÊ,W�½+R1�#���IQ)W3V-W h Ð)P�½+R1Q#� 6 �#T	Q#W3�IH�º��"½%W N7

¼XQ#W�V/W(N�P%R 6 ½`N 6 �)TUQ#W3�IH�º��"½%W �
R := {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 2)}.û]Ww� 6 P%�)����©kR h NwY�º�� 6 (7, 7) /∈ R

M 476-6 R.VàÐQ½%P%R.Q#N_Y�º�� 6 ½+Wn»"º�� 6 R a + b < 5�#�"½%W3��Q)� 6
b + a < 5

Màû]W�� 6 N��"½%R 6 R.VàÐQ½%P%R1Q#N2Y�º�� 6 ½+W{»"º��
(1, 2), (2, 1) ∈R

Màû]W�� 6½+P+N=� 6 R¦½+R h NBY�º�� 6 (3, 1), (1, 3) ∈ R
¼
(3, 3) /∈ R

M Ó �®½%R.�)���®»"º��
Ct = R ∪ {(3, 3)} M



Ô ß ú îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
³µ´�¶m·%¸�¹:¶Zº�»:´½¼¾º�¿Z»ÁÀ}·N¶�´
üuý�þS³µüÇÿ ���'ÿ9þ��
È�Ú�Ú�Úc¬�È�Ú�Ú	T3M Ó �)Y�½+R1�#VB\�P*�

ÎmN O�º�P+N=Q#R1S3�:O��#TU��©�N�V-�)�A� 6 O�� Ô ø�W3P+N 6 ¼XV-�#O�R.N�MÓ �CY�WZO�Pî«�� º�½%R.T1R¡ä�N�PiT.R1\�P%W 6 ¼:N�Y�º��"½+� 6 �#� 6 º�P%�#N�T.R¡ä�N�Q)R.S��	Mû{W 6 �IY��#P*V/R¦½+�^�#Tº 6 W/O��IQ#N�T.QQº�TfN=O�W3P+N 6 M{�WZODN_P%� 6 Y�º�� 6 ½+N�»"º��2��W$� 6 ½ÑÐXN�O��)Q,ºDN=ODN�V-�#��½+�2P+N ä#W3�DN=ODN 6 �2Q)W3� 6 R.O��)P+N�Pî«$R1��Q)W3P�¬P*�#QW½`N�M

T�M¡T3M�ã�Ú�MêâBY�½%W 6 áKÉ]�Q½+�)P%V-R.�DN=P 6 RU�)T 6 R1baº�R.�)�"½%�<P+N�ä)W3�DN�V-R.�)�"½%W � 6&h �#P%O�N�O��#P*W �
� Ü���ÍÏÎ.�Fß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚWÚ#ÈWÚ�ÉDÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î�t È Ì Ú Í?ðjÑ È.ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í®Í'� É(à á Ê ðjÑ ÈPÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(Ý� ÜWt È Ì Ú Í®ðjÑ È£ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È ÎB�LÍÏÎ.� Ê Í�ß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚjÚ#ÈWÚ�É Ý � ÜI� É(ÚjØ ÍÏÎCðjÑ È£ÈWØÎ È ß(Ñ Ê Ì�Í ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î"� Éaà á Ê	Ê Í`ðjÑ È<ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(Ý|�LÍÏÎ.��ß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚWÚ#ÈWÚ�É Ý|�4Ñ È ß�Í
� É(ÚjØ ÍÏÎ Ê ÍPðjÑ È`ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(ÝT�MêÈkM�ãôÚkMêâ&Y�½+W 6 M�á Ó �#N

P (x)
�#T�Y�P*�#O�R1Q�N�O�W å Î É o È ö É o Ø¦É(ÚcÚ Ñ�ÎÏÍ ¼ Q(x)

�)T�Y�P%�)O�R.Q#N�O�W å
Î É o ÈTÙ&Ú Í�ß Ú�É(àNÉaÚhÈWÊ � M 4 �-�#T�º���R h �#P 6 WCO��'O�R 6 QQº�P 6 WCO��'T1W 6 N�T�º�V-��W 6 O��'T.N^� 6 QQº��)TfN�¾� 6 Q)P%R.\�R.P&TfN 6&6 R1baº�R1�#�"½%� 6 Ê,P+N 6 � 6 �#�AT1�#��baºDNIH*�PÊ,W3P%V/N�TnQ)W3��Q,ºDN=�"½+R�ËDQ�N=O�W3P%� 6 �R�á ù NÏ¼ º��$N�T�º�V-��W-�#�$T.N-� 6 Q,º��)TfNl»"º�� 6 N=\���ø�N�\�T.N�P{�#�$P�º 6 W�¼�Y�P%W3b�P+N�V/N�P'�#�÷ M
R.R á ù NÏ¼6º��-N=T�º�V-��W0�)�(T.N0� 6 QQº��#T.N®»"º�� 6 N�\��Pø�N�\�T.N�PcP�º 6 W§¼t��W 6 N=\��&Y�P*W3b3P+N=V"N=P�)� ÷ M
R.R1R á ÷ N�ODN-N�TJº�V-��W O��ITfNB� 6 Q,º��)TfN(W 6 N=\��DøDN=\�TfN�P[�#��P�º 6 W-W-Y�P*W3b3P%N�V/N�P[�)� ÷ M

ÈZM�ã�TCY�½%W�M�áqÉ^N=PP½+WZODN 6 TfN 6[6 W3TJº�Q#R1W3��� 6 O��)T 6 R.b(º�R.�)�"½+� 6 R 6 ½+�)V"N O��IQ#W���b3P�º��#��Q)RfN 6 �
x ≡ 2(mod 3)
x ≡ 5(mod 7)
x ≡ 1(mod 5)

Ô M Ó ��N(�#T 6 R.baº�R1�#��½+�IN�T1b3W3P*R¦½+V(W �
4 �"½+P%N�ODN �

n ∈ NQ ��� Ú



Ô ß�ß
�DW3P&R � T®½%W-�

�DW3P:H � T®½+W(R
Q ��� Q5�
HÓ N�T1R.O�N � Q

R�áuã�T_Y�½+W�Mêá 4 ©kY�T1R.Q�N=P�»"ºZÐ%øDN�Q)�$�)T0N�T.b3W�P%R¦½%V-W�¼qODN�P�º��DNÇÊ,S3P*V�º�TfNwYDN�P%NdT.N
6 N�T1R.ODNkMR.R á�ã�TCYb½+W*á 476 ½#º�O�RfN=P'�#TUW�P%O��)�AO��CQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=OXO��)T�N=T.b3W3P*R¦½+V(W�M
Ù M Ó ��NNº��DN-P*�#OAO�� ú W3P%O��#�DN�O�W3P%� 6 ��º�V/�)P+N�O�W 6 O��#T�TtN�T ú O�� 6 Q#P*RJ½+N-YgW�P¹º��Ab3P%N Ê,WQ,º�¼�N(V"N�½%P%R¡ä^O��CN�O�¼�N=Q#�#��Q#R.N 6 � 6 TfN 6 R1baº�R1�#�"½%� �

0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0Ó �#N

p = 0.1
TfN$Y�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=O@O�� »"º�� º��qQ�N=\�T.�@»�º�� º�����O�W 6 W�P%O��)�DN�O�W3P*� 6N�O�¼�N�Q)�#��½+� 6{6 �CO�N�����MR�áuã�T_Y�½+W�M�á ÷ ºm«�T]� 6 TfNxY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�OqO��%»"º�� 6 �$� 6 ½+P%W�Y��#�#��N�T]V-�#��W 6 O�W 6Q�N�\�T1� 6 MR.R á�ã�T_Y�½%W�M�á ÷ ºm«�T{� 6 TfNGY�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OrO��o»"º��%º��LV/�)� 6 NIH*�{»�º��$YDN�P�½+�AO��#TW3P%O��)�DN�O�W�PB�"º�V-�#P%N�O�W$Q#W��¥º��¾T2��W�T1T.�)baº��"N�TeW3P%O��)�DN�O�W�PB�"º�V-�#P+N=O�W$Q#W��¥º��9Èb¾½+�#��R.�#��O�W/�#�AQ,º��#�"½+N/T.N(R.�[Ê,W3P%V/N�Q)R1S3� 6 W3\�P*�tT.N(Y�P*W3\DN�\�R.T1R1ODN�O:O��9»"º�� 6 �tO�N����Dº��DNQ#W3���ª©kR.S3�nM

âkM Ó ��N"T.N 6 R.baº�R.�)�"½+�CV"NG½+P%R¡äCT.N-V"N�½%P%R¡äCO��BN�O�¼�N�Q)�#��Q)RfN 6 O��6º��$b�P+N Ê,W 6 R1V/Y�T.�
G =

(V,A)
�

0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0R�áPãôÚkMêâBY�½%W 6 M�áqÉ0�Q½%�#P%V-R1�DN�P&�)TU�}�V-�#P*W-O��IQ)W3V-YgW����#��½+� 6 Q#W�����©�N 6 O��)Tmb�P+N Ê,W�M



Ô ß�� îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
R.R áOãôÚ�M�â:Y�½+W 6 M�á¾É0�Q½%�#P%V-R1�DN�P 6 R

G
� 6 º��y«�P%\�W3T�M É0�W½+�#P*V/R1�DN�P 6 R9N=TeN��DN�O�R.PITfNN=P%R 6 ½`N

(1, 5)
�)TU��º�� h W/b3P%N Ê,W

(V,A ∪ {(1, 5)}) � 6 º��2«=P%\�W3T�MR.R1R á�ãôÚ�M�âBY�½+W 6 MêáqÉ]�Q½+�)P%V-R.�DN=P&T.W 6 b3P+N=O�W 6 O��r½%WZO�W 6 T1W 6[h Ð)P�½+R1Q#� 6 O��
G
M

R h á�ãôÚkMêâBY�½+W 6 M�áqÉ0�Q½%�#P%V-R.��N�P 6 RU�)TUb3P+NcÊ,W (V,A ∪ {(1, 5)}) � 6]4 º�T1�#P%R.N���W�M
ú M Ó ��N(�#TUQ)W3�cH�º���½+W

A = {1, 2, 3, 4, 8, 7, 54, 34, 52, 21, 11, 12, 13, 16, 112}.
4 � A

O��åËD��R1V-W 6 TfN 6 R1baº�R1�#�"½%� P*�#TfN=Q#R.S�� � 6 ��N�� a, b ∈ A
�)�"½+W���Q#� 6 aRb 6 RT¼ 6 W3TfNc¬V-�#��½+� 6 R

a− b ≡ 0(mod 3)
M

R�áPã�TIY�½+W�M�áOÉ0�#V-W 6 ½%P+N�PP»"º�� R � 6 º��DN(P*�#TfN=Q#R1S3�XO��I�,»"º�R h N�T.�)��Q#R.N �#� A MR.R áPã�Ú�MêâBY�½%W 6 M�á � �#Y�P*� 6 �)�"½+N�P%T.N(V/�)O�RfN=�"½+�§º���b3P+NcÊ,W�MR.R1R á�ãôÚkMêâ(Y�½%W 6 M�áøÉ0� 6 Q#P%R1\�R1P¹½%WZODN 6 TfN 6 Q#TfN 6 � 6 O��t�,»"º�R h N�T.�)��Q)RfN-O�� A V-SZO�º�T1W-TfNP*�#T.N�Q#R1S3�
R
M



Ô ß�Í
³µ´�¶Z·%¸\¹�¶mº�»:´½¼3º�¿	»ÁÀ[·N¶�´

ü?ý�þ ³ üòÿ �A��ÿÖþ�� E3üGFIHEüG�&JLK
È�Ú�Ú�Úc¬�È�Ú�Ú	T�M Ó �#Y�½%R.�)V \�P%�

Î�N O�º�P%N�Q#R1S3�:O��#TU�ª©�N�V/�)�A� 6 O�� Ô ø�W3P+N 6 ¼XV-�#O�R.N�MÓ �IY�WZO�PÑ«�� ºb½+R.T1R¡ä#N�P[T1R.\�P*W 6 ¼:N=Y�º��"½%� 6 �)� 6 ºAP*��N�T1Rçä�N=Q#R1S3�	Mû]W 6 �CY��)P%V-RJ½+�^�#Tº 6 W-O��IQ�N�T1Q,º�T.N�O�W3P%N 6 M{!WZO�N$P%� 6 Y�º�� 6 ½+N<»�º��X��W�� 6 ½îÐ:N�O��#QQºDN�ODN�V-�#��½+�2P%N�ä#W��DN�ODN 6 �2Q#W3� 6 R.O��)P+N�Pî«_R.��Q)W3P�¬P%�#QW½`N�M

T3M¡T�M�ãôÚ�M�âBY�½+W 6 áKÉ0�Q½%�#P*V/R1�DN�P 6 RU�#T 6 R1baº�R1�#��½+�<P+N ä#W3�DN=V/R1�#��½+W � 6&h �#P*ODN�O��)P%W �
� ÜD��ÍÏÎ.�Fß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚjÚ�ÈWÚ�ÉDÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Înt È Ì Ú Í?ðjÑ ÈPÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í®Í&� É(à á Ê ðjÑ ÈPÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(Ý� Ü�t È Ì Ú Í®ðjÑ È@ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È ÎB��ÍÏÎ.� Ê Í�ß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚWÚ#ÈWÚ�É Ý � Ü<� É(ÚWØ ÍÏÎCðjÑ È£ÈWØÎ È ß(Ñ Ê Ì�Í ÈWÊ�Ò Í Ê Ð È Î"� É(à á Ê	Ê Í`ðjÑ È%ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(Ý|��ÍÏÎ.��ß É(Ê á Ø¦É Ð É(ÚjÚ�ÈWÚ�É ÝL�FÑ È ß�Í
� É(ÚWØ ÍÏÎ Ê Í.ðjÑ È`ÈWØ Î È ß(Ñ Ê Ì�Í(Ý
476 �)TU��H*�)P%Q#R1Q#R1W+ß O��CT1W 6 N�Y�º��"½+� 6 M

T3MêÈZM�ã�Ú�Mêâ&Y�½%W 6 M�á Ó ��N P (x)
�#T�Y�P%�#O�R.Q#N�O�W å Î É o È ö É o Ø¦É(ÚcÚ Ñ"ÎÏÍ ¼ Q(x)

�)T�Y�P%�)O�R.Q#N�O�W å
Î É o ÈTÙ&Ú Í�ß Ú�É(àNÉ(Ú�ÈWÊ � M 4 �-�#T�º���R h �#P 6 WCO��&O�R 6 Q,º�P 6 WCO��&T.W 6 N�TJº�V/��W 6 O��'T.N^� 6 Q,º��)TfN�¾� 6 Q)P%R1\�R.P&T.N 6&6 R.baº�R1�#��½+� 6 Ê,P+N 6 � 6 �#��T.�)��baºDNIH*�PÊ,W3P*V"N�TgQ#W3��Q,º�N��"½%R¡ËDQ#N�O�W3P*� 6 �R�á ù NÏ¼ º���N�T�º�V/��W/�)�$TfN-� 6 Q,º��#T.Nl»�º�� 6 N�\��6øDN�\�T.N�P{�)�$P�º 6 Wl¼�Y�P%W�b3P+N=V"N�P'�)�÷ M

∃x ∈ U (P (x) ∧Q(x))
R.R á ù NÏ¼9º��(N�T�º�V/��W0�#� TfN]� 6 QQº��)TfN§»�º�� 6 N�\��CøDN�\�T.N�P!P�º 6 W§¼j��W 6 N�\��&Y�P%W3b3P%N�V/N�P�#� ÷ M

∃x ∈ U (P (x) ∧ ¬Q(x))
R.R1R á ÷ N�ODN-N=T�º�V-��W O��CT.N � 6 Q,º��#T.N-W 6 N�\��Dø�N�\�T.N�P&�)�AP�º 6 W-W(Y�P%W3b�P+N�V/N�P[�)� ÷ M

∀x ∈ U (P (x) ∨Q(x))



Ô ��Ú îFõ�ï�ö������
5¯®.&«îK5MLO�:8�5M�VÕ
��°ÖÕ�,�±�²2Õ�L�Õ
�?8�ÕW�R�:Õ��V��5M�
ÈZM�ã�TCY�½%W�M�áqÉ^N=PP½+WZODN 6 TfN 6[6 W3TJº�Q#R1W3��� 6 O��)T 6 R.b(º�R.�)�"½+� 6 R 6 ½+�)V"N O��IQ#W���b3P�º��#��Q)RfN 6 �

x ≡ 2(mod 3)
x ≡ 5(mod 7)
x ≡ 1(mod 5)

÷ W3V-W Ô ¾�â%¼;ß 6 W3�rY�P%R1V/W 6 ¾8�#TC½%�#W3P*�#V/N�Q�ø�R.��WwO��:T1W 6 P%� 6 ½%W 6 b�N=P+N���½+R¡ä�N$TfN�ª©kR 6 ½%�#��Q)RfNXO��*º��DN 6 W3T�º�Q#R.S��í���R.Q#NXV-SZO�º�T1W
3 × 7 × 5 = 105

MO�!W3P§½`N���½+W@½%WZODN 6T.N 6&6 W�T�º�Q)R.W3��� 6&6 W3��O��ITfNwÊ,W3P*V"N �
x = 26 + 105k k ∈ Z.Ô M Ó ��N(�#T 6 R.baº�R1�#��½+�IN�T1b3W3P*R¦½+V(W �

4 �"½+P%N�ODN � n ∈ NQ ��� Ú
�DW3P&R � T§½+W(�

�DW3P:H � T®½+W(R
Q ��� Q��
HÓ N�T1R.ODN � Q

R�áuã�T$Yb½+W�M�á 4 ©kY�T.R1Q�N�P�»"ºZÐoøDN�Q#�_�#T0N�T1b3W3P*R¦½+V(W�¼qODN�P�º��DNÇÊ,S3P%V�º�T.NwYDN�P+NxTfN
6 N�T.R1ODN�M
ÎmN 6 N=T.R1ODNB� 6 �

c := 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + ...+ (1 + 2 + ...+ n)R.R áPã�TCY�½%W*á 486 ½#º�O�RfN�P&�#TUW3P*O��#��O��IQ#W�V/Y�T1��H*R1ODN�O2O��#TmN�T1b3W3P*R¦½+V(W�Mù NZ¼/O�W 6 \�º�Q)T.� 6 ¾��)Tg\�º�Q#T1� j 6 �0P%�#Y�RJ½+� n h �#Q)� 6 ¼/Q#N�ODN h ��ä§»"º��0� 6 ½+� 6 �0�åÊ,�)QQ½Ñ�N6 �IP%�#N�T.R¡ä�N��2O��#T	W3P%O��)��O��
i
W�Y��#P+N=Q#R.W���� 6 �#���)TU\�º�Q#T1�

j
Y�W3PC½`N=�"½+W TfNBQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O

� 6 QQºDN�O�Pî«�½+R1Q�N�M
Ù M Ó �#N�º��DN-P%�)O_O�� ú W�P%O��)�DN�O�W�P%� 6 ��º�V-�#P%N�O�W 6 O��#T�TjN�T ú O�� 6 Q#P%R¦½`N-Y�W3P.º��Ab3P+NcÊ,WQQº�¼�N-V/N�½%P%Rçä0O��CN�O�¼�N�Q)�#��Q)RfN 6 � 6 TfN 6 R.b(º�R.�)�"½+� �

0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0



Ô �	T
Ó �#N

p = 0.1
TfN$Y�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=O@O�� »"º�� º��qQ�N=\�T.�@»�º�� º�����O�W 6 W�P%O��)�DN�O�W3P*� 6N�O�¼�N�Q)�#��½+� 6{6 �CO�N�����MR�áuã�T_Y�½+W�M�á ÷ ºm«�T]� 6 TfNxY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�OqO��%»"º�� 6 �$� 6 ½+P%W�Y��#�#��N�T]V-�#��W 6 O�W 6Q�N�\�T1� 6 M

476 ½�º�O�RfN=��O�W0�)TZb3P%N Ê,W�¾�W3\ 6 �#P h N�V-W 6 »"º��9Q#W��"½+R1�#��� ú N�P%R 6 ½`N 6 ¾=Y�W�P½+N���½+W¹½+�)���#V-W 6º��A��©kY��)P%R.V-�#��½+W-O��æéi�)P%��W(º�R.T1T.R�»�º�� 6 �tP*�#Y�R¦½+� ú h �#Q)� 6 Q#W3�AY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O
p = 0.1O���Ð�©kR¦½+Wh¼t��W 6 Y�P*�#baº���½`N�V-W 6 Y�W3P!�)T 6 º�Q)� 6 W É(ØbàlÈWÊ ÍÏÎPÌ�ÍÏÎ�� å Ü Ò ÍÏÎ ¾ 6 ºBY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�O� 6 �

Σ6i=2

(

6

i

)

pi(1− p)1−i.

R.R á�ã�T_Y�½%W�M�á ÷ ºm«�T{� 6 TfNGY�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OrO��o»"º��%º��LV/�)� 6 NIH*�{»�º��$YDN�P�½+�AO��#TW3P%O��)�DN�O�W�PB�"º�V-�#P%N�O�W$Q#W��¥º��¾T2��W�T1T.�)baº��"N�TeW3P%O��)�DN�O�W�PB�"º�V-�#P+N=O�W$Q#W��¥º��9Èb¾½+�#��R.�#��O�W/�#�AQ,º��#�"½+N/T.N(R.�[Ê,W3P%V/N�Q)R1S3� 6 W3\�P*�tT.N(Y�P*W3\DN�\�R.T1R1ODN�O:O��9»"º�� 6 �tO�N����Dº��DNQ#W3���ª©kR.S3�nMÓ �(O��#\��)�dP%W�V/Y��)P 6 R.VÛ�T¦½`N�����N�V-�)�"½%� �#T7Q#N�\�T.�
(1, 2)

¼wN�TaV/�)��W 6 º���W�O��(T.W 6Q�N�\�T1� 6'6 R.baº�R.�#��½+� 6
(1, 5), (5, 4), (4, 3), (3, 2)

M
�!W3PC½`N���½+W

p(1− (1− p)4).âkM Ó ��N"T.N 6 R.baº�R.�)�"½+�CV"NG½+P%R¡äCT.N-V"N�½%P%R¡äCO��BN�O�¼�N�Q)�#��Q)RfN 6 O��6º��$b�P+N Ê,W 6 R1V/Y�T.�
G =

(V,A)
�

0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

R�áPãôÚkMêâBY�½%W 6 M�áqÉ0�Q½%�#P%V-R1�DN�P&�)TU�}�V-�#P*W-O��IQ)W3V-YgW����#��½+� 6 Q#W�����©�N 6 O��)Tmb�P+N Ê,W�M
{&R.�)���0O�W 6 Q)W3V/Y�W����#��½+� 6 Q#W3����©�N 6 ¾�T.N9»"º��^Q)W3��½+R.�)���^NjT1W 6eh Ð)P�½+R1Q#� 6 Ta¾ZÈb¾ Ô ¾ Ù ¼TfN�»�º��CQ#W3��½+R1�#���CN T.W 6[h Ð#P�½+R.Q)� 6 â�¾ ú ¾�ß�¾X�kM
R.R áOãôÚ�M�â:Y�½%W 6 M�á¾É0�W½+�#P*V/R1�DN�P 6 R

G
� 6 º��y«�P*\�W3TsM É0�W½+�)P%V-R.�DN�P 6 ReN�TeN��DN=O�R.PIT.NN�P%R 6 ½`N

(1, 5)
�#TU�"º�� h W/b�P+N Ê,W

(V,A ∪ {(1, 5)}) � 6 º��?«�P%\�W3T�M
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G
��W-� 6 º��?«�P%\�W3T	Y�º�� 6 ��W(� 6 Q)W3���ª©�W�M6 TmN���N�O�R.P[O�R.Q�øDN-N=P%R 6 ½`N 6 �CW3\�½+R1�#���ITfN Q)W3���ª©�R1S3�AY��)P%W-��W-� 6 º��?«�P%\�W�TUY�W3P�»�º��Q)W3�"½%R.�)���I�#TUQ)R.Q)T.W

2342
M

R.R1R á�ãôÚ�M�âBY�½+W 6 MêáqÉ]�Q½+�)P%V-R.�DN=P&T.W 6 b3P+N=O�W 6 O��r½%WZO�W 6 T1W 6[h Ð)P�½+R1Q#� 6 O��
G
M

ÎmN 6 º�Q)� 6 R.S3�AO��CT1W 6 b3P+N=O�W 6 ¾ 6 R1baº�R1�#��O�W TfN W�P%O��)�DN�Q#R1S3�:O�� h Ð)P�½%R.Q#� 6 »"º��CV/N�P%Q#NT.N V/N�½%P%Rçä0� 6 �
(1, 3, 2, 2, 1, 2, 2, 1).R h á�ãôÚkMêâBY�½+W 6 M�áqÉ0�Q½%�#P%V-R.��N�P 6 RU�)TUb3P+NcÊ,W

(V,A ∪ {(1, 5)}) � 6]4 º�T1�#P%R.N���W�Mû]W-T1W(� 6 Y�º�� 6 Q#W��"½+R1�#��� h Ð#P�½%R.Q)� 6 O��Cb�P+N�O�W(R1V/YDN=P#M
ú M Ó ��N(�#TUQ)W3�cH�º���½+W

A = {1, 2, 3, 4, 8, 7, 54, 34, 52, 21, 11, 12, 13, 16, 112}.
4 �

A
O��åËD��R1V-W 6 TfN 6 R1baº�R1�#�"½%� P*�#TfN=Q#R.S�� � 6 ��N��

a, b ∈ A
�)�"½+W���Q#� 6

aRb
6 RT¼ 6 W3TfNc¬V-�#��½+� 6 R

a− b ≡ 0(mod 3)
M

R�áPã�TIY�½+W�M�áOÉ0�#V-W 6 ½%P+N�PP»"º��
R
� 6 º��DN(P*�#TfN=Q#R1S3�XO��I�,»"º�R h N�T.�)��Q#R.N �#�

A
M

476 P%�}�D��©kR h N-Y�º�� 6 ½+W�»"º��
a− a = 0 ≡ 0(mod 3)

M
476{6 R1V+ÐW½+P*R.Q�NjY�º�� 6 ½+W�»"º�� 6 R

a− b ≡ 0(mod 3)
�)�"½+W���Q#� 6

b− a ≡ 0(mod 3)
M

476 ½%P+N�� 6 RJ½%R h NtY�º�� 6 ½%W*»"º�� 6 R
a− b ≡ 0(mod 3)

¼
b− c ≡ 0(mod 3)

�#�"½%W3��Q)� 6
(a− b) + (b− c) = a− c ≡ 0(mod 3)

M
R.R áPã�Ú�MêâBY�½%W 6 M�á � �#Y�P*� 6 �)�"½+N�P%T.N(V/�)O�RfN=�"½+�§º���b3P+NcÊ,W�M
4 TUQ#W3�cH�º��"½+W-O�� h Ð)P�½%R.Q)� 6 � 6 A M Ó ��N=� �

A1 := {1, 4, 7, 13, 16, 34, 52, 112}
A2 := {2, 8, 11}

A3 := {3, 54, 21, 12}.4 �"½+W���Q#� 6 �#T	Q#W3�cH�º��"½+W-O��tN=P%R 6 ½`N 6 O��#TUb3P%N Ê,W(� 6 �
E := A1 × A1 ∪ A2 × A2 ∪ A3 × A3.R.R1R á�ãôÚkMêâ(Y�½%W 6 M�áøÉ0� 6 Q#P%R1\�R1P¹½%WZODN 6 TfN 6 Q#TfN 6 � 6 O��t�,»"º�R h N�T.�)��Q)RfN-O��

A
V-SZO�º�T1W-TfN

P*�#T.N�Q#R1S3�
R
M

4 TUQ#WZQ#R1�#��½+�
A/R

½+R1�#���§½+P%� 6 �#T.�)V/�)�"½%W 6 �
A1
¾
A2

¼
A3
M
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Â K ÿqJ�EyK�� Æ
È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú�È

�nf,À Ó Ä�Ã�Ä�Ã,�L� Ç_�+�hg:v Â&Ö5� k�� É0�)V/W 6�� P+N=P]Y�W3P{R.��O���Q#Q)R.S3�A����� 42n − 1
� 6 O�R h R 6 R.\�T1�Y�W3P�T.â YDN=P+N Q�N�O�N(�}�V-�#P*W-�DN � ��P%N�T

n
M

�nf#�����������,���	� �+�_gRv��g� � k�� É0R 6 ���DN=P����oN�T1b3W3P*R � V(W@�������<ODN=ODNr���DNrT1R 6*� N@O���#� � �#P*W 6 �!�#��Q)���)� � P*�"�#T8Y�P%R.V-�#P � Ð#P%V-R.��W:O��-TfNXT.R 6�� NX�����/� 6 R1b3�DN�Ta�����"N=T.b3����W�O��T.W 6 N=� � �)P%R1W3P%� 6 M 476*� ��O�RfN=P 6 ��Q#W3V-Y�T1��H*R1ODN�O	M
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Â K ÿqJ|E@K�� Æ À[·%¿[Ì�· Å ¶ Ã

È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú'È

��f#���=���?���,�L�D� �+�hgRv��g� � k�� É0�#V-W 6*� P+N�P{Y�W3P{R.��O���Q#Q#R1S3�A����� 42n − 1
� 6 O�R h R 6 R1\�T1�Y�W�P�TIâBYDN�P%N(Q#N�ODN(�*�V-�#P%W(�DN � ��P+N=T

n
M

éiN 6 �IO��IR.��O���Q#Q)R.S3� � ÷ W3V/W 42 − 1 = 15 6 � � R.�)���I�����I� 6 O�R h R 6 R.\�T1�^Y�W�P�TIâZM�cN 6 WCO��'R1��O���Q)Q#R.S�� � Ó ��Y�W3��b�N=V/W 6 ��Y�W3P�ø�R.Y�S � � 6 R 6 O��'R1��O���Q)Q#R.S��	�������'�ª©�R 6*� �
t ∈ Z� N�T	�����

42n − 1 = 15t.É]�#\��#V-W 6 O��#V-W 6*� P+N�P&����� 42(n+1) − 1
� 6 O�R h R 6 R1\�T1�^Y�W3P�TIâkM 476 Q#P%R1\�R.V-W 6 �

42(n+1) − 1 = 42n+2 − 1 = 42 × 42n − 1.

ì 6 N�V-W 6 TfN�ø�R.Y�S � � 6 R 6 O��IR.��O���Q#Q)R.S�� �
42(n+1) − 1 = 42 × (15t+ 1)− 1 = 42 × 15t+ 16− 1 = 42 × 15t+ 15.

÷ W��AT1W(Q)�DN�TU� 6 VÛ�T � R1Y�T1WBO��qTIâkM
��f#���=���?���,���	� �+�_g:v��g� � k�� É]R 6 �å�DN�P:���oN�T1b3W3P%R � V-Wy�Z�����<ODN�O�Nr���DNpT.R 6*� NyO���)� � �#P%W 6 �!�#��Q)���#� � P%�/�#T8Y�P*R.V-�#P � Ð)P%V-R.��W:O��/T.N:T1R 6*� NX�����/� 6 R.b��DN�Ta�����"N�T1b3����W:O��T1W 6 N�� � �)P%R.W�P%� 6 M 486�� ��O�R.N�P 6 ��Q#W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O	M
4 � � P%N�ODN �

a1, ..., an

c := 0�DW3P
i = 2

� W
n�DW3P

j = 1 � W i− 1×bÊ
aj = ai

� ø��)�
c := j

�
j := n+ 1

�
i := n+ 1×bÊ

c := 0
� ø��#�

c := 4t�Oö��� X¡}¢.¡}£"¡}¤D¥¦�5§I¨+¡¦©D¡}¥�ª?«Z�5§ MÓ N�T1R.ODN �
c
M



Ô �'â
4 TZQ#N 6 W0Y��#W�P!� 6 �#T�Q�N 6 W0�#�j�����i��W]¬DN5I�#T1�#V-�#� � W 6 P%�)Y�� � R.O�W 6 M 4 TZ\���Q#T1�9R.� � �)P%��W

6 �jP%�)Y�R � �
i − 1

h �#Q)� 6 �	Q�N=ODN"���DN"O��jTfN 6 Q)�DN�T1� 6 �åÊ,�)Q � �N"���DN/Q�N�� � R1ODN�O_Q)W3� 6�� N�� � �O��/W3Y��)P+N�Q)R.W3��� 6 ã,���DNAQ)W3V-YDN�P+N=Q#R1S3�wG�)T9N���V/�)� � WAO��#TeQ)W3� � N�O�W�P
j
�!� 6�� W_� 6 � Ô á}M�!W3P � N�� � W-T.NÛÊ,����Q#R1S3� T (n) 6 �)PÑ« �

T (n) = 3 + 3× 2 + 2 + 3× 3 + 2 + 3× 4 + 2 + ..+ 3× n+ 2 + 1

O�W3��O��-�#T8Y�P*R.V-�#P Ô � 6�� «uÊ,W3P*V"N=O�W:Y�W3P � T.N�N 6 R1b3�DN�Q)R.S��GR1��R.Q)RfN=T7N�T.N
c
GT.N 6 N 6 R.b ¬�DN�Q#R1W3��� 6 O��"TfN 6 N=T.R.O�N�M 4 T Ô �����2VB��T � R1Y�T1RlQ�N 6 W3�yT.N 6 W3Y��)P+N�Q)R.W3��� 6 O��)T 6 �#b3����O�W\���Q#T1��MKÎUW 6 O�W 6 � 6 Q)W3P%P*� 6 Y�W���O��#��N�TmN���V-�#� � W/O��)T�Q)W3� � N�O�W3P

i
M 4 Tm����WàËD�DN�Tm� 6 T.NQ#W3V-YDN�P%N�Q#R1S3�X�����C��W 6{6 N�Q�N(O��)TU\���Q#T1��M�!W3P � N�� � W �

O(T (n)) = O(n2).
476 ���AN�T1b3W3P*R � V(WBO��CQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=OXQ)�DN�O�Pî« � R1Q�N�M
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Â K ÿqJ�EyK�� Æ
È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú'È

�nf#�����������µ�q�DM�ã�âBY���� � W 6 áKÉ0�#V-W 6*� P+N�P&Y�W3P&R.��O���Q#Q#R1S3�:�#T 6 R.b3��R.�)� � �<¬��#Q`¬�W�¶
1 + 2 + 22 + ...+ 2n = 2n+1 − 1

�nf#�����������µ�G�UM�ãôâjY���� � W 6 á ÷ W3� 6*� P*��R.P[����N�T1b3W3P%R � V(Wj����� � �#��b�NBQ#W3V-WB�#� � P+N=ODN���DNjT.R 6*� NCO��^�*�V-�#P%W 6 �#� � �#P*W 6 /W3\ � �#��b�NjQ#W�V/W 6 N�T.R1ODNC�#TgY�P*R.V-�#Pe�#T1�#V-�#� � WjO��0TfNT1R 6�� N]�����[� 6 � 6�� P%R1Q � N�V/�)� � �[V-�#��W3Pc�����&�)T�R1��V/�)O�R.N � N=V-�)� � �9Y�P%�#Q)�#O��#� � ��M 476*� ��O�RfN�P
6 �AQ)W3V/Y�T.��H*R1ODN�OnM
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Â K ÿqJ|EyK�� Æ À}·%¿	Ì�· Å ¶ Ã

È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú�È

�nf#�������?���,�q�DM�ãôâ Y���� � W 6 áKÉ0�#V-W 6�� P+N=P'Y�W3P&R.��O���Q#Q)R.S3�:�)T 6 R1b3��R.�)� � �<¬��#Q`¬�W�¶
1 + 2 + 22 + ...+ 2n = 2n+1 − 1

é[N 6 �CO��IR.��O���Q#Q)R.S3�n¶
�cN�P%N
n = 1

T.NÛÊ,S3P%VB��TfNBO�R.Q)�I�Z���
1 + 2 = 22 − 1

T1W(�����
� 6 Q)R.�)P � W�M�cN 6 W/O��CR1��O���Q)Q#R1S3�	¶ ÷ W�V/W

1 + 2 + ...+ 2n + 2n+1 = (1 + 2 + ..+ 2n) + 2n+1,

N�Y�T.R1Q�N=��O�W TfNB¬�R1Y�S � � 6 R 6 O��IR1��O���Q)Q#R1S3� 6 � � R.�)���IT.NÛÊ,S�P%VB��TfNj\�� 6 Q�N=ODN�¶
1 + 2 + ...+ 2n + 2n+1 = 2n+1 − 1 + 2n+1 = 2n+2 − 1.

�nf#�������?���,�G�	M�ã�âjY���� � W 6 á ÷ W�� 6*� P%��R1P[����N=T.b3W3P*R � V(Wj����� � �)��b�NBQ)W3V/WB�#� � P%N�ODN���DNjT.R 6*� NCO��0�}�V-�#P*W 6 �#� � �)P%W 6 /W�\ � �)��b�NjQ)W3V/W 6 N�T1R.ODNC�)TgY�P%R1V/�)P9�)T.�)V/�)� � WBO��^T.NT.R 6�� N{�Z���&� 6 � 6*� P*R.Q � N�V-�#� � �iV/�)��W3Pc�����[�#T�R1��V-�#O�R.N � N�V(�#� � �9Y�P%�)Q#�)O��#� � ��M 476*� ��O�RfN=P
6 �AQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O	M
4 � � P+N�ODNk¶ a1 �	M1MlMl� an

S := 0�DW3P
i = 2 � W n Ò ¬�R.T1� S := 0
ifai < ai − 1 S := 1R¡Ê

S = 0 � ¬��#� r := ��W<¬DN�j�#T1�#V-�#� � W 6ch �)P%R�ËDQ�N���O�WIT.N0Q#W���O�R1Q#R.S��B�#T 6 � r := ai−1
MÓ N�T1R.O�N�¶

r
M

476 ����N=T.b3W3P*R � V(WjO��<Q#W�V/Y�T1��H*R1ODN�O"T1R.���#N�T�Y���� 6&6 S�T.WB¬DN�2���:\���Q)T.�^�����<P%�#N�T.R¡ä�N���DN(Q#N�� � R.ODN�O:Q)W3� 6*� N�� � �CO��IW3Y��)P+N�Q)R.W3��� 6 M
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Â K ÿqJ�EyK�� Ü
È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú'È

Ó ��NdTfN 6 R1b3��R1�#� � �AV"N � P%R¡äA���DNyV/N � P*Rçä�O���N=O��N�Q)�#��Q)RfN 6 O��_���|b3P%N Ê,W 6 R.V-Y�T1�
G = (V,E)

M

0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0T3M�É0� � �#P%V-R.��N�P7�#TD�}�V/�)P%WCO�� h Ð)P � R1Q#� 6 �Z�#TDb�P+N�O�WIO��'Q�N�O�N h Ð)P � R.Q#�& �#TD�*�V-�#P%WO��tN=P%R 6�� N 6 O��j¼ M

ÈkMøÉ0� � �#P*V/R1�DN�PITfN 6 O�R 6�� R1� � N 6 Q)W3V-Y�W3���)� � � 6 Q#W3���ª©�N 6 O��2¼ �m� 6 Q#P*R.\�R1�#��O�W 6 � 6
h Ð)P � R.Q#� 6 :N�P*R 6�� N 6 M
Ô MOÉ]� � �)P%V-R.�DN=P<Q)�m«�� � N 6 N=P%R 6�� N 6 Q#W�V/WXVàè.��R1V(W 6 �(¬�N��GO��-N��DN�O�R.P<N G YDN�P+N

Q)W3� h �)P � R.P%T1W(�)�A���Ab�P+N Ê,W(Q)W3���ª©kW�M
Ù M É0� � �#P*V/R1�DN�P 6 R]Q#N�ODNx���DNxO��_TfN 6 Q#W�V/Y�W����#� � � 6 Q)W3����©�N 6 O���¼½� 6 Wy��W

4 ��T1�#P*RfN��DNkM
âkMn×¦O��#V¾����� Ù Q#W3� ù N=V/R1T � W���R.N=�DN�M



Ô ��Í
ú M Ó ��Np�)T<b3P+N Ê,W 6 R.V-Y�T1�

H = (V ′, E ′)
O���ËD��R1O�WrQ#W�V/W

V ′ = V

E ′ =

E ∪ {{10, 2}, {2, 9}} M¨�8�#P*R¡ËDQ#N�PX����� H � 6 Q)W3����©kWpLQ#W�V/Y�P*W3\DN�P 6 R<� 6 Wp��W
4 ��T.�#P*RfN=��W�M
ßkM ÷ W3V-Y�� � N�P&���?«�P%\�W�TUb��#���)P+N�O�W3P'O��

H
M

��M 4 ©kY�T1R.Q#N�P 6 Rn�)T%«�P%\�W�Tnb��#���)P+N�O�W�P[Q#W3V-Y�� � N�O�WB�#�X�#T	N�Y�N�P � N�O�W N�� � �#P*R.W3P9� 6 �#T���R.Q)Wà«�P%\�W3T	b3�)���#P%N�O�W�P'O��
H
M

Í�M Ó ReTfN�Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�OGO��"����� 6 �"ODN ���"���dQ�N�\�T1�/�)�y���DNAP%�)OyP%�)Y�P%� 6 �#� � N�O�NY�W3P<�#T7b�P+N Ê,W
H
ã?T1W 60h Ð#P � R.Q)� 6I6 W3�G��WZO�W 6 $TfN 6 N�P%R 6*� N 6<6 W��GQ�N�\�T.� 6 �#� � P%�(��WkO�W 6 á� 6

10−2
M�É0� � �)P%V-R.�DN�PiTfNjY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�O2O��<�����PÊ?N�T.T1�0���DN Q#W�V ����R.Q#N�Q#R1S3�2�)� � P*�IT1W 6

h Ð#P � R.Q)� 6 TsÚ �âkM
T.Ú�M�×�O��#V¾�Z���æ�(�)� � P%�IT.W 6[h Ð)P � R.Q#� 6 ÈjußkM



Ô Í�Ú ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸ L ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ�L�Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �
³µ´�¶m·	·�¹:¶Zº�»:´½¼¾º�¿Z»ÁÀ}·N¶�´
Â K ÿqJ|E@K�� Ü À[·%¿[Ì�· Å ¶ Ã

È�Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú'È

Ó ��NBTfN 6 R1b3��R.�)� � �^V/N � P*Rçä]���DNBV"N � P%R¡ä]O��IN5�N=Q#�#��Q#R.N 6 O��<���:b�P+N Ê,W 6 R1V/Y�T.�
G =

(V,E)
M

0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0T3M�É0� � �#P%V-R.��N�P7�#TD�}�V/�)P%WCO�� h Ð)P � R1Q#� 6 �Z�#TDb�P+N�O�WIO��'Q�N�O�N h Ð)P � R.Q#�& �#TD�*�V-�#P%WO��tN=P%R 6�� N 6 O��j¼ M

4 T{�}�V-�#P*WxO�� h Ð#P � R.Q)� 6 � 6 TIâwY���� 6 � 6 �#T{�*�V-�#P*WdO��uË�TfN 6 WxQ#W�T.��V-�DN 6 O��T.NxV/N � P%Rçä=M Ó ��V/N���O�WdT.W 6 T$O��$Q#N�ODNÇË�TfN � �#���#V-W 6 �#T]b�P+N�O�WdO��$Q#N�ODN h Ð#P � R.Q)���W�P%O��)�DN�O�W 6 O��)T�TCN�T�TIâBT.W 6 b3P+N�O�W 6'6 W3�	¶
4, 1, 3, 3, 2, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 2, 2, 2.

4 Tn�*�V/�)P%WBO��<N�P*R 6*� N 6 � 6 TfNCV/R � N�O/O��0TfN 6 ��V"NjO��^T.W 6 b�P+N�O�W 6 O��^T1W 6eh Ð#P � R.Q)� 6 �� 6*� W/� 6 �VTs��M



Ô Í	T
ÈkMøÉ0� � �#P*V/R1�DN�PITfN 6 O�R 6*� R1� � N 6 Q#W3V-Y�W3���)� � � 6 Q#W3����©�N 6 O��2¼ �U� 6 Q)P%R1\�R.�)��O�W 6 � 6

h Ð#P � R.Q)� 6 XN�P%R 6*� N 6 MÎmN 6[� P*� 6 Q)W3V-Y�W3���)� � � 6 Q#W3����©�N 6'6 W3�
(Vi, Ei)

Q)W3�
i ∈ {1, 2, 3} O��IV-WZO�W �����=¶

V1 = {1, 4, 3, 10, 15}, V2 = {2, 5, 6, 7, 8}, V3 = {9, 11, 12, 13, 14}

E1 = {{1, 3}, {1, 15}, {1, 10}, {10, 3}, {4, 3}, {15, 4}, {1, 4}}

E2 = {{2, 5}, {6, 5}, {6, 7}, {7, 8}, {8, 6}}

E3 = {{11, 9}, {11, 12}, {12, 9}, {11, 14}, {12, 13}, {13, 14}}

Ô MÛÉ0� � �#P%V-R.��N�P^Q#�m«=� � N 6 N�P%R 6*� N 6 Q)W3V-W:Vàè.��R.V(W 6 �(¬DN��wO��-N���N�O�R.P^N
G
YDN�P%N

Q#W3� h �#P � R.P*T.W �#������b3P+N Ê,W Q#W3����©kW�Mé[N 6�� N�N��DN=O�R.PtO�W 6 N=P%R 6�� N 6 �7Y�W3PB�AH*�#V-Y�T.W$T.N 6 N�P%R 6*� N 6 {10, 2}  {2, 9} MÇì{�DNN�P%R 6*� N]��W<� 676 �	Ë�Q#R.�)� � �&Y�W3P%����� 6 S3T.W0Y�WZO�Pîè.N�V/W 6 Q#W3���)Q � N�P7O�W 6 Q#W3V-Y�W3���)� � � 6 �#� � P*�
6 èsM
Ù M É0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R{Q�N�O�Nd���DNxO��_T.N 6 Q)W3V-Y�W3���)� � � 6 Q)W3���ª©�N 6 O���¼¿� 6 Wd��W

4 ��T.�#P*RfN=�DN�Mû]R1��b3���DN T.W � 6 Y�W�P%����� � WZODN 6 Q)W3� � R.�)���#� h Ð#P � R1Q#� 6 O��Ib3P+N=O�W(R.V-YDN�P#M
âkMn×¦O��)VÀ����� Ù Q#W�� ù N�V-R.T � W3��R1N��DNkMÎmNjY�P*R.V-�#P%Nt� 6 ù N�V-R.T � W3��R.N���N������XQ)R.P*Q#��R � W ù N�V-R.T � W3��R1N���WC� 6

4, 3, 10, 1, 15, 4
MÎ�N 6 �#b�����ODNt��WtT1WC� 6 Y�W3P*����� � R1�#��� h Ð)P � R.Q)� 6 O��]b�P+N�O�W+T3M�Î�N � �#P*Q#�)P+NtT1WC� 6 Y�W�P%�����Q#W3� � R1�#���CN�T	Q)R.P%Q)��R � W ù N�V-R.T � W3��R.N���W

11, 9, 12, 13, 14, 11

ú M Ó ��Np�)T<b3P+N Ê,W 6 R.V-Y�T1� H = (V ′, E ′)
O���ËD��R1O�WrQ#W�V/W

V ′ = V

E ′ =

E ∪ {{10, 2}, {2, 9}} M¨�8�#P*R¡ËDQ#N�PX����� H � 6 Q)W3����©kWpLQ#W�V/Y�P*W3\DN�P 6 R<� 6 Wp��W
4 ��T.�#P*RfN=��W�M
476 Q#W3����©kWwY�W�P%����� 6 �2¬DN=�@Q)W3���#Q � N�O�WwT.N 6 O�R 6�� R1� � N 6 Q#W3V-Y�W3���)� � � 6 Q#W3����©�N 6 Mû]W-� 6]4 ��T1�#P%R.N���W Y�W3P*�Z�����uY�W3P&��H*�)V/Y�T.W����)T h Ð#P � R.Q)�àT � R1�#���<b3P+N=O�W Ô M
ßkM ÷ W3V-Y�� � N�P&���?«�P%\�W�TUb��#���)P+N�O�W3P'O��

H
M
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ù N�A�����j¬DN�Q)�#P0O�� 6 N=YDN�P%�)Q#�)P<T1W 6 Q#R.Q)T.W 6 M]Á<��R � N=��O�W��uY�W3P]��H*�)V/Y�T1W��uTfN 6 N�P%R 6*� N 6

{6, 8} � {3, 10} � {3, 4} � {15, 4} � {9, 12}  {11, 14} M��M 4 ©kY�T1R.Q�N=P 6 Rn�#T%«=P%\�W3Tgb3�)���#P%N�O�W3P[Q)W3V-Y�� � N=O�WB�#�:�)T	N�YDN�P � N�O�W N�� � �#P%R1W3P9� 6 �)T���R.Q)W+«�P*\�W3T	b3�)���#P%N�O�W3P'O��
H
Mû]WwT1W�� 6 � 6 �:Y�WZO�P�èfN��7Y�W3PB��H*�)V/Y�T1W�� � W�V"N=PBT.N�N�P*R 6�� N {6, 8} d�Z��R � N=PB�#� 6 �T1��b�N�P[T.N(N�P*R 6�� N {6, 7} MÍ�M Ó ReTfN�Y�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OGO��/�Z��� 6 �"ODN����/���yQ#N�\�T1�/�#�y���DN_P*�#OyP*�#Y�P%� 6 �#� � N�ODNY�W�PI�)T7b3P%N Ê,W

H
ã?T1W 6^h Ð)P � R.Q#� 6C6 W3�G��WZO�W 6 �T.N 6 N=P%R 6�� N 6^6 W3�GQ#N�\�T1� 6 �#� � P%�(��WZO�W 6 á� 6 10−2 M�É0� � �#P*V/R1�DN�P[T.NBY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN=O2O��<������Ê?N=T.T1�0���DNBQ#W3VB����R.Q�N=Q#R1S3�2�#� � P%�<T1W 6h Ð)P � R.Q#� 6 T.ÚBuâkMÉ0�#\��]��© � P*W3Y���N=P 6 �]Wt�#TuQ�N=\�T.� {10, 2} Wt�)T {2, 5} Mn�!W3PeT1WC�����]TfNIY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O� 6

2 ∗ 10−2 MT.Ú�Mn×¦O��)VÀ�����0Í(�#� � P*�CT1W 6[h Ð#P � R1Q#� 6 ÈBußZMÓ �[R.V-Y�W 6 R1\�R1TlR � N{TfN]Q#W�V ����R.Q#N�Q#R1S3� 6 R�W^\�R1�#� 6 �&O�� � �)P%R1W3P+N0�)T�Q�N=\�T.� {2, 5} W^\�R.�)��)TgQ�N�\�T.� {5, 6} WB\�R1�#�2�)TgQ�N�\�T.� {6, 7} "N�T�V/�)��W 6 ����WBO��^�)� � P%�^T1W 6 Q�N=\�T.� 6 {6, 8} {7, 8} M
�!W�P � N=� � W 2 ∗ 10−2 + 10−2(2 ∗ 10−2(1− 10−2) + 10−4)
M
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È Ú�Ú	Tå¬�È�Ú�Ú'ÈZMa�D�#\�P*�#P%W

Î�N O���P%N�Q#R1S3�:O��#TU�ª©�N�V/�)�A� 6 O�� Ô ¬�W3P+N 6 XV-�#O�R.N�MÓ �IY�WZO�PÑ«���� � R.T1R¡ä#N�P[T1R.\�P*W 6 :N=Y���� � � 6 �)� 6 �AP*��N�T1Rçä�N=Q#R1S3�	Mû]W 6 �CY��)P%V-R � �^�#TU� 6 W-O��IQ�N�T1Q#��T.N�O�W3P%N 6 M{!WZO�N$P%� 6 Y���� 6*� N��Z���X��W�� 6*� Ð:N�O��#Q)�DN�ODN�V-�#� � �2P%N�ä#W��DN�ODN 6 �2Q#W3� 6 R.O��)P+N�Pî«_R.��Q)W3P�¬P%�#Q � N�MÎ�N Y���� � �DN=Q#R.S���O��IQ�N=ODN(��H*�)P%Q)R.Q#R1W 6 �IR.��O�R.Q#N �)�A�)TUV/R 6 V-W�M
4 T%�T � R.V-WB�AH*�#P*Q#R1Q#R.W 6 S3T1W(T1W � R.�)���)�������C¬�N�Q#�)P{T1W 6 N�T.��V-��W 6 ��W/N=Q#W3b3R1O�W 6 N � h N�T1�[¬N�Q#R1S3� Q)W3� � R.���DN�MR�cN�P+N^� 6*� W 6 N�T.��V-��W 6 T1W 6 Y�P%W3\�T1�#V/N 6 T3�}ÈZ� Ù  ú h N�T1�#�øT3Mêâ0Y���� � W 6X�#TÁ�T � R1V-W h N�T1�æÈBY���� � W 6 M

T3M�ã�È[Y���� � W 6 YDN�P%N&T.W 6 N�T1��V-��W 6 O��8� h N�T.��N�Q#R1S3�IQ)W3� � R.���DN�T3Mêâ[YDN�P%N'�)T�P%� 6*� W*á Ó ��NTfN 6 R1b3��R1�#� � �<V/N � P%Rçä0���DN V"N � P%R¡ä0O��CN5�N=Q#�)��Q#R.N 6 O��I����b�P+N Ê,W 6 R1V/Y�T1�
G = (V,E)

M

0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

R�á�É0� � �#P*V/R1�DN�P[�#TU�}�V/�)P%W(O�� h Ð#P � R.Q)� 6 X�)TU�}�V/�)P%W(O��CN�P%R 6*� N 6 O��t¼(MR.R áWÉ0� � �#P%V-R.��N�P 6 R
G
� 6 Q#W3����©kW�MWÉ]� � �)P%V-R.�DN=P 6 R

G
� 6{4 ��T.�)P%RfN=��W�M
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R.R1R áWÉ0� � �#P%V-R1�DN�P&T1W 6[h Ð#P � R1Q#� 6 O��Ib3P+N=O�W(V"N�3W3P&W(R.b3��N�Tn�Z��� Ù MR h á ÷ W3V/Y�� � N�P)� 6 Rg� 6 Y�W 6 R.\�T.���Z���ø«�P%\�W3T�b3�#���#P+N=O�W3PiO��

G
M Ó R

G
� 6 ��WBQ)W3���ª©�W��

� W3V/N�P^TfN2Q#W3V-Y�W3���)� � �(Q#W3���ª©�N�Q#W3�GV/N53W3P^�}�V-�#P*W�O�� h Ð)P � R1Q#� 6 �Q)W3V-Y�� � N=P#� 6 R� 6 Y�W 6 R.\�T1�������?«�P%\�W3T	b3�)���)P+N�O�W�P'O��IO�R.Q`¬DN Q#W3V-Y�W3���)� � ��M
ÈkMØã�È"Y���� � W 6 YDN�P%N2T.W 6 N�T.��V/��W 6 O�� � h N�T.��N�Q#R1S3��Q)W3� � R.���DNðT3M�â"YDN�P+N2�)TaP*� 6*� W*áÉ]�#V-W 6*� P+N�P&Y�W3P'R1��O���Q)Q#R1S3�:�����CYDN�P%N(Q#N�ODN

n
�*�V-�#P%W(�DN � ��P+N=T 6 � h �)P%R�ËDQ�N�¶

R�á
7n � 6 R.V-YDN�P#�R.R á
11n − 1

� 6 ����VÛ�T � R1Y�T1WBO��æâkM
Ô Mïã�T/Y���� � W'á Ó ��N G = (V,E)

���db3P%N Ê,W 6 R.V-Y�T1�(Q)W3����©kW � N�T7�Z��� |V | = 30
MÉ]� � �)P%V-R.�DN=P-�)T{�*�V-�#P%WxVàè.��R.V(WwO��AN�P%R 6*� N 6 �����AY����)O�� � �#���#P#MEÉ]� � �)P%V-R.�DN=P-�)T�*�V-�#P%W(V+«c©kR.V-WBO��CN�P%R 6*� N 6 �Z���CY����)O�� � �)���#P)M

Ù MØã�È"Y���� � W 6 YDN�P%N2T.W 6 N�T.��V/��W 6 O�� � h N�T.��N�Q#R1S3��Q)W3� � R.���DNðT3M�â"YDN�P+N2�)TaP*� 6*� W*á÷ W�� 6*� P%��R1P8���/N�T.b�W3P%R � V-W^����� � �)��b�N<Q#W�V/W<�#� � P+N=ODNI����NIT.R 6*� N^O��&�}�V-�#P*W 6 �)� � �#P%W 6
a1
�UMlM1Ml�

an

�������#� � �#P*W b X�����}�V-�#P*W-��N � ��P%N�T p 6= 1
��� 6 O��#Q)R.P#�

4 � � P%N�ODN�¶
a1
�lM1MlM1�

an

�
b
�
p
ã
ai, b ∈ Z

�
p ∈ N− {1}) M

LQ)W3V-W 6 N�T.R1ODNdTfNyT1R 6�� NdW3P%O��#�DN�O�N ã,�#���#T^W3P%O��)���)�������GN�YDN�P*�#Q)�#���#��T.NyT1R 6*� NO���TfN��#� � P%N�ODN'áBO���T1W 6 �)T.�)V/�)� � W 6 O���T.NwT1R 6�� N$O���TfN��)� � P%N�ODNw����� h �)P%R�ËDQ�N=� 6 �#PQ)W3��b3P*���#� � � 6 Q)W3�
b
V-SZO���T.W

p
M 476�� ��O�R.N�P 6 �AQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O	M

âkM�ã�TIY���� � W*á Ó �#N��
A

B
T.N 6&6 R.b3��R1�#� � � 6 Y�P*W3Y�W 6 R1Q#R1W3��� 6 ¶

A := (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)

B := (p ∧ r)⇒ (q ∧ s)É]�#V-W 6*� P+N�P&�Z���
A
R1V/Y�T1RlQ�NjT.S3b3R1Q#N�V-�)� � �

B
M

ú MØã�È"Y���� � W 6 YDN�P%N2T.W 6 N�T.��V/��W 6 O�� � h N�T.��N�Q#R1S3��Q)W3� � R.���DNðT3M�â"YDN�P+N2�)TaP*� 6*� W*áÓ ��N/���_b3P+NcÊ,W 6 R1V/Y�T.� G′ = (V ′, E ′)
P%�#Y�P%� 6 �#� � N�O�W2Y�W3P{TfN(V"N � P%R¡ä M �Z���j� 6 ���DNO�� 6 � 6 V/N � P%R1Q#� 6 O��CN��N�Q#�)��Q#R.N�M

M =

0 1 0 1
1 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0
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O��tT.W 6'h Ð)P � R1Q#� 6 O��
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6 �t� 6�� N�\�T.�#Q)�t���DN/P*�#T.N�Q#R1S3�
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6 �#b���$T.NQ#�DN�T��nODN�O�W 6

v, w ∈ V ′
� 6 � � R1�#���B�Z���

vRw
6 Rc 6 W3TfN�V-�#� � � 6 Ra�ª©�R 6*� � ���wQ#N�V-R.��W�#�

G′
O��XT.W3��b�R � ��O;È_����R1�#��O�W

v
Q#W��

w
M 476�� ��O�R.N�P 6 R[T.N$P*�#TfN=Q#R.S��

R
� 6 P%�)����©*¬R h Nk� 6 R.VàÐ � P*R.Q#N���N�� � R 6 R.VàÐ � P%R1Q#N2 � P%N�� 6 R � R h N�Míã�û]S � � 6 �"�����/��©kR 6�� �/���DNAN�O��)Q#�DN=ODNV"N����#P+N2O�� P%�#Y�P%� 6 �#� � N�PITfN2R1�	Ê,W3P*V"N=Q#R1S�� 6 W3\�P*�(T.W 6 Q#N�V-R.��W 6 O��(T1W3��b3R � ��O�O�W 6 �)�

� Ð#P*V/R1��W 6 O�� M M�á
�nf#�������?���,�oÂ x �?���?� � ÂDÃ g Â��ÄÂ�Ã,� k ÂDÃ v�Åy� � kd� ��ÂD�3�uÆ�� x � k ÂÇ��È�Â�Ã v ÂD���?É �

�3� ��� � �`v ÂÇã�ÈBY���� � W 6 áÓ �<¬DN O��I�)T.�)b3R.Pi���:Q#W3V-R � Ð^O�� k Y��#P 6 W3�DN 6 O��I���:Q#W3�IH*��� � W-O��0ßBVB�cH*�)P%� 6  Ù¬�W3VB\�P%� 6 M�É0�CQ)�m«�� � N 6 V"N=���#P%N 6'6 �CY����#O��C�)T.�#b�R.P[O�R1Qv¬�W(Q)W3V/R � Ð 6 R�¶ã�N�á&¬DN/O��t� 6*� N=P�Ê,W3P%V/N�O�W-Y�W�PPâ(Y��#P 6 W3�DN 6 �gO��tT.W 6 Q#��N�T.� 6 Ô 6 W3�_¬�W3VB\�P*� 6 ?ÈV �IH*�#P%� 6 �ã?\mám�#TZQ#W3V-R � ÐeY����#O��i� 6�� N�P�Ê,W3P%V/N�O�W{Y�W3P!Q)�DN�T1�Z��R.�)P!�*�V/�)P%W0O��iY��#P 6 W3��N 6a6 R.�)Vq¬Y�P%�<XQ)�DN���O�W/¬DN��N(�#TUV-R 6 V/WB�*�V/�)P%W(O��I¬�W3VB\�P*� 6 �����CO��CVB�cH*�)P%� 6 �ã?Qsá8�#T�Q)W3V/R � Ð � R1�#��� Ù Y��#P 6 W3�DN 6 O��0T.N 6 Q#��N�T.� 6 N�T�V-�#��W 6 O�W 6 O��]TfN 6 Q)�DN�T1� 696 W3�V �IH*�#P%� 6 �ã?Omá&�#TmQ#W3V-R � Ð � R.�)��� Ù Y��#P 6 W3��N 6 ��O�W 6 O��tQ#N�ODN 6 ��©kW��gY��#P*W"�)T Ó P#M � N�Vàè.P*��ä<��WY����#O��C� 6*� N�P'�#���#TUQ)W3V-R � Ð^Q)W3��TfN 6 ����W3P+N/¼IS�V/�åä�M
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È�Ú�Ú[Tå¬�È Ú�Ú'ÈZM7�D�)\�P%�)P%W

T3M�ã�È]Y���� � W 6 á Ó ��N0TfN 6 R.b���R.�)� � �iV/N � P%R¡äe���DN0V/N � P*RçäeO��[N5�N=Q#�)��Q#R.N 6 O��i���Bb3P+NcÊ,W
6 R.V-Y�T.�

G = (V,E)
M

0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0R�á�É0� � �#P%V-R.��N�P&�)TU�}�V-�#P*W-O�� h Ð)P � R1Q#� 6 X�)TU�}�V-�#P*W-O��tN�P*R 6�� N 6 O��t¼ M÷ W3V-WITfN^V"N � P%R¡ä � R.�)����T.âPË�TfN 6  TIâ^Q#W3T1��V-�DN 6 �3�#� � W3��Q)� 6

G
� R.�)����TIâ h Ð#P � R.Q)� 6 M�!WZO��#V-W 6 Q�N�T1Q#��T.N�P8�#T�b3P+N=O�WjO��0Q�N=ODN h Ð#P � R.Q)� h R.�)��O�Wj�#T��*�V/�)P%WjO��0����W 6 �����0¬DN��)�GQ�N�O�NøËDT.Nïã?W:�#�GQ#N�ODNXQ#W�T.��V-�DN'áv�	O��(� 6*� NXV"N����#P+N2TfN 6 ��Q#� 6 R1S3�xO��(T.W 6 b3P%N�O�W 6O��BT.W 6{h Ð#P � R.Q)� 6 � 6 ¶ ú �%Èk� Ô � Ô �%Èk� Ù �ÁÈZ�ÁÈZ� Ô �%Èk� Ô � Ô �:T3�%Èk�%ÈkM ÷ W3V-W"TfN 6 ��V/N"O��T1W 6 b3P%N�O�W 6 O��IT.W 6ih Ð#P � R.Q)� 6 � 6 Ù Úk���#TUb3P%N Ê,W � R.�)���æÈ�Ú(N�P*R 6�� N 6 M

R.R á�É0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R
G
� 6 Q)W3���ª©kW�MWÉ0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R

G
� 6]4 ��T1�#P*RfN���W�M÷ W3V-W��)T h Ð)P � R1Q#�ðTX� 6 N�Ok�N�Q#�)� � �XQ#W3�@T.W 6th Ð)P � R1Q#� 6 ÈZ� Ô � Ù �KT.ÚA3T Ù � � WZO�W 6�)T.T1W 6 � 6�� «��x�)�xTfNXV-R 6 V"N2Q)W3V-Y�W3���)� � �=M 4 TWÈX� 6 N�O��N�Q)�#� � �/Q)W3�x�#T
âk�m�#T
âXT.W:� 6Q)W3�X�#T ú ØÐ 6*� �^Q#W3�X�)TÁßjQ)W3�X�#T%�t"Q)W3�X�#T%ÍkM�É0�^� 6�� �<V-WZO�Wj�N � �#���)V-W 6 �����<T1W 6

6 R.b3��R.�#� � � 6'h Ð)P � R1Q#� 6 � 6*� «=�_�)�_T.N(V-R 6 V/N Q)W3V-Y�W3���#� � �CQ)W3���ª©�Nk¶�T��NÈk� Ô � Ù ��âk� ú ��ßk��k�ÁÍ��RT.Ú/hT Ù M 4 Tcb3P%N Ê,W2� 6 �)� � W���Q#� 6 Q#W�����©kW:Y�W3P*�Z��� �#T�T.â"� 6 N�O��N=Q#�)� � � Q)W3�w�)T
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T Ù �	�)T�T�T Q)W3�w�)TnÍ��	�)T�TIÈ"Q)W3�w�)T�T�TB_�#T�T Ô Q)W3�w�#T�TIÈkMæÉ0� � 6*� � V-WZO�WX¬�N5_���DN���R.Q#N�Q)W3V-Y�W3���)� � �-Q)W3���ª©�NkM 4 T8b�P+N Ê,W:��WA� 6 �#��T1�#P%R.N���W:Y�W3P%�����-¬DN5 h Ð#P � R.Q)� 6 O��b3P+N�O�W(R.V-YDN�P�ã,Y�W3P&��H*�)V/Y�T1W(�)T Ô ����� � R.�)���Ib�P+N�O�W Ô ávM
R.R1R áWÉ0� � �#P*V/R1�DN�P&T1W 6[h Ð)P � R.Q#� 6 O��Ib3P%N�O�W(V/N53W3P[W-R.b��DN�Tn����� Ù M
4 T h Ð#P � R.Q)�hT � R.�)���Ab3P%N�O�W ú r�#T h Ð)P � R1Q#� ú � R1�#����b3P+N=O�W Ù �[�#T{P%� 6*� WdO��_T1W 6

h Ð#P � R.Q)� 6'� R.�)���Ib�P+N�O�W(V-�#��W�P#M
R h á ÷ W3V-Y�� � N�P#� 6 Rn� 6 Y�W 6 R1\�T.�=�k����«�P%\�W�Tgb3�)���#P%N�O�W3PiO��

G
M Ó R

G
� 6 ��WBQ#W3����©kW��

� W3V/N�P^T.NXQ#W�V/Y�W3���#� � �(Q#W3����©�N�Q#W��xV/N5�W3P<�}�V/�)P%W:O�� h Ð#P � R.Q)� 6 $Q#W3V-Y�� � N�P#� 6 R� 6 Y�W 6 R.\�T.�=�����?«�P%\�W�T	b3�#���)P+N�O�W3P'O��IO�R.Q`¬DN Q#W�V/Y�W����#� � ��M÷ W3V-W
G
� 6 Q)W3����©kW 6 �&Y����#O��&Q#W3V-Y�� � N�Pc���à«�P*\�W3T�b��#���)P+N�O�W3P7�)T.R1V-R1�DN���O�W0���DNN�P%R 6*� N2�)�xQ#N�ODNXQ#R.Q)T.WXYDN=P+NX�����àÐ 6*� W 6 O�� 6 N�Y�N�P%�åä#Q#N��	M ÷ W3V-W:¬�N5yTIâ h Ð#P � R.Q)� 6 ���#T«�P%\�W3T � �#��O�PÑ«wT Ù N�P%R 6*� N 6 ��O��iV-WZO�W0�����[¬�N5t�����i�Z��R � N=P ú MR�!W3Pc�AH*�#V-Y�T.W��=YgWZO��#V-W 6�Z��R � N=P#¶ {3, 10} � {3, 4} � {4, 15} � {7, 8} � {11, 14}  {11, 12} M

ÈkM0ãôÈ-Y���� � W 6 á�É0�#V-W 6�� P+N�P{Y�W3P{R.��O���Q#Q)R.S3�A�����tYDN�P+N-Q�N=ODN
n
�*�V/�)P%W/�DN � ��P+N�T

6 � h �#P%R�ËDQ�Nk¶
R�á
7n � 6 R.V-YDN�P)�R.R á
11n − 1

� 6 ���AVÛ�T � R1Y�TlW O��wâZM
R�á ÷ W3V-W

71 = 7
����� � 6 ���w�*�V/�)P%W2R.V-YDN�P#��TfN2NcËDP%V/N�Q#R1S3�_R�á'� 6 Q)R.�)P � N"YDN�P%N

n = 1
MÓ R
7n � 6 R1V/Y�N�Pj�)� � W3��Q#� 6 �ª©kR 6*� �:���r�*�V-�#P%W��#� � �)P%W k O��XV/WZO�W������ 7n =

2k + 1
M
É0�I� 6�� �CV-WZO�W 6 �CQ)W3��Q#T1��3�=¶

7n+1 = 7× 7n = 7× (2k + 1) = 2× (7k + 3) + 1.

R.R á ÷ W3V-W
111− 1 = 10 = 2× 5 6 � � R1�#���]�����0TfNtN ËDP*V"N=Q#R1S3�/R1R�áa� 6 Q#R1�#P � NtY�N�P+N

n = 1
MÓ R
11n − 1

� 6 ���$VÛ�T � R1Y�T1W-O��Oâ-�#� � W3��Q)� 6 ��©kR 6�� �B�����)� � �#P%W k O��jV-WZO�W"�����
11n = 5k + 1

M�É0�C� 6�� �CV-WZO�W 6 �CQ)W3��Q)T.��3�=¶
11n+1 − 1 = 11× 11n − 1 = 11(5k + 1)− 1 =

11× 5k + 11− 1 = 55k + 10 = 5(11k + 2).

Ô Mïã�T/Y���� � W*á Ó ��N
G = (V,E)

���db3P%N Ê,W 6 R1V/Y�T1� Q#W3���ª©kW � N=T8����� |V | = 30
MÉ0� � �#P%V-R.��N�P(�#T'�}�V-�#P*WxV+è1��R1V-W�O��_N�P*R 6�� N 6 �����_Y����#O�� � �)���#P)MEÉ0� � �#P*V/R1�DN�P(�#T�}�V-�#P*W-V+«c©kR.V-WBO��CN�P%R 6*� N 6 �����CY����#O�� � �)���#P)M



Ô Í�� ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸ L ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ�L�Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �
4 Tm�}�V-�)P%W-V+è1��R1V-W O��jN=P%R 6*� N 6 T.W � R1�#���IQ)�DN���O�W/� 6 ���2«�P%\�W3T����#� � W3��Q)� 6{� R1�#���È ÍCN�P%R 6*� N 6 M 4 TDVØ«I©�R1V-W<�}�V/�)P%WCO��]N�P%R 6*� N 6 T.W � R.�#���'Q#�DN=��O�Wt� 6 �#TDb3P+NcÊ,WIQ#W3V-Y�T.� � W

K30

Q)W3� Ô Ú h Ð#P � R.Q)� 6 �DQ�N�O�N(����W-Q#W��Ab�P+N�O�WØÈ Í(Y�W�P � N=� � W(Q)W3�
15× 29

N�P%R 6*� N 6 M
Ù M ã�È"Y���� � W 6 á ÷ W3� 6*� P%��R1P<���GN�T.b3W�P%R � V-W"����� � �#��b3NXQ#W�V/WX�)� � P+N�ODN2���DNXT1R 6*� NO��2�*�V/�)P%W 6 �)� � �#P%W 6

a1
�[M1MlMl�

an

�7���@�)� � �)P%W
b
x���y�}�V-�#P*W$�DN � ��P+N=T

p 6= 1
�a� 6O��#Q#R1P#�

4 � � P%N�ODN�¶ a1 �lM1MlM1� an
�
b
�
p
ã
ai, b ∈ Z

�
p ∈ N− {1}) M

LQ)W3V-W 6 N�T.R1ODNdTfNyT1R 6�� NdW3P%O��#�DN�O�N ã,�#���#T^W3P%O��)���)�������GN�YDN�P*�#Q)�#���#��T.NyT1R 6*� NO���TfN��#� � P%N�ODN'áBO���T1W 6 �)T.�)V/�)� � W 6 O���T.NwT1R 6�� N$O���TfN��)� � P%N�ODNw����� h �)P%R�ËDQ�N=� 6 �#PQ)W3��b3P*���#� � � 6 Q)W3�
b
V-SZO���T.W

p
M 476�� ��O�R.N�P 6 �AQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O	M

4 � � P%N�ODN�¶
a1
�lM1MlM1�

an

�
b
�
p
M

j := 0�DW3P
i = 1

� W
n×bÊ

ai − b mod p = 0 � ¬��#� j := j + 1
N���O

cj := ai×bÊ
j = 0

� ¬��#�
r :=

û]Wp¬DN5L�#T1�#V-�#� � W 6 Q#W���TfNyY�P%W�Y�R.�)ODN�O�P%�#�����)P%R1ODNp�#T 6 �
r := c1, ..., cjÓ N�T1R.ODN�¶

r
4 � � �)��O��)V/W 6 Q)W3V/W � N�V"N ��W O��<TfNB�)� � P+N�ODN �#T	�*�V/�)P%W

n
T.W���b3R � ��O2O��<TfNBT1R 6*� NO��/TfN:�#� � P+N=ODN�M 476 ���yN�T1b3W3P*R � V(W:O��/Q)W3V/Y�T.��H*R1ODN�OwT.R1����N=Ta�NA�����/¬DN�G���d\���Q#T1������ 6 �]P%�)Y�R � �

n
h �)Q#� 6  �Z���0P*��N=T.Rçä#N<���DNCQ�N=� � R.ODN�O-Q#W�� 6*� N�� � �]O��{W3Y��#P%N�Q#R1W3��� 6 �Z�#��)TUY��#W3P'O��CT1W 6 Q#N 6 W 6 ú M

âkM�ã�TIY���� � W*á Ó �#N��
A

B
T.N 6&6 R.b3��R1�#� � � 6 Y�P*W3Y�W 6 R1Q#R1W3��� 6 ¶

A := (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)

B := (p ∧ r)⇒ (q ∧ s)É]�#V-W 6*� P+N�P&�Z��� A R1V/Y�T1RlQ�NjT.S3b3R1Q#N�V-�)� � � B MÎmN����R.Q#N]YgW 6 R1\�R.T1R1ODN=OtYDN=P+N]�����
A
��W0R.V-Y�T1R1�����eT.S�b3R1Q�N�V(�#� � �

B
� 6 �����i��©kR 6�� N��

h N�T.W�P%� 6 O�� h �#P%O�N�O�O��jTfN 6'h N�P*RfN�\�T.� 6 p, q, r, s �����j¬DN�Q)�#�$�Z��� A 6 �#N h �#P%O�N�O��#P*W2
B
Ê?N=T 6 W�MXÊ0¬�W�P+NA\�R.�#�n� 6 R

B
� 6 Ê?N�T 6 WA� 6 Y�W3P%�����

p ∧ r
� 6Ch �#P*ODN�O��)P%W_

q ∧ s
� 6Ê?N=T 6 W�M 476 O��)Q#R1P

p

r
h �)P%ODN=O��#P%N 6 :N�T1b3���DNB�#� � P%�

q

s
Ê?N�T 6 N�MeË^\ 6 Ð)P h � 6 �j�����

A� 6 TfN2Q)W3�cH*����Q)R.S3�wO�� O�W 6 R1V-Y�T1R1Q�N=Q#R1W3��� 6 M 4 �xN=VB\DN 6 R1V/Y�T1R1Q�N=Q#R1W3��� 6 TfN"¬�R.Y�S � � 6 R 6� 6<h �#P%O�N�O��#P%NÇã
p

r
6 W3�GN�VB\DN 6]h �#P*ODN�O��)P+N 6 á^Y��#P%W:N�T.b����DN"O�� T.N 60� � 6 R 6 � 6 Ê?N=T 6 N
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q
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s
6 W3�?Ê?N�T 6 N 6 á&Y�W�P{T.W-�����tTfN Q#W3�IH*����Q#R1S3�

A
� 6 Ê?N�T 6 N(�)�_Q#W�� � P%N�O�R1Q#Q#R1S3��Q#W���Z��� 6*� P%N 6 ��Y�W 6 R1Q#R1S3�

A
h �#P*ODN�O��)P+N�M

ú M�ã�È'Y���� � W 6 á Ó ��N{���jb3P%N Ê,W 6 R1V/Y�T.�
G′ = (V ′, E ′)

P%�)Y�P%� 6 �#� � N�O�W^Y�W3P�T.N'V/N � P*Rçä
M
�����C� 6 ���DN(O�� 6 � 6 V/N � P*R.Q#� 6 O��CN��N�Q#�)��Q#R.N�M

M =

0 1 0 1
1 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0

4 �_�)T�Q)W3�cH*��� � W
V ′
O��tT.W 6'h Ð)P � R1Q#� 6 O��

G′
6 �t� 6�� N�\�T.�#Q)�t���DN/P*�#T.N�Q#R1S3�

R
6 �#b���$T.NQ#�DN�T��nODN�O�W 6

v, w ∈ V ′
� 6 � � R1�#���B�Z���

vRw
6 Rc 6 W3TfN�V-�#� � � 6 Ra�ª©�R 6*� � ���wQ#N�V-R.��W�#�

G′
O��XT.W3��b�R � ��O;È_����R1�#��O�W

v
Q#W��

w
M 476�� ��O�R.N�P 6 R[T.N$P*�#TfN=Q#R.S��

R
� 6 P%�)����©*¬R h Nk� 6 R.VàÐ � P*R.Q#N���N�� � R 6 R.VàÐ � P%R1Q#N2 � P%N�� 6 R � R h N�Míã�û]S � � 6 �"�����/��©kR 6�� �/���DNAN�O��)Q#�DN=ODNV"N����#P+N2O�� P%�#Y�P%� 6 �#� � N�PITfN2R1�	Ê,W3P*V"N=Q#R1S�� 6 W3\�P*�(T.W 6 Q#N�V-R.��W 6 O��(T1W3��b3R � ��O�O�W 6 �)�

� Ð#P*V/R1��W 6 O��
M
M�á

ÎmNjV/N � P%Rçä'O��0TfNtP*�#T.N�Q#R1S3� 6 �#Pî«BT.NtV/N � P*Rçä'O��^����W 6 /Q#�)P%W 6 O��
M2 � 6 O��)R.P9���DNV"N � P%R¡ä'Q#W3�2���2����WjO�W3��O��

M2 � R.�#���]���DNt�#� � P+N�O�Nj��Wj����TfNI-���2Q#�)P%Wj�#�2�#T�P%� 6*� WO��ITfN 6 �)� � P+N�ODN 6 M÷ W3V-W
M2 � 6 ¶

M =

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 1 0
1 1 0 3

4 � � W3��Q)� 6 T.N{P%�)TfN=Q#R.S��t�����i�����)P%�)V/W 6 � 6�� ��O�R.N�P 6 �iY����)O��iP%�)Y�P%� 6 �#� � N�PcV-�#O�R.N�� � �TfN 6 R.b���R.�)� � �^V"N � P%R¡ä�¶
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1

476 �#� � W3��Q)� 6 P*�)�D�ª©kR h N(Y���� 6 T.NBO�RfN=b3W3�DN=Tn��W � R.�#���<��R.��b����DNB�#� � P+N�O�N(����TfN�M 476
6 R.VàÐ � P%R1Q�NCY���� 6 T.NtV/N � P*Rçä{� 6[6 R.VàÐ � P%R.Q#N�MRû]WB� 6 N=� � R 6 R1V+Ð � P*R1Q�NCY���� 6 ��Y�W3Pi�AH*�#V-Y�T.W��
1R2


2R1

M�{cN=V/Y�WZQ)Wj� 69� P+N 6 R � R h NIY���� 6 ��Y�W3P9�AH*�#V-Y�T1W��
3R2


2R4

Y��)P%W Ô ��W 6 �P%�#T.N�Q)R.W3�DNjQ#W3� Ù M
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ã?\Xám�)TkQ)W3V-R � Ð8Y����)O��i� 6*� N�P:Ê,W�P%V/N�O�W{Y�W3P!Q#��N�T.����R1�#P��}�V-�#P*W0O��9Y��#P 6 W3�DN 6c6 R.�#VO¬Y�P%�<XQ#��N���O�W-¬DN��N(�#TUV-R 6 V-WB�}�V-�#P*W-O��C¬�W3VB\�P%� 6 �����CO��IVB�cH*�#P*� 6 �É0�I� 6�� �IV/WZO�W Y����#O��)� 6 �#P'O�� 6 O��àTI¬�W3VB\�P*�^2���DN(VB�IH*�#P0ã,�#� � W � N�TÁÈ�á9¬DN 6*� NÙ ¬�W3VB\�P*� 6  Ù VB�cH*�#P*� 6 ã,�#� � W � N�TÁ�'ávM 476�� W-� 6 ¶
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ã?OXá&�)T�Q)W3V-R � Ð � R1�#��� Ù Y��#P 6 W3�DN 6 �gO�W 6 O��CQ�N�O�N 6 ��©kW���Y��#P%W/�#T Ó P)M � N�V+è1P%�åäI��WY����#O��C� 6*� N=P{�)�A�)TUQ#W�V/R � Ð^Q#W3��T.N 6 ����W3P%N"¼<S3V-��ä=M
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4 T%�T � R.V-WB�AH*�#P*Q#R1Q#R.W 6 S3T1W(T1W � R.�)���)�������C¬�N�Q#�)P{T1W 6 N�T.��V-��W 6 ��W/N=Q#W3b3R1O�W 6 N � h N�T1�[¬N�Q#R1S3� Q)W3� � R.���DN�MR�cN�P+N^� 6*� W 6 N�T.��V-��W 6 T1W 6 Y�P%W3\�T1�#V/N 6 T3�}ÈZ� Ù qâ h N�T1�#�øT3Mêâ0Y���� � W 6X�#TÁ�T � R1V-W h N�T1�æÈBY���� � W 6 M

T3MMã�ÈCY���� � W 6 YDN�P+NtT.W 6 N=T.��V-��W 6 O��0� h N=T.�DN�Q)R.S3�"Q)W3� � R.���DNC?T3M�âtYDN�P%Nj�)TnP*� 6�� W*áÉ0�#V-W 6*� P+N�P&Y�W3P&R.��O���Q#Q)R.S3�:�����CYDN=P+N Q�N�ODN
n
�}�V-�#P*W-�DN � ��P%N�T 6 � h �#P%R�ËDQ�Nk¶

R�á
5n � 6 R.V-YDN�P)�R.R á
21n − 1

� 6 ���AVÛ�T � R1Y�TlW O��wâZM
ÈkMMã�ÈCY���� � W 6 YDN�P+NtT.W 6 N=T.��V-��W 6 O��0� h N=T.�DN�Q)R.S3�"Q)W3� � R.���DNC?T3M�âtYDN�P%Nj�)TnP*� 6�� W*áÓ ��NwT.N 6 R1b3��R.�)� � �XV/N � P*Rçä"���DN�V"N � P%R¡ä"O���N5�N=Q#�)��Q#R.N 6 O��:���rb�P+N Ê,W 6 R1V/Y�T.� G =

(V,E)
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T3M0ã�È(Y���� � W 6 á�É]�#V-W 6*� P+N�P{Y�W3P{R.��O���Q#Q#R1S3�A�����jYDN=P+N-Q�N�O�N
n
�}�V-�#P*W/�DN � ��P+N�T

6 � h �)P%R¡Ë�Q�N�¶
R�á
5n � 6 R.V-YDN�P#�R.R á
21n − 1

� 6 ����VÛ�T � R1Y�T1WBO��æâkM
R�á ÷ W�V/W

51 = 5
�Z��� � 6 �����}�V/�)P%WXR1V/Y�N�P#�gT.N2N Ë�P%V/N�Q#R1S3�_R�á{� 6 Q#R1�#P � N"YDN�P+N

n = 1
MÓ R
5n � 6 R1V/YDN=Pj�#� � W3��Q#� 6 ��©kR 6*� �X���p�}�V/�)P%W��#� � �#P*W k O��XV/WZO�W$�Z��� 5n =

2k + 1
M�É0�C� 6*� �CV-WkO�W 6 �IQ#W3��Q#T1��3��¶

5n+1 = 5× 5n = 5× (2k + 1) = 2× (5k + 2) + 1.

R.R á ÷ W3V/W
211− 1 = 20 = 4× 5

6 � � R1�#���]�����^T.NtN ËDP*V"N�Q)R.S3�-R.R áa� 6 Q#R1�#P � NtYDN�P%N
n = 1

MÓ R
21n − 1

� 6 ���$VÛ�T � R1Y�T1W-O��Oâ/�)� � W���Q#� 6 �ª©�R 6*� �B���$�#� � �)P%W
k
O��jV/WZO�W"�����

21n = 5k + 1
M
É0�I� 6�� �CV-WZO�W 6 �CQ#W���Q#T1��3��¶

21n+1 − 1 = 21× 21n − 1 = 21(5k + 1)− 1 =

21× 5k + 21− 1 = 21× 5k + 20 = 5(21k + 4).

ÈkM�ã�È]Y���� � W 6 á Ó ��N0TfN 6 R.b���R.�)� � �iV/N � P%R¡äe���DN0V/N � P*RçäeO��[N5�N=Q#�)��Q#R.N 6 O��i���Bb3P+NcÊ,W
6 R.V-Y�T.� G = (V,E)

M
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0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0R�á�É0� � �#P*V/R1�DN�P[�#TU�}�V/�)P%W(O�� h Ð#P � R.Q)� 6 X�)TU�}�V/�)P%W(O��CN�P%R 6*� N 6 O��t¼(M÷ W3V-WITfN^V/N � P*Rçä � R.�)����TIâ�ËDTfN 6 øTIâ^Q#W�T.��V-�DN 6 ���)� � W���Q#� 6

G
� R1�#����TIâ h Ð#P � R1Q#� 6 M�!WZO��#V-W 6 Q�N=T.Q#��TfN�P8�#T�b3P%N�O�WtO��0Q#N�ODN h Ð#P � R1Q#� h R1�#��O�WB�)Tg�*�V-�#P*WjO��0����W 6 �����0¬DN��#�GQ#N�ODN ËDTfNïã?W:�)�GQ�N�O�N:Q)W3T.��V/�DN�á}�	O�� � 6*� N:V"N=���#P%NXT.N 6 ��Q)� 6 R1S3�GO��(T1W 6 b�P+N�O�W 6O��BT1W 6{h Ð#P � R1Q#� 6 � 6 ¶ ú �%Èk� Ô � Ô �%Èk� Ù �%Èk�%Èk� Ô �ÁÈZ� Ô � Ô �RT3�%Èk�%ÈkM ÷ W�V/W"TfN 6 ��V/N"O��T.W 6 b�P+N�O�W 6 O��IT1W 6[h Ð#P � R1Q#� 6 � 6 Ù Ú����#TUb�P+N Ê,W � R.�)���æÈ Ú-N=P%R 6�� N 6 M

R.R áWÉ0� � �#P%V-R.��N�P 6 R
G
� 6 Q#W3����©kW�MWÉ]� � �)P%V-R.�DN=P 6 R

G
� 6{4 ��T.�)P%RfN=��W�M÷ W3V-W$�#T h Ð#P � R.Q)�íTX� 6 N=O��N�Q)�#� � �:Q)W3�pT1W 6jh Ð)P � R.Q#� 6 Èk� Ô � Ù �KT.Ú_<T Ù � � WZO�W 6�#T.T1W 6 � 6*� «��x�#�xTfNXV-R 6 V"N"Q#W3V-Y�W3���)� � ��M 4 T
ÈX� 6 N�O��N=Q#�#� � �/Q)W3�x�)TWâZ���)TWâXT.W:� 6Q#W3�X�)T ú +Ð 6*� �<Q#W��X�#TÁßtQ#W3�X�)T%�j/Q#W3�X�)T%Í�M�É]�<� 6*� �<V-WZO�Wt�N � �)���#V-W 6 �����<T1W 6

6 R.b���R.�)� � � 6&h Ð#P � R.Q)� 6 � 6*� «��_�)�ATfN V/R 6 V/NBQ#W3V-Y�W3���)� � �CQ#W3���ª©�N�¶�T3��Èk� Ô � Ù �NâZ� ú �Nßk����%Í���TsÚ"hT Ù M 4 Tcb3P+N Ê,W"� 6 �)� � W3��Q#� 6 Q)W3���ª©�W:Y�W�P%����� �)T�TIâ/� 6 N=O��N�Q#�)� � �(Q)W3���#TT Ù �	�)T�T�T Q)W3�w�)TnÍ��	�)T�TIÈ"Q)W3�w�)T�T�TB_�#T�T Ô Q)W3�w�#T�TIÈkMæÉ0� � 6*� � V-WZO�WX¬�N5_���DN���R.Q#N�Q)W3V-Y�W3���)� � �-Q)W3���ª©�NkM 4 T8b�P+N Ê,W:��WA� 6 �#��T1�#P%R.N���W:Y�W3P%�����-¬DN5 h Ð#P � R.Q)� 6 O��b3P+N�O�W(R.V-YDN�P�ã,Y�W3P&��H*�)V/Y�T1W(�)T Ô ����� � R.�)���Ib�P+N�O�W Ô ávM
R.R1R áWÉ0� � �#P*V/R1�DN�P&T1W 6[h Ð)P � R.Q#� 6 O��Ib3P%N�O�W(V/N53W3P[W-R.b��DN�Tn����� Ù M
4 T h Ð#P � R.Q)�hT � R.�)���Ab3P%N�O�W ú r�#T h Ð)P � R1Q#� ú � R1�#����b3P+N=O�W Ù �[�#T{P%� 6*� WdO��_T1W 6

h Ð#P � R.Q)� 6'� R.�)���Ib�P+N�O�W(V-�#��W�P#M
R h á ÷ W3V-Y�� � N�P#� 6 Rn� 6 Y�W 6 R1\�T.�=�k����«�P%\�W�Tgb3�)���#P%N�O�W3PiO��

G
M Ó R

G
� 6 ��WBQ#W3����©kW��

� W3V/N�P^T.NXQ#W�V/Y�W3���#� � �(Q#W3����©�N�Q#W��xV/N5�W3P<�}�V/�)P%W:O�� h Ð#P � R.Q)� 6 $Q#W3V-Y�� � N�P#� 6 R� 6 Y�W 6 R.\�T.�=�����?«�P%\�W�T	b3�#���)P+N�O�W3P'O��IO�R.Q`¬DN Q#W�V/Y�W����#� � ��M
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G
� 6 Q#W�����©kW 6 �&Y����)O��'Q)W3V-Y�� � N�Pa���à«�P*\�W3T�b3�)���#P%N�O�W�P7�)T.R.V-Rl�DN���O�W^���DNN=P%R 6�� N2�#�GQ�N=ODN:Q)R.Q)T.WXYDN�P%NX�Z���àÐ 6�� W 6 O�� 6 N�YDN=P%��ä)Q�N��nM ÷ W3V-W:¬DN��TIâ h Ð)P � R.Q#� 6 ���)T«=P%\�W3T � �)��O�Pî«ÛT Ù N�P*R 6�� N 6 ��O��iV-WZO�W0�����[¬DN�t�����[����R � N�P ú M��!W�Pc��H*�)V/Y�T.W��=Y�WZO��)V/W 6����R � N�P)¶ {3, 10} � {3, 4} � {4, 15} � {7, 8} � {11, 14}  {11, 12} M

Ô Mïã�T/Y���� � W'á Ó ��N
G = (V,E)

���db3P%N Ê,W 6 R.V-Y�T1�(Q)W3����©kW � N�T7�Z��� |V | = 40
MÉ]� � �)P%V-R.�DN=P-�)T{�*�V-�#P%WxVàè.��R.V(WwO��AN�P%R 6*� N 6 �����AY����)O�� � �#���#P#MEÉ]� � �)P%V-R.�DN=P-�)T�*�V-�#P%W(V+«c©kR.V-WBO��CN�P%R 6*� N 6 �Z���CY����)O�� � �)���#P)M

4 Tm�}�V-�)P%W-V+è1��R1V-W O��jN=P%R 6*� N 6 T.W � R1�#���IQ)�DN���O�W/� 6 ���2«�P%\�W3T����#� � W3��Q)� 6{� R1�#���Ô ÍCN�P%R 6*� N 6 M 4 TDVØ«I©�R1V-W<�}�V/�)P%WCO��]N�P%R 6*� N 6 T.W � R.�#���'Q#�DN=��O�Wt� 6 �#TDb3P+NcÊ,WIQ#W3V-Y�T.� � W
K40

Q)W3� Ù Ú h Ð#P � R.Q)� 6 �DQ�N�O�N(����W-Q#W��Ab�P+N�O�W Ô Í(Y�W�P � N=� � W(Q)W3�
20× 29

N�P%R 6*� N 6 M
Ù M ã�È"Y���� � W 6 á ÷ W3� 6*� P%��R1P<���GN�T.b3W�P%R � V-W"����� � �#��b3NXQ#W�V/WX�)� � P+N�ODN2���DNXT1R 6*� NO��2�*�V/�)P%W 6 �)� � �#P%W 6 a1 �[M1MlMl� an

�7���@�)� � �)P%W b x���y�}�V-�#P*W$�DN � ��P+N=T p 6= 1
�a� 6O��#Q#R1P#�

4 � � P%N�ODN�¶
a1
�lM1MlM1�

an

�
b
�
p
ã
ai, b ∈ Z

�
p ∈ N− {1}) M

$Q#W3V-W 6 N�T.R1ODN2T.N2T.R 6�� N"W3P%O��)�DN�O�NÇã?�)�x�)T7W3P*O��#�G�)�x�����-N�YDN=P%�#Q)�#�G�#�GTfN2T.R 6*� N"O��T.N��)� � P%N�ODN'ájO���T1W 6 �#T1�#V-�#� � W 6 O��:TfN�T1R 6�� N$O��:TfN$�#� � P+N�O�Nw�Z��� h �#P%R�ËDQ#N��q��W 6 �#PQ)W3��b3P*���#� � � 6 Q)W3�
b
V-SZO���T.W

p
M 476�� ��O�R.N�P 6 �AQ)W3V-Y�T.�AH*R.ODN=O	M

4 � � P%N�ODN�¶
a1
�lM1MlM1�

an

�
b
�
p
M

j := 0�DW3P
i = 1 � W n×bÊ

ai − b mod p 6= 0
� ¬��#�

j := j + 1
N���O

cj := ai×bÊ
j = 0 � ¬��#� r :=

û]Wp¬DN5L�#T1�#V-�#� � W 6 Q#W���TfNyY�P%W�Y�R.�)ODN�O�P%�#�����)P%R1ODNp�#T 6 �
r := c1, ..., cjÓ N�T1R.ODN�¶

r
4 � � �)��O��)V/W 6 Q)W3V/W � N�V"N ��W O��<TfNB�)� � P+N�ODN �#T	�*�V/�)P%W

n
T.W���b3R � ��O2O��<TfNBT1R 6*� NO��/TfN:�#� � P+N=ODN�M 476 ���yN�T1b3W3P*R � V(W:O��/Q)W3V/Y�T.��H*R1ODN�OwT.R1����N=Ta�NA�����/¬DN�G���d\���Q#T1������ 6 �]P%�)Y�R � � n h �)Q#� 6  �Z���0P*��N=T.Rçä#N<���DNCQ�N=� � R.ODN�O-Q#W�� 6*� N�� � �]O��{W3Y��#P%N�Q#R1W3��� 6 �Z�#��)TUY��#W3P'O��CT1W 6 Q#N 6 W 6 ú M

âkM�ãôÈ'Y���� � W 6 á Ó �#N]���tb3P+NcÊ,W 6 R1V/Y�T1�
G′ = (V ′, E ′)

P*�#Y�P*� 6 �#� � N�O�W0Y�W3P�TfN&V"N � P%R¡ä
M
�Z���C� 6 ���DN(O�� 6 � 6 V"N � P%R1Q#� 6 O��CN5�N�Q)�#��Q#RfNkM

M =

0 1 0 1
1 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0
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4 �_�)T�Q)W3�cH*��� � W

V ′
O��tT.W 6'h Ð)P � R1Q#� 6 O��

G′
6 �t� 6�� N�\�T.�#Q)�t���DN/P*�#T.N�Q#R1S3�

R
6 �#b���$T.NQ#�DN�T��nODN�O�W 6

v, w ∈ V ′
� 6 � � R1�#���B�Z���

vRw
6 Rc 6 W3TfN�V-�#� � � 6 Ra�ª©�R 6*� � ���wQ#N�V-R.��W�#�

G′
O��XT.W3��b�R � ��O;È_����R1�#��O�W

v
Q#W��

w
M 476�� ��O�R.N�P 6 R[T.N$P*�#TfN=Q#R.S��

R
� 6 P%�)����©*¬R h Nk� 6 R.VàÐ � P*R.Q#N���N�� � R 6 R.VàÐ � P%R1Q#N2 � P%N�� 6 R � R h N�Míã�û]S � � 6 �"�����/��©kR 6�� �/���DNAN�O��)Q#�DN=ODNV"N����#P+N2O�� P%�#Y�P%� 6 �#� � N�PITfN2R1�	Ê,W3P*V"N=Q#R1S�� 6 W3\�P*�(T.W 6 Q#N�V-R.��W 6 O��(T1W3��b3R � ��O�O�W 6 �)�

� Ð#P*V/R1��W 6 O�� M M�áÎmNjV/N � P%Rçä'O��0TfNtP*�#T.N�Q#R1S3� 6 �#Pî«BT.NtV/N � P*Rçä'O��^����W 6 /Q#�)P%W 6 O��
M2 � 6 O��)R.P9���DNV"N � P%R¡ä'Q#W3�2���2����WjO�W3��O�� M2 � R.�#���]���DNt�#� � P+N�O�Nj��Wj����TfNI-���2Q#�)P%Wj�#�2�#T�P%� 6*� WO��ITfN 6 �)� � P+N�ODN 6 M÷ W3V-W

M2 � 6 ¶

M =

2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 1 0
1 1 0 3

4 � � W3��Q)� 6 T.N{P%�)TfN=Q#R.S��t�����i�����)P%�)V/W 6 � 6�� ��O�R.N�P 6 �iY����)O��iP%�)Y�P%� 6 �#� � N�PcV-�#O�R.N�� � �TfN 6 R.b���R.�)� � �^V"N � P%R¡ä�¶
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1

476 �#� � W3��Q)� 6 P*�)�D�ª©kR h N(Y���� 6 T.NBO�RfN=b3W3�DN=Tn��W � R.�#���<��R.��b����DNB�#� � P+N�O�N(����TfN�M 476
6 R.VàÐ � P%R1Q�NCY���� 6 T.NtV/N � P*Rçä{� 6[6 R.VàÐ � P%R.Q#N�MRû]WB� 6 N=� � R 6 R1V+Ð � P*R1Q�NCY���� 6 ��Y�W3Pi�AH*�#V-Y�T.W��
1R2


2R1

M�{cN=V/Y�WZQ)Wj� 69� P+N 6 R � R h NIY���� 6 ��Y�W3P9�AH*�#V-Y�T1W�� 3R2

2R4

Y��)P%W Ô ��W 6 �P%�#T.N�Q)R.W3�DNjQ#W3� Ù M
ú M�ã�TIY���� � W*á Ó ��N��

A

B
TfN 6[6 R.b���R.�)� � � 6 Y�P%W3Y�W 6 R.Q)R.W3��� 6 ¶

A := (t⇒ q) ∧ (u⇒ s)

B := (t ∧ u)⇒ (q ∧ s)É0�#V-W 6*� P+N�P&�����
A
R.V-Y�T1R1Q#NBT.S�b3R1Q�N�V-�)� � �

B
MÎmN����R.Q#N]Y�W 6 R1\�R.T1R1O�N�OtY�N�P+N]����� A ��W0R.V-Y�T1R1�����eT1S3b3R1Q�N=V-�#� � � B � 6 �Z���[��©kR 6*� N=�h N�T1W3P%� 6 O�� h �#P*ODN�O$O��jT.N 6{h N�P%R.N�\�T1� 6

t, q, u, s
�����j¬DN�Q)�#�$�Z���

A
6 �#N h �#P*ODN�O��)P%W"

B
Ê?N=T 6 W�M:Ê0¬�W3P+NA\�R1�#�	� 6 R

B
� 6 Ê?N=T 6 W�� 6 Y�W3P%�����

t ∧ u
� 6th �)P%ODN=O��#P*W$

q ∧ s
� 6Ê?N�T 6 W�M 476 O��#Q#R1P

t

u
h �)P%ODN=O��#P%N 6 �N=T.b3���DN �#� � P%�

q

s
Ê?N�T 6 N�M9Ë<\ 6 Ð#P h � 6 �j�Z���

A� 6 TfN2Q)W3�cH*����Q#R1S3�wO��(O�W 6 R.V-Y�T1R1Q#N�Q#R1W���� 6 M 4 �xN�VB\DN 6 R.V-Y�T1R1Q#N�Q#R1W���� 6 T.N2¬�R1Y�S � � 6 R 6
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q
W
s
6 W3�uÊ?N�T 6 N 6 á[Y�W3P{T1W-�����tTfN(Q)W3�cH*����Q#R.S��

A
� 6 Ê?N�T 6 N(�#�_Q)W3� � P+N=O�R.Q)Q#R.S���Q#W3������ 6�� P%N 6 ��Y�W 6 R.Q)R.S3�
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h �)P%ODN=O��#P%N�M
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n
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6 � h �#P%R�ËDQ�Nk¶

Σn
i=1
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i(i+ 1)
=

n
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ÈkM�ã�È{Y���� � W 6 á Ó �#N^T.N 6 R1b3��R1�#� � �9V"N � P%R¡äe���DN0V/N � P%RçäeO��&N��N�Q#�)��Q#R.N 6 O��[��� b3P%N Ê,W
6 R.V-Y�T1�

G = (V,E)
M

0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
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Ù T Ù ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸ L ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ�L�Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �

0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

R�á�É0� � �#P%V-R.��N�P&�)TU�}�V-�#P*W-O�� h Ð)P � R1Q#� 6 X�)TU�}�V-�#P*W-O��tN�P*R 6�� N 6 O��
G
MÎmN 6 ��Q#� 6 R.S��AO��IT.W 6 b�P+N�O�W 6 � 6 ã?Q)W3��T.W �����CP%� 6 Y�W3��O��#V-W 6 R1R.R á�á}¶

(5, 1, 3, 3, 2, 4, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 2, 2, 3).�!W3P � N�� � W-¬�N5íT.â h Ð)P � R.Q#� 6 uÈ Ú-N=P%R 6�� N 6 M
R.R á�É0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R

G
� 6 Q)W3���ª©kW�MWÉ0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R

G
� 6]4 ��T1�#P*RfN���W�Mé[N 6�� N����DN�P*�#Y�P*� 6 �)� � N�Q#R1S3�dO��)Teb3P%N Ê,W�YDN=P+N�W�\ 6 �)P h N=Pt�����/� 6 Q)W3���ª©kW�M�û{WA� 6

4 ��T1�#P*RfN���W Y���� 6'� R1�#��� h Ð#P � R.Q)� 6 O��Cb�P+N�O�W-R1V/Y�N�P#M
R.R1R áWÉ0� � �#P%V-R1�DN�P&T1W 6 b3P%N�O�W 6 O��IQ�N�ODN ����W-O��IT.W 6[h Ð#P � R.Q)� 6 MÓ R.b���R.�)��O�W2T.N"W3P%O��)�DN�Q)R.S3�$O�� T1W 60h Ð)P � R.Q)� 6 �Z���(V/N�P*Q�N"TfN"V/N � P%R¡ä��gTfN 6 ��Q#� 6 R1S3�O��CT1W 6 b3P%N�O�W 6 � 6 ¶

(5, 1, 3, 3, 2, 4, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 2, 2, 3).

R h á ÷ W3V/Y�� � N�P)� 6 Rg� 6 Y�W 6 R.\�T.���Z���ø«�P%\�W3T�b3�#���#P+N=O�W3PiO��
G
M Ó R

G
� 6 ��WBQ)W3���ª©�W��

� W3V/N�P^TfN2Q#W3V-Y�W3���)� � �(Q#W3���ª©�N�Q#W3�GV/N53W3P^�}�V-�#P*W�O�� h Ð)P � R1Q#� 6 �Q)W3V-Y�� � N=P#� 6 R� 6 Y�W 6 R.\�T1�������?«�P%\�W3T	b3�)���)P+N�O�W�P'O��IO�R.Q`¬DN Q#W3V-Y�W3���)� � ��M÷ W3V-WX�)Tcb3P+NcÊ,W2� 6 Q)W3���ª©kW��mN�O�V-R � �t���ò«=P%\�W3T!b3�)���#P%N�O�W3P)�	�Z��� O��#\�� � �#���)POT ÙN=P%R 6�� N 6 MKÉ0�j� 6*� �jV-WZO�W/¬�N5:�Z���j����R � N�P�ß-N�P*R 6*� N 6 �u����� h N��?Ê,W�P%V/N���O�W-Q#R1Q#T1W 6 ã?� 6



Ù TIâ
O��#Q)R.P#�n�Z���-N=Tc����R � N�P%T.N 6 �#Tcb3P+NcÊ,WXY��)P%V/N����)Q#� Q)W3���ª©�W'á}Mwì{�DN2Y�W 6 R1\�T.�j�)T.�)Q#Q#R1S3��O��� 6*� N 6 N�P*R 6�� N 6 � 6 ¶

(13, 15), (11, 12), (3, 4)

(3, 10), (1, 15), (6, 7).

Ô MKã�T'Y���� � W*á�É0� � �)P%V-R.�DN�P � WZO�W 6 T.W 6 Y�W 6 R.\�T.� 6 b3P%N Ê,W 6a6 R.V-Y�T1� 6 ��WCR 6 W3V-W3V-W�P�ÊµW 6Q#W3��Q#��N � P*W h Ð#P � R1Q#� 6 MÊ0Y�N�P%�)Q#�)�3T�T/b�P+N Ê,W 6 O�R 6*� R.� � W 6 M 4 T7Q#W3�IH*��� � WAO�� h Ð#P � R.Q)� 6 � 6C6 R.�)V/Y�P%�
V
Q#W3�

Q#�DN � P%W(�#T.�)V/�)� � W 6 ��O�R1b�N�V-W 6

V := {1, 2, 3, 4}.ÎUW-����� h N-N 6 �#P'O�R 6�� R.� � W �)�AQ�N=ODN(b3P%N Ê,W(� 6 �#TUQ)W3�cH*��� � W-O��CN�P*R 6�� N 6 E ¶R�á
E = ∅R.R á
E = {(1, 2)}R.R1R á
E = {(1, 2), (1, 3)}R h á E = {(1, 2), (4, 3)}h á
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)}h R�á
E = {(1, 2), (1, 3), (1, 4)}h R.R á
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}h R.R1R�á
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4)}R�©Zá
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (1, 4)}©Zá
E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (1, 4), (3, 4)}©kR�á
K4

Ù MMãôÈIY���� � W 6 á ÷ W3� 6*� P*��R.Pe���2N�T1b3W3P*R � V(WI�Z��� � �)��b�NCQ#W3V-Wt�)� � P%N�ODNt���"�}�V-�#P*W�#� � �#P*W-Y�W 6 R � R h W
n
2O�� � �#P*V/R1��� 6 R

n
� 6 Y�W � �#��Q#R.N O��CN=T.b���XW � P%W �#� � �)P%W-Y�W 6 R � R h W��� 6 O��#Q)R.P)� 6 R���©kR 6�� �)�$W � P%W 6 O�W 6 �#� � �)P%W 6 Y�W 6 R � R h W 6 a  b �uQ#W3� b > 1

O��tV/WZO�W/�����
n = ab M
�!W3���#P'������H*�)V/Y�T1W(O�� 6 �uÊ,����Q)R.W��DN�V-R.�)� � W�M4 � � P+N�ODNk¶ n

v := 0�DW3P
i = 2 � W n − 1

ã?�#��P%�#N�T1R.ODN�O_\�N 6*� N�Pîè.N"¬DN 6*� N2T.N"YDN=P � �j�#� � �#P%NXO��BT.N"P+N èçäQ#�DN�O�P+N�ODN(O��
n
á Ò ¬�R1T.� v = 0R¡Ê

n mod i 6= 0
� ¬��#�

i := n+ 1�#T 6 �
j := i

N=��O
Ò ¬�R1T.� j < n

O�W
j := j × j



Ù T ú ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸ L ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ�L�Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �
R¡Ê
j = n

� ¬��#�
v = 1

�#T 6 �
i := i+ 1×bÊ

v = 0 � ¬��#� s : � ��W-�)T 6 � s := 6 èÓ N�T1R.ODN�¶
s
M

4 H*�#V-Y�T.W�¶ 4 � � P+N�O�N�¶
Í
i = 2

Q#W�V/W
9 mod 2 6= 0

�#� � W3��Q#� 6
i = 3

Q#W�V/W
9 mod 3 = 0

�#� � W3��Q#� 6
j = 3Q#W3V-W

j < 9
�#� � W���Q#� 6 j = 3× 3 = 9Q#W3V-W

j = 9
6 � 6 N�T1�<O��#TU\���Q)T.�àã

j
ái

v = 1Q#W3V-W
v = 1

�)� � W3��Q)� 6]6 � 6 N�T.�<O��)Tm\���Q#T1�
iQ#W3V-W

v = 1
�)� � W3��Q)� 6 T.N 6 N�T.R1ODNB� 6{6 è�M

âkM�ã�TIY���� � W*á[R á Ó �#N���TfN 6&6 R.b3��R.�)� � � 6 Y�P*W3Y�W 6 R.Q#R1W3��� 6 ¶
A1 := (p→ ¬q)
A2 := (r → q)
A3 := r
B := ¬pÉ]� � �)P%V-R.�DN=P 6 RUO��

A1
�
A2

A3
6 �CO��#O���Q)�tT1S3b3R1Q�N�V(�#� � �

B
M

4 �d��Ê,�#Q � W�¶
A1
� 6 �#����R h N�T.�)� � �-T.S�b3R1Q�N�V-�)� � �uã 6 �#� � �#��Q)RfN�Q#W�� � P%N�P%P*�#Qåè.Y�P*WZQ�N'á<N

(q → ¬p) MæÉ0� A3 � �)���#V-W 6 ����� r � 6 V Mæì 6 N���O�W A2 � �#���#V-W 6 ����� �#� � W3��Q)� 6 q� 6
V
M�ì 6 N���O�W T.N 6 �)� � �#��Q)RfNBQ)W3� � P+N=P%P%�)Q�è1Y�P%WZQ#NjO��

A1
� �)���#V-W 6 ����� ¬p � 6 V Mn�!W3P� N�� � W 6 RUTfN 6 ¬�R.Y�S � � 6 R 6&6 W�� h �)P%ODN=O��#P%N 6 � � N�VB\�RçÐ#�XT.W � 6 TfN � � 6 R 6 M

R.R áMÉ]� � �)P%V-R.�DN=P]P%N�ä#W3��N�ODN�V-�#� � � 6 R�TfN 6 ���#b3N�Q#R1W3��� 6 O��jT.W 6]6 R1b3��R1�#� � � 6 �)�Z����Q#R�¬N=O�W 6 ¶ TIá�{!WZO�W 6 T1W 6 � 6*� ��O�RfN�� � � 6'h R h �)�A�)�AQ�N 6 N(O�� 6 � 6 Y�N�O�P%� 6 MÈ�á�{!WZO�W 6 T1W 6 R1��b3�)��R.�)P%W 6 R1�	Ê,W3P*VØ« � RlQ#W 6[6 W3� h N�P%W���� 6 MÔ á Ó R 6 ���)ODN�O$� 606 ��Y��)P%R.W�P^N È�â/N���W 6 O��)\g�jV/N � P*R.Q#��T.N�P 6 �C�#�$�)T!V-� 6 O��N=b3W 6*� W�M
6 W3��P%� 6 Y��#Q � R h N�V-�#� � ��¶TIá�û]R.��b���:� 6�� ��O�R.N�� � � h R h �I�#��Q�N 6 N(O�� 6 � 6 YDN=O�P%� 6 MÈ�á ù N5XN�T1b3���DNBVB�cH*�#P&�����C� 6 R1��b3�#��R.�)P+N R1�	Ê,W3P*VØ« � RlQ�N�MÔ á Ó R 6 ���#ODN=O���W@� 6X6 ��Y��#P*R.W3P2N;È�âdN���W 6 ��W@O��)\���V"N � P%R1Q#��T.N=P 6 �A�#�N=b3W 6*� W�M
TIáKû{W�M�ÎmN(���)b�N�Q)R.S3�:O��àTIá[� 6 ¡*Í3ª.§}¥¦¡CÎZ¤y¡`§}¥?Î�«�ª?�3¤�¥�¡jÏ#ÎD¡tÐ5ªµÐ�¡B¡}¤dÑ%��§#�X«Z¡<§}Î�§

©���«�¨+¡`§ MÈ�á Ó èsMnÉ0�CT.N �)�Z��R h N=T.�#��Q#RfNB�#� � P%� ¬(∀x P (x))
 ∃x ¬P (x)

M



Ù TIß
Ô ánû]W�MnÎmN 6 �#� � �#��Q#RfN Ô á7� 6 O��#T � R.Y�W

p→ q
O�W���O��

p
� 6 ¥�¡}¤n¡}¨{£-Ò�§^«Z¡ �ZÓ �3Ôg�Ä§

q
� 6 «Z¡�o)¡t£-��¥?¨vªsÑ}Îk¢l��¨+§5¡(¡}¤x�ÄÕZ�5§}¥¦� M�ì{�DN/R.V-Y�T1R1Q#N�Q#R1S�� p → q

� 6 �)�Z��R h N=T.�#� � �jN
¬p ∨ q

�DO��CV-WZO�W(�����CTfNB���#b�N=Q#R1S3��� 6
p ∧ ¬q ��� 6 O��)Q#R1P#� ¥?ªs¡}¤n¡C£-Ò�§t«Z¡ �ZÓ ��Ôn�5§I 

«Z¡�o}¡I£-��¥�¨vªsÑ}ÎZ¢l��¨`§5¡B¡}¤w�5ÕZ�5§}¥¦� M
ú M�ã�TIY���� � W*á Ó �#N(���DN(P*�#O:O��IW�P%O��)�DN�O�W3P*� 6 V-WZO��#T.N�ODN 6 �)b�����#T	b3P%N Ê,W 6 R1V/Y�T.�

G′ = (V ′, E ′)
P%�)Y�P%� 6 �#� � N�O�W_Y�W3PIT.NXV/N � P*Rçä M �����-� 6 ���DN:O�� 6 � 6 V/N � P%R1Q#� 6 O��N�O��N�Q)�#��Q)RfN�M 486�� WI�Z��R.�)P%�&O��#Q)R.P7�����

V ′
P%�)Y�P%� 6 �#� � NC�)T�Q#W3�ÄÖ*��� � WCO��'W3P*O��#�DN=O�W3P%� 6 �Z���<O�W 6ih Ð#P � R.Q)� 6 O�R¡Ê,�)P%�)� � � 6[6 W3�:N�Ok�N�Q#�)� � � 6'6 R 6 �^¬DNjR.� 6*� N�T.N�O�Wt���XQ#N�\�T.�0O�R.P%�)Q � Wã?�����<��W YDN 6 NBY�W3P[W � P*W W3P*O��#��N�O�W3PÑái����R.�)��O�W(T1W 6 Q#W3P*P%� 6 Y�W3��O�R1�#� � � 6 W3P%O��)�DN�O�W�P%� 6 M

M =

0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
0 0 0 1 0
1 1 1 0 0
0 0 0 0 0

4 �d�#TeQ#W3��Ö*��� � W_O��/W3P%O��)�DN�O�W�P%� 6 � 6*� N=\�T.�)Q#�#V-W 6 TfN�P*�#T.N�Q#R1S3�
R
6 R.b���R.�)� � ��¶B�)T9W�P�¬O��#�DN=O�W3P

u
6 �BP*�#T.N�Q#R1W3�DN-Q)W3�

v
6 R 6 W3TfN=V/�)� � � 6 R!� 6*� «��$Q#W����#Q � N�O�W 6 �#�$TfN-P%�#O$�����

6 �<Y�P%� 6 �)� � N-N�� � �#P*R.W3P*V/�)� � �Oã?�#� � �)��O��#V-W 6 �����<Q�N�ODNBW3P*O��#��N�O�W3P[� 6�� « W3\ h RfN�V-�#� � �Q#W3���)Q � N�O�W-Q#W3� 6 R.b3W(V-R 6 V/W'á}MR�á 476 Q)P%R.\�R.P � WZO�W 6 T1W 6 YDN�P*� 6 ������Ê,W3P*V"N��XTfNBP%�)TfN�Q)R.S��	M
476 Q)P%R.\�R.V-W 6

V ′ = {1, 2, 3, 4, 5} M 4 � � W3��Q)� 6 ¶

R := {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (1, 2), (2, 1), (1, 3),
(3, 1), (1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2), (2, 4), (4, 2), (3, 4), (4, 3)}

R.R áWÉ0� � �#P%V-R.��N�P 6 RUT.N P*�#TfN=Q#R1S3�
R
� 6 P*�)�D�ª©kR h Nk� 6 R.VàÐ � P%R.Q#Nj � P+N�� 6 R � R h N�M

476 P*�)�D�ª©kR h Nk� 6 R.VàÐ � P%R.Q#N& � P+N=� 6 R � R h N���Y�W3P � N=� � W]����N]P%�)TfN�Q)R.S3�CO��9�)����R h N�T.�)��Q#R.N�M÷ TfN�P%N�V-�#� � �2T.N$O�RfN�b3W��DN�T9� 6*� «wQ)W3� � �#��R1ODN��)�
R
�8Y�W3PBT1W������:� 6 P*�)�D�ª©kR h N9ã?Q#N�ODNW3P%O��)�DN�O�W�PB� 6*� «$Q)W3���#Q � N�O�WwQ)W3� 6 R1b3W$V-R 6 V-W*ávM 476B6 R.VàÐ � P%R1Q�N�Y���� 6�� Ww����� 6 Ri¬�N5���DN2Q#W3����©kR.S��w�)� � P*� �#TcW3P*O��#�DN=O�W3P a _�)TaW�P%O��)�DN�O�W3P b �	TfN"¬�N5_�#� � P*� b  a M0É0�R.b3�DN=TUV/N����)P+N(� 6{� P+N�� 6 R � R h N Y���� 6]6 R

a
� 6�� «/Q)W3���)Q � N=O�W"Q#W��

b

b
Q#W��

c
�)� � W3��Q#� 6���#Q)� 6 N=P%R.N�V/�)� � � a � 6*� «CQ)W3���#Q � N�O�WjQ#W�� c MnÉ]�]¬��)Qv¬�W 6 RuQ)W3� 6*� P%��R1V/W 6 TfN<V"N � P%R¡ä&O������W 6 XQ)�#P%W 6 O��

I +M +M 2 +M3 +M4

W3\ � �)���#V-W 6



Ù T.� ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸'× ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ × Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 0
0 0 0 0 1ÎUWd�����_V ��� 6*� P+Nx�����_T1W 6 Q#�DN � P%WdY�P*R.V-�#P*W 6 W3P*O��#�DN=O�W3P%� 6 � 6�� «�� � W � N=T.V-�#� � �Q)W3���)Q � N=O�W 6 �#� � P%� 6 è�-�#T�����R.� � WjW�P%O��)�DN�O�W3P9��Wj� 6*� «tQ#W3���)Q � N�O�WBQ#W��2��R.b���"W � P%W�M

R.R1R á�É0� � �#P%V-R.��N�P 6 R�� 6 ����N/P%�#T.N�Q#R1S3��O��t�#����R h N�T1�#��Q)RfN�M 4 �_Q�N 6 W"O��t�Z���jT.W 6 ��N� 6 Q)P%R.\�R.P&�#T	Q#W3��Ö*��� � W-Q)WZQ#R1�#� � �
V ′/R

M
4 �d�åÊ,�)Q � W_� 6 ���DN�P%�)TfN�Q)R.S3�wO��-�#����R h N�T1�#��Q)RfNXw�#T8Q)W3��Ö*��� � WAQ#WZQ)R.�)� � �-P%� 6 ��T � N

6 �#P[�#TgO��^T.N 6 Q)W3V-Y�W3���#� � � 6 Q)W3���ª©�N 6 O��#Tnb�P+N Ê,W��k�����^�#�X� 6�� �^Q�N 6 W 6 W3�XO�W 6 ¶7T.Nt�Z���Q)W3� � R.�)���XN$T.W 6th Ð#P � R.Q)� 6XØ �
ÈZ� Ô  Ù Y�W�PB���@TfN�O�W_dTfNA�����XQ#W3� � R1�#���XN�T9����R.� � W
h Ð)P � R.Q#�IY�W3P&W � P%W���� 6*� W/� 6 ¶

V ′/R = {1, 5}.

ßkM�ã�È(Y���� � W 6 á'R�áKì{�_� 6*� ��O�R1W"� 6*� N=OZè 6�� R.Q)W/VB��� 6*� P%N/�����t�#T�Ö*��b�N�O�W3P{O��t\�N�T.W��[¬Q)� 6�� W Ó V-R � ¬X�#��Q)� 6*� N/����T.N��Zä�N=V/R1�)� � WBO�� � R1P%W T.R1\�P%�^Q)W3��Y�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=O p = 1/3
M

N�á Ó R�O�R 6 Y�W3���jO�� � P%� 6 TfN��	ä�N�V-R1�#� � W 6 O�� � R.P*W/T1R.\�P*���uO�� � �)P%V-R.�DN�P'TfN(Y�P%W3\�Nc¬\�R.T.R1O�N�OXO��I�����C�)��Q#� 6*� �jN�T	V/�)��W 6 ����W-O��I�#T1T.W 6 M
4 T 6 ��Q#� 6 WtP*� 6 ��T � N 6 �)P8Q)W3V-Y�T.�)V/�)� � N=P%R1W^N�T 6 ��Q#� 6 W ¡}¨v¨*��¨'¢1�Ä§&¥�¨+¡`§{¢l��¤}�5��£ ªs¡}¤D¥¦�5§����� � R.�)���iY�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�O (2/3)3 Y�W3P � N�� � W0TfN]Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN=Ot\�� 6 Q#N�ODN^� 6 1−(2/3)3

M

\XáqÉ0� � �#P*V/R1�DN�P(�#T{�*�V-�#P%WxVàè.��R.V(WwO��AT.N��Zä#N�V/R1�)� � W 6 ����� 6 �A���#Q)� 6 R � N=�Y�N�P+N �����CTfNBY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�OXO��I�)��Q#� 6*� N=P0N=TUV-�#��W 6 ����W 6 ��Y��)P%�C�#T h N=T.W3P
0.8
M

� N ä#W3�DN=��O�W-R.b��DN�T	�����tN�� � � 6 �uTfN Y�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�OXO��C�#��Q#� 6�� N�P]N�TUV-�#��W 6 ����W/�#�
n
T.N��Zä#N�V-R.�)� � W 6 � 6 ¶

p(n) = 1− 2

3

n

.

Ê0¬�W�P+N
p(n) ≥ 0.8

6 R� 6 W3T.N�V-�#� � � 6 R
q(n) = ( 2

3
)n ≤ 0.2

M ÷ W3V-W
q(1), q(2), ...� 6 ���DN 6 ��Q#� 6 R.S��$O��#Q#P*�#Q)R.�#� � � ã h R 6�� W/�)�ðé[N 6 � 6 O��j�_N � �#V+« � R1Q�N 6 á[�#� � W3��Q#� 6 \DN 6*� NR1P]� h N�T1�DN���O�W2¬DN 6�� N"�)��Q#W�� � P%N�P0�#T!Y�P%R.V-�)P h N�T.W�P]����� 6 ��N"V/�)��W3P]W"R.b3��N�Tm�����OÚ�M�ÈkMéiN 6*� N��DO��I� 6*� �CV-WZO�W�� � W�V"N=P

n = 4
M
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�!R.b3��P%NqßkM Ô ¶n{cN=\�T.�)P%W(O���{�P%� 6 �)�AP%N5�N

�cR1b3��P+NqßZM Ù ¶n{!N�\�T1�#P*W(O�� ÷ ��N � P*W-�#��P+N��N
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R.R á�ì]� � N�\�T1�#P%W2O�� Ô �#�wP+N��N2� 6*� « Ê,W3P%V/N�O�W"Y�W3P�Í2Q�N 6 R.T1TfN 6 O�R 6�� P%R1\���R1ODN 6 ����R�¬Ê,W�P%V-�#V-�#� � �&�#�/���/Q)�DN�O�P%N�O�W���� 6�� Wt� 6 �k���DN 6 W3\�P%�{Q#N�ODN h Ð#P � R.Q)���Z���DNC�)�"�)TuQ)�#� � P%WO��CQ#N�ODN(T.N�O�WBX���DN(�)�A�)TUQ#�)� � P*W/O��#TUQ#�DN=O�P+N=O�W2ã h �)PMËDb���P+N 6IØ uÈ�ávMN'áOÉ0� � �)P%V-R.�DN�P TfN�Y�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�O@O��������_N=T'Q)W3T1WZQ�N�P � P*� 6 Y�R1��ä�N 6 �#� � P%� 6Q#N 6 R1T.T.N 6 O�R 6*� R.� � N 6 N�T.�#N � W�P%R.N�V(�#� � �^O�R.Q`¬DN 6[� P*� 6 Y�R.�åä�N 6 � 6*� Ð)�_N�T.R1����N=ODN 6 Mù N�òÍ�Q#N 6 R1T.T.N 6 M+ÎUW 6 Q�N 6 W 6 Y�W 6 R.\�T.� 6C6 W3� (9

3

) M ÎUW 6 Q#N 6 W 6 Ê?N h W3P%N�\�T1� 6I6 W3�xT.N 6
� P%� 6 ËDT.N 6 �kTfN 69� P%� 6 Q)W3T1��V/��N 6 "T.N 6 O�W 6 O�RfN�b3W��DN�T1� 6 �k� 6*� W � 6 �m��M 4 TnQ)WZQ#R.�)� � �^ODNBTfNY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O2\�� 6 Q#N�ODN�M

\mái¼I�)���#P%N�T.R¡ä�N�Pe�)TgY�P%W3\�T.�)V"NtN�T 6 R � �DN�P n Y�R.�åä�N 6 �)�X��� � N�\�T1�#P*WjO�� � N�V/N���W
n× n

MÎUW 6 Q�N 6 W 6 Y�W 6 R.\�T1� 696 W�� (n2

n

) M�ÎUW 6 Ê?N h W3P+N�\�T.� 696 W3�XT.N 6 n ËDT.N 6 �ZTfN 6 n Q)W3T.��V-�DN 62TfN 6 O�W 6 O�RfN�b�W3�DN�T1� 6 ��� 6�� W-� 6 �
2n+ 2

M
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�nf#�������?���,�Ù�D� �+��gRv��g� � k�� Ó �#N��
p

q
Ê,W3P%V/N 6 Y�P%W3Y�W 6 R.Q)R.W3�DN=T.� 6 Mh�!W3PBTfN 6Îm�}3� 6 O���É0�&�AW�P%b�N=� ¬(p∧q) � 6 T.S3b�R.Q#N�V-�)� � �e�)����R h N�T.�)� � �iN ¬p∨¬q MRÉ0�)V/W 6�� P%N�PY�W3P{R.��O���Q#Q)R.S3���Z���jY�N�P+N-Q#N�ODN-�}�V-�#P*W/�DN � ��P+N�T
n ≥ 2

6 � � R.�)���C����� ¬(p1 ∧ ... ∧
pn)

� 6 T1S3b3R1Q�N=V-�#� � �j�#����R h N�T1�#� � �(N ¬p1 ∨ ... ∨ ¬pn
ã 6 R1�#��O�W p1 �7MlM1Ml� pn

h N�P%R.N�\�T.� 6Y�P%W3Y�W 6 R.Q)R.W��DN�T1� 6 á}Mnû]W � N�¶7TfN 6 ÎU�)3� 6 O��0É0�t�AW3P%b3N�����W(¬DN52�Z���CO��#V-W 6�� P+N=P%TfN 6 M
�nf#�������?���,�d�	� �+Úòg:v��g� � k��
R�áWã�È0Y���� � W*á Ó ��N a1 ��M1MlMl� an

���DN^T.R 6*� N0O�� � N=V"N ��W n O��[�}�V-�#P*W 6 �#� � �)P%W 6 O�R�Ê,�#P�¬�#� � � 6 MÇÉ0� � �#P%V-R.��N�PjQ)�m«�� � N 6j� �#P*�DN 6 W3P%O��#�DN�O�N 6 ã?Y��#P*V/R � R1�#��O�W_�}�V-�#P*W 6 P%�)Y�� � R�¬O�W 6 á 6 �CY����#O��)�?Ê,W3P*V"N=P[� 6 N=��O�W-T.W 6 �*�V-�#P%W 6 O��ITfNBT.R 6*� NkMR.R áPã Ù Y���� � W 6 áKÉ0R 6 ���DN=P'���AN�T.b�W3P%R � V-WB����� � �#��b�N Q#W3V-W(�#� � P%N�ODN(���DN(T1R 6�� NBO���}�V-�#P*W 6 �#� � �#P*W 6 O�R¡Ê,�)P%�#� � � 6 -Q)W3V-W 6 N�T.R1ODN � WZODN 6 T.N 6 Y�W 6 R.\�T.� 67� �)P%�DN 6 W3P%O��)�DN�ODN 6O��tO�R.Q`¬�W 6 �*�V/�)P%W 6 �uY��#P%V-R � R.�)��O�W(�)�_O�R.Q`¬DN 6'� �#P*�DN 6 �Z���t¬DN5�N-P*�#Y�� � R.Q)R.W3��� 6 M 476 ¬
� ��O�R.N�P 6 �AQ)W3V-Y�T.�¦Ö*R.ODN=O	M
�nf#�������?���,�qÛ	� �*Ü9gRv��g� � k�� M Ó �#N

Z11
�#TcQ)W3��Ö*��� � WXQ#WZQ)R.�)� � �BO��BT.W 6 �}�V-�#P*W 6�#� � �#P*W 6 Y�W3P&TfNBP%�)TfN�Q)R.S3�XO��IQ)W3��b3P*���#��Q)RfN(V-SZO���T1W Ø3Ø MR�á�ã Ø Y���� � W*á
É0� � �#P*V/R1�DN�PeQ#�m«�� � W 6 �)T.�)V/�)� � W 6e� R1�#��� Z11

-Q#�m«�T1� 696 W3�nM�É0� � �#P�¬V/R1�DN�PiQ#�m«�T1� 6 O��C�)T.T1W 6i� R.�)���#��R1� h �)P 6 W/Y�N�P+N �#TUY�P*WZO���Q � W�MR.R áOã Ø Y���� � W*á ÷ N�T.Q)��T.N�PIT.N 6I6 R.b���R.�)� � � 6 W3Y��)P+N�Q)R.W3��� 6 V-SZO���T.W?âk¶
234 + 2798

�
34128


2765× 7895943021

M
R.R1R á�ã�ÈBY���� � W 6 áMÉ]� 6 Q)P%R1\�R.P � WZODN 6 TfN 6[6 W3T1��Q#R1W3��� 6 O��IT.N Q#W���b3P*���#��Q)RfN(T1R.���#N�T�¶

5x+ 3 ≡ 7 mod 11.
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�nf#�����������µ�Ù�D� Ó ��N=�
p

q
Ê,W3P%V/N 6 Y�P%W�Y�W 6 R1Q#R1W3�DN�T1� 6 MÇ�!W3P T.N 6 ÎU�)�� 6 O��uÉ]���W3P%b�N=� ¬(p ∧ q)

� 6 T.S3b3R1Q#N�V-�)� � � �)�Z��R h N=T.�#� � �/N ¬p ∨ ¬q M É0�)V-W 6*� P+N�PIY�W3PCR1�[¬O���Q#Q)R.S3���Z���tYDN=P+N(Q#N�ODN(�}�V-�#P*W-�DN � ��P+N�T
n ≥ 2

6 � � R.�)���I����� ¬(p1 ∧ ... ∧ pn)
� 6T1S3b3R1Q�N=V-�#� � �{�#����R h N�T.�)� � �^N ¬p1 ∨ ...∨¬pn

ã 6 R.�)��O�W p1 �gM1MlMl� pn
h N�P*RfN�\�T1� 6 Y�P%W3Y�W 6 R�¬Q)R.W3��N�T.� 6 á}Mnû]W � N�¶7T.N 6 ÎU�)3� 6 O��0É0�t�AW3P*b�N�����W-¬DN�X�����CO��)V/W 6�� P%N�P%T.N 6 M

ÝBÂ k � x �A� ��x:v �����?É � Mn�cN=P+N
n = 2

TfNjN Ë�P%V/N�Q#R1S3�"� 6 Q#R1�#P � NjY�W3PiT.N 6 ÎU�}3� 6 O��É]�j�AW3P*b�N��	M
Þ^Â k � x �X� �:x�v �����?É � M ÷ W�V/W

p1∧ ...∧pn∧pn+1

� 6 T.S�b3R1Q�N�V(�#� � �&�#����R h N�T1�#� � �N
(p1 ∧ ... ∧ pn) ∧ pn+1

�)� � W���Q#� 6]6 � � R1�#���=¶

¬(p1 ∧ ... ∧ pn ∧ pn+1)� 6 T1S3b3R1Q�N�V(�#� � �^�#����R h N�T1�#� � �CN�¶

¬((p1 ∧ ... ∧ pn) ∧ pn+1).

Ê]Y�T.R1Q�N���O�WjT.N 6 T1�)3� 6 O��PÉ0�I��W3P%b�N=� 6 � � R1�#���]TfNC�#����R h N�T1�#��Q)RfNtT.S�b3R1Q�NCO��^T.Nt�ª©�Y�P%��¬
6 R.S3��N�� � �)P%R.W�P&Q)W3�	¶

¬(p1 ∧ ... ∧ pn) ∨ ¬pn+1.Ïß� 6*� N-�ª©kY�P%� 6 R.S��A� 6 T.S3b�R.Q#N�V-�)� � �^�)�Z��R h N=T.�#� � �=�DY�W3P'¬�R.Y�S � � 6 R 6 O��IR.��O���Q#Q)R.S3��N�¶
(¬p1 ∨ ... ∨ ¬pn) ∨ ¬pn+1.

�!R.�DN�T1V(�#� � ����TfNB��©kY�P*� 6 R.S3�_N=� � �#P%R1W3P[� 6 �)����R h N�T.�)� � �CNk¶
¬p1 ∨ ... ∨ ¬pn ∨ ¬pn+1.

ÎUW(�Z���CQ#W���Q#T1��3�CT.N O��)V/W 6*� P%N�Q#R1S3�	M
�nf#�����������µ�d�	�
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a1
�{M1MlM1�

an

����NwT.R 6*� N_O�� � N�V/N���W
n
O��:�}�V-�#P*W 6 �)� � �#P%W 6 O�R�Ê,�#P%�)� � � 6 MÉ0� � �#P%V-R.��N�P2Q)�m«�� � N 62� �)P%�DN 6 W3P*O��#�DN=ODN 6 ã?Y��)P%V-R � R1�#��O�Wy�}�V-�)P%W 6 P*�#Y�� � R.O�W 6 á 6 �Y����#O��#�uÊ,W3P%V/N�P[� 6 N���O�W-T.W 6 �}�V-�#P*W 6 O��IT.N T1R 6*� N�MR.R á�É0R 6 ����N�PB���pN�T1b3W3P%R � V-W������ � �#��b3N$Q)W3V-W$�)� � P+N�ODN_���DN_T.R 6*� NAO��"�}�V-�#P*W 6�#� � �#P*W 6 O�R¡Ê,�#P*�#� � � 6 tQ#W3V-W 6 N�T.R1ODN � WZODN 6 TfN 6 Y�W 6 R1\�T.� 6!� �#P*�DN 6 W3P*O��#��N�ODN 6 O��[O�R1Q`¬�W 6�}�V-�#P*W 6 �aY��)P%V-R � R1�#��O�WA�#�yO�R.Q`¬DN 6t� �#P*�DN 6 �Z���2¬DN5�N_P*�#Y�� � R.Q)R.W3��� 6 M 476�� ��O�R.N�P 6 �Q#W3V-Y�T1��Ö*R.O�N�O	M

R�á Ó W3�A�#Tm�}�V/�)P%W/O�� h N=P%RfN=Q#R.W���� 6 O��
n
�#T1�#V-�#� � W 6'� W3V/N 6 ODN 6 O�� Ô �#� Ô M��!W3P

� N�� � W
n3
M

R.R á 4 TmN=T.b3W3P*R � V(WB�#��Y 6 �)��O�WZQ)SZO�R.b3W�M
4 � � P+N�ODNk¶ a1 �	M1MlMl� an

ã?�*�V-�#P%W 6 �#� � �)P%W 6 O�R¡Ê,�#P*�#� � � 6 á
l := 1�DW3P

i = 1 � W n�DW3P
j = 1

� W
n�DW3P

k = 1
� W

n
bl := (ai, aj, ak)
l := l + 1Ó N�T1R.O�N�¶

b1
�	M1MlMl�

bn3÷ W3V-W 6 W�� � P%� 6 \���Q)T.� 6 N=��R.ODN=O�W 6 ���)TmN�T1b3W3P%R � V-W � R.�)���IQ)W3V-Y�T.�¦Ö*R.ODN=OXQ��\�R.Q#N�M
�nf#�������?���,�@Û	� Ó ��N

Z11
�#TmQ#W3�ÄÖ*��� � W"Q#WZQ)R.�)� � �tO��tT.W 6 �}�V-�#P*W 6 �#� � �#P*W 6 Y�W3P{T.NP%�#T.N�Q)R.S3�XO��IQ#W���b3P%���#��Q)RfN(V-SZO���T1W Ø3Ø MR�áNÉ0� � �#P%V-R.��N�P	Q#�m«�� � W 6 �#T.�)V/�)� � W 6	� R1�#��� Z11

^Q)�m«�T1� 6U6 W3�	MRÉ]� � �)P%V-R.�DN=PUQ)�m«�T1� 6O��I�#T.T1W 6i� R1�#���)��R.� h �#P 6 W-YDN�P%N(�)TUY�P%WZO���Q � W�MR.R á ÷ N�T.Q)��TfN=PXTfN 6X6 R.b���R.�)� � � 6 W3Y��#P%N�Q#R1W3��� 6 V/SZO���T.WÖâZ¶ 234 + 2798
�
34128


2765× 7895943021

M
R.R1R áWÉ0� 6 Q#P*R.\�R1P � WZODN 6 T.N 6&6 W3T.��Q)R.W3��� 6 O��ITfNBQ#W3��b3P%���)��Q#R.N(T.R1����N=T�¶

5x+ 3 ≡ 7 mod 11.

R�á 4 TUQ#W3�ÄÖ*��� � W-Q#WZQ)R.�#� � � Z11 � R.�)��� Ø3Ø �#T.�)V-�#� � W 6 ������� 6 W3�	¶

Z11 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.÷ W3V-W Ø3Ø � 6 Y�P%R1V/W�� � WZO�W 6 T.W 6 �#T1�#V-�#� � W 6 O�� Z11 � R.�)���jR1� h �)P 6 W2YDN�P%N"�)T!Y�P*W ¬O���Q � W�M
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R.R á
234 + 2798 ≡ 4 + 3 ≡ 2 mod 5

�
34128 ≡ (−1)128 ≡ 1 mod 5

�
2765× 7895943021 ≡ 0 mod 5

M
R.R1R áW�cN 6 N=V/W 6 �#T Ô P%� 6*� N=��O�W(XW3\ � �#���)V/W 6 ¶

5x ≡ 4 mod 5.÷ W3V-W
5 × 9 ≡ 1 mod 11

�#� � W3��Q#� 6 �9VB� � R.Y�T1RlQ�N���O�W$T.N_Q#W3��b�P%���)��Q#R.N�Y�W�POÍ��W�\ � �)���#V-W 6 ¶

x ≡ 3 mod 11.É0�C� 6*� �IV/WZO�W �#TUQ)W3��Ö*��� � W-O�� 6 W�T.��Q)R.W3��� 6 � 6 ¶
{11k + 3 : k ∈ Z}.
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Ø á�ã�âBY���� � W 6 áMÉ]�#V-W 6*� P+N�P&�����CYDN�P%N � WZO�W(�}�V-�#P*W-�DN � ��P%N�T
n ∈ N,

2n
∑

k=1

(2k − 1) = 4n2.

È�á�ã�â�Y���� � W 6 á 486 Q#P*R.\�R1P(�#�qY 6 �)��O�WZQ)SZO�R.b3Wx���LN=T.b3W�P%R � V(W�Q#���NG�#� � P+N=ODN 6 �#N���DN:T.R 6�� N2O��-�*�V-�#P*W 6 �)� � �#P*W 6 wQ)���N 6 N�T1R.ODN 6 �#N�� 6 R7��©kR 6�� �����)T8Y�P*R.V-�#P^�}�V-�#P*W�#� � �#P*W/O��IT.N T1R 6*� NB�����C� 6 Q#W���b3P%���#� � �CQ)W3� Ù V-SZO���T.WqßkM
486�� ��O�RfN�P&TfNBQ#W3V-Y�T1��Ö*R1ODN�OXO��)TmN�T.b�W3P%R � V-W�M
Ô á�ã�âBY���� � W 6 áMÉ0N�O�W-�#T 6 R 6�� �#V/N O��IQ#W���b3P*���#��Q)RfN 6











x ≡ 1 mod 5

x ≡ 5 mod 11

x ≡ 2 mod 3,� 6*� ��O�R.N�P 6 RU��©kR 6�� �)� 6 W3T1��Q#R1W3��� 6 �� 6 RU��©kR 6*� �)�	�D¬DN�T.T.N�P*T.N 6i� WZODN 6 M
Ù á�ã�âBY���� � W 6 á Ó �ITfN��	ä�N��:O�W 6 ODN�O�W 6'6 R.VB��T � «=����N=V-�#� � �^���DN 6 W3TfN h ��ä=MWÉ0� � �#P�¬V/R1�DN�PIT.N�Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�OwO��/�Z���"����W_O��/T.W 6 O�W 6 P%� 6 ��T � N�O�W 6 W3\ � �#��R.O�W 6C6 �#NíÈk� 6 R

6 N�\��)V/W 6 �����ITfN 6 ��V/N(O��CT1W 6 O�W 6 P*� 6 ��T � N�O�W 6 � 6 ú M
Ý/á-âAã �cä ã�È:Y���� � W 6 áæÉ0� � �)P%V-R.�DN�PCQ)�m«�� � W 6 �}�V/�)P%W 6 O�� Ù Q)R¡Ê,P%N 6 O�R 6�� R1� � N 6��W � R1�#���#����R1��b3���DN O��CT.N 6 O�W 6 Y�P%R.V-�)P+N 6 Q#R�Ê,P+N 6 R1b3�DN�T	N Q#�#P*W�M



Ù È ú ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸'× ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ × Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �
³µ´�¶m·	·�¹:¶Zº�»:´½¼¾º�¿Z»ÁÀ}·N¶�´
Â�Ã�Ä ¶ZÀ ÃWÅAà À[·%¿[Ì�· Å ¶ Ã

È Ú�Ú'ÈI¬�È�Ú�Ú Ô M

Ø á�ã�âBY���� � W 6 áKÉ0�)V/W 6*� P%N�P&�Z���CYDN�P+N � WZO�W-�*�V-�#P%W(�DN � ��P+N=T
n ∈ N,

2n
∑

k=1

(2k − 1) = 4n2.

ì � R.T.R�ä#�)V/W 6 ���DN(O��)V/W 6*� P%N�Q#Q)R.S3�:Y�W3P&R.��O���Q#Q)R.S��	MéiN 6 �IO��IR.��O���Q#Q)R.S3�	¶ 6 R
n = 1,

�#� � W3��Q)� 6
2n
∑

k=0

(2k − 1) =
2
∑

k=1

(2k − 1) = 1 + 3 = 4 = 4n2.

�cN 6 W-O��IR.��O���Q#Q)R.S3�	¶ 6 ��N 2n
∑

k=1

(2k − 1) = 4n2.
Ó � � P+N � N O��IO��#V-W 6�� P+N=P'�����

2(n+1)
∑

k=1

(2k − 1) = 4(n+ 1)2.

Ê]¬�W3P%N��

2(n+1)
∑

k=1

(2k − 1) =
2n+2
∑

k=1

(2k − 1) =
2n
∑

k=1

(2k − 1)+[2(2n+1)−1]+[2(2n+2)−1]

¬�R.Y	MåO��IR1��O	M
= 4n2 + (4n+ 1) + (4n+ 3) = 4n2 + 8n+ 4 = 4(n+ 1)2.Ó � 6 R.b3���I�����CYDN=P+N � WZO�W(�}�V-�)P%W-��N � ��P%N�T

n ∈ N,

2n
∑

k=1

(2k − 1) = 4n2.



Ù È�ß
È�á�ã�â�Y���� � W 6 á 486 Q#P*R.\�R1P(�#�qY 6 �)��O�WZQ)SZO�R.b3Wx���LN=T.b3W�P%R � V(W�Q#���NG�#� � P+N=ODN 6 �#N���DN:T.R 6�� N2O��-�*�V-�#P*W 6 �)� � �#P*W 6 wQ)���N 6 N�T1R.ODN 6 �#N�� 6 R7��©kR 6�� �����)T8Y�P*R.V-�#P^�}�V-�#P*W�#� � �#P*W/O��IT.N T1R 6*� NB�����C� 6 Q#W���b3P%���#� � �CQ)W3� Ù V-SZO���T.WqßkM

486�� ��O�RfN�P&TfNBQ#W3V-Y�T1��Ö*R1ODN�OXO��)TmN�T.b�W3P%R � V-W�M
4 � � P%N�ODN�¶

a1, a2, a3, · · · , an.Rs¶ � Ø��¬�R.T1�
i ≤ n, ai

V/WZO
7 6= 4

i := i+ 1×bÊ
i > n � ¬��)� s := æC�Oö��� X¡}¤D¥�¡}¨+�5§BÑ`��¤ZÕ�¨vÎu¡}¤D¥¦¡`§BÑ`��¤ i £"ç#«�ÎZ¢.��è/¡}¤$¢l�"¢éª.§}¥s��#T 6 �
s := ai ¡`§ ¡}¢k©�¨vªµ£"¡}¨I¤ ~ £"¡}¨+�2¡}¤D¥�¡}¨+�"«Z¡I¢l�/¢éª.§}¥ê�2Ï#Îu¡ ¡`§BÑ`��¤ZÕ�¨vÎu¡}¤D¥¦¡BÑ`��¤i £"ç#«�Îk¢1��èÓ N�T.R1ODN�¶

sÎ�N_Q#W3V-Y�T1��Ö*R1ODN�OdO��2� 6*� �:N�T1b3W3P*R � V(W_� 6 T1R.���#N�Te�#�
n,
�N$�������8�#�@�#TiY��)W3PBO��2T.W 6Q�N 6 W 6 �m¬DN5$���G�*�V-�#P*W�Q)W3� 6�� N�� � �(O��(W�Yg�)P+N=Q#R.W���� 6 �Z��� 6 �-P*�#Y�R � �)�

n
h �#Q)� 6 ��YgW�PTfNBY�P%� 6 �#��Q#RfN(O��I��� 6 S3T1W(\���Q)T.�=M

Ô á�ã�âBY���� � W 6 áMÉ0N�O�W-�#T 6 R 6�� �#V/N O��IQ#W���b3P*���#��Q)RfN 6










x ≡ 1 mod 5

x ≡ 5 mod 11

x ≡ 2 mod 3,
� 6*� ��O�R.N�P 6 RU��©kR 6�� �)� 6 W3T1��Q#R1W3��� 6 �� 6 RU��©kR 6*� �)�	�D¬DN�T.T.N�P*T.N 6i� WZODN 6 M
Ó R.�)��O�W Ô �	â< Ø�Ø �*�V/�)P%W 6 Y�P*R.V-W 6 O�R 6�� R1� � W 6 ���)�"YDN=P � R1Q#��T.N�P#� 6 W3�/Y�P%R1V-W 6 �)� � P%� 6 èsM�!W3P � N�� � W2�#T � �#W3P*�#V/N"Q`¬�R.��W2O��)TcP%� 6*� W:NcËDP%V/N"T.N/��©kR 6�� �#��Q#RfN/_����R1Q#R1ODN�O_O��B���DN
6 W3T1��Q#R1S3�:V-SZO���T1W P = 3× 5× 11 = 165.486�� N 6 W3T1��Q#R1S3�	��V-SZO���T.W Ø ú âk��� 6

x0 = 1× q1 × 33 + 5× q2 × 15 + 2× q3 × 55,
O�W3��O��

33 × q1 ≡ 1 mod 5, 15 × q2 ≡ 1 mod 11, 55 × q3 ≡ 1 mod 3,
� 6O��#Q)R.P#�

3× q1 ≡ 1 mod 5, 4× q2 ≡ 1 mod 11, q3 ≡ 1 mod 3.

4 � � W3��Q#� 6 �
q1 = 2, q2 = 3


q3 = 1



x0 = 1× 2× 33 + 5× 3× 15 + 2× 1× 55 =



Ù È�� ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸'× ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ × Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �

= 66+225+110 = 66+60+110 mod 165 = 236 mod 165 = 71 mod 165.ÎmN 6&6 W3T1��Q#R1W3��� 6 O��)T 6 R 6�� �#V/N ODN=O�W 6 W��AT1W 6 �*�V/�)P%W 6 �#� � �#P*W 6 O��ITfNwÊ,W3P*V"N
x = 71 + 165k,

Q#W3�
k ∈ Z.

Ù á�ã�âBY���� � W 6 á Ó �ITfN��Zä#N��:O�W 6 O�N�O�W 6'6 R.VB��T � «�����N�V-�)� � �<���DN 6 W�TfN h �åä�MWÉ0� � �)P�¬V-R.��N�PIT.N�Y�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OGO��"�����"����W_O��/T.W 6 O�W 6 P%� 6 ��T � N�O�W 6 W3\ � �#��R1O�W 6t6 ��NðÈk� 6 R
6 N�\��#V-W 6 �����CT.N 6 ��V"N O��IT.W 6 O�W 6 P%� 6 ��T � N=O�W 6 � 6 ú M
Ó ��N��

S
�)T 6 ��Q#� 6 W/ë¦����W"O��jT.W 6 O�W 6 P%� 6 ��T � N�O�W 6 � 6 ÈÄ�I S ′ �#T 6 ��Q#� 6 W/ë�T.N 6 ��V/N/O��T1W 6 O�W 6 P*� 6 ��T � N�O�W 6 � 6 ú Mì�Ó � � P+N � N O��IQ�N�T1Q#��T.N�P[TfNBY�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�OXQ)W3��O�R1Q#R1W3�DN�O�N O�� S Y�W3P S ′ :

p(S|S ′) = p(S ∩ S ′)
p(S ′)

.

Ê]¬�W3P%N��
S ′ = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)}  S ∩ S ′ = {(2, 4), (4, 2)}. Ó �6 R.b3���I�����

p(S|S ′) = p(S ∩ S ′)
p(S ′)

=
2

5
.

Ý/á-â_ã �cä ã�È�Y���� � W 6 á0É0� � �#P*V/R1�DN�PCQ)�m«�� � W 6 �}�V-�#P*W 6 O�� Ù Q)R¡Ê,P+N 6 O�R 6�� R.� � N 6��W � R1�#���)����R.��b3���DN O��ITfN 6 O�W 6 Y�P*R.V-�#P+N 6 Q)R¡Ê,P%N 6 R.b��DN�T	N(Q)�#P%W�M
ù N5

9× 8× 8× 7 = 4032
�*�V/�)P%W 6 Q#W3��� 6�� N 6 Q�N�P%N�Q � �#Pîè 6*� R.Q#N 6 M



Ù È�Í
³µ´�¶Z·	·\¹�¶mº�»:´½¼3º�¿	»ÁÀ[·N¶�´
ü?ý�þ ³ üòÿ �A�'ÿ9þ��

Ó �)Y � R1�#VB\�P%�0È�Ú�Ú Ô

Î�N O���P%N�Q#R1S3�:O��#TU�ª©�N�V/�)�A� 6 O�� Ô ¬�W3P+N 6 XV-�#O�R.N�MÓ �IY�WZO�PÑ«���� � R.T1R¡ä#N�P[T1R.\�P*W 6 :N=Y���� � � 6 �)� 6 �AP*��N�T1Rçä�N=Q#R1S3�	Mû]W 6 �CY��)P%V-R � �^�#TU� 6 W-O��IQ�N�T1Q#��T.N�O�W3P%N 6 M{!WZO�N$P%� 6 Y���� 6*� N��Z���X��W�� 6*� Ð:N�O��#Q)�DN�ODN�V-�#� � �2P%N�ä#W��DN�ODN 6 �2Q#W3� 6 R.O��)P+N�Pî«_R.��Q)W3P�¬P%�#Q � N�M
4 Tm��©�N�V-�#�_� 6�� «àÊ,W3P%V/N�O�W(YgW�P Ú �åf)���=���?���?� k M�ÎmN-Y���� � �DN�Q)R.S��_O��tQ�N=ODN/��Ö*�)P%Q)R.Q)R.W
6 �CR1��O�R1Q�NB�#���#TUV-R 6 V/W�M

�nf#�����������,�r�D�0ãôÈ Y���� � W 6 áR�á�ã�Ú�MêâtY���� � W 6 á�É0� � �#P*V/R1�DN�P 6 Rn�)T 6 R1b3��R1�#� � �0P+N ä#W3��N�V/R1�#� � Wj� 6 WB��WB���XP+N�ä)W3�[¬N�V/R1�#� � W Q)W3P%P*�#Q � W�¶
� ª8�}©�¨}ÎD¡�o`��§B¡}¢!¡*Í���£2¡}¤�§5¡}¨*Ò�§7í�¡}¢éª��5î� ª9¡`§}¥�Î�«�ª?��§C£ ÎDÑ�öD�(¤n�2¡}¨`¡`§7í�¡}¢éª��5î� §}¥�Î�«�ª?��§C£ ÎDÑ�öD��îï ©�¨`��o`��¨*Ò�§B¡}¢c¡*Í���£"¡}¤�îR.R áuã�Ú�M�âxY���� � W 6 á"�DW3P*V"N=T1R¡ä#N�P-T.N 6 R.b3��R1�#� � � 6 �)� � �#��Q)RfNyO��)T0T1�#��b��DNÄÖ*�_��N � ��P%N�TsM

486 Q#P*R.\�R1P 6 �����#b�N=Q#R1S3���)�AT1�#��b��DNÄÖ*�PÊ,W3P%V/N�TgX�)�AT1�#��b��DNÄÖ*�I��N � ��P%N�Ts¶
� ¤�¥¦�#«���§C¢l��§7í)��£ ªµ¢éª?��§�ö��� -Îk¤�£ ªs¡}£ào#¨+�-��¢cÑ}Î�Ò�¢U¤n�(¢.¡]Õ�Î�§}¥s�"¢l�"¢.¡`Ñ�öZÎ�Õ���îR.R1R áPã Ø Y���� � W*áMÉ0�)V/W 6*� P%N�P{Y�W�P{R.��O���Q#Q)R.S3�������tYDN=P+N(Q�N�ODN-�*�V-�#P%W-�DN � ��P+N�T

n6 � � R.�)���I�����
n
∑

k=1

(2k)3 = 2n2(n+ 1)2.

�nf#�����������,�x�	�0ãôÈ Y���� � W 6 áR�áwã Ø Y���� � W'á 476 Q#P%R1\�R.P^���GN�T.b�W3P%R � V-W"�#�GY 6 �#��O�WZQ#SZO�R1b3W������ � �#��b�NXQ)W3V-W:�)�[¬
� P+N=ODN:����N�T1R 6*� N

a1,
MlM1Ml�

an,
O��(�}�V-�#P*W 6 �#� � �)P%W 6 �O�� h ���)T h NAT.N 6 ��\�T.R 6�� NXO��

a1,M1MlM1�
an

O��IT1W 6 �*�V-�#P*W 6 ����� 6 W3��O�R 6*� R1� � W 6 M 476*� W-� 6 �D�����CW�\ � �)��b�N(�)TUQ)W3��Ö*��� � W-O��T.W 6 �)T.�)V/�)� � W 6 O��CT.N T1R 6�� N
a1,
MlM1Ml�

an

M



Ù Ô Ú ®c¯0°8±#²0³�´e¸ ®5¹ ®&¸'× ² » ¸'´ Õ
��°ÖÕaº�±�²2Õ × Õ
�A»�ÕW� ³ Õ ´m²i¸ �
R.R á�ã Ø Y���� � W*á 476 Q#P%R1\�R.P{���$N�T.b�W3P%R � V-W(�#�$Y 6 �#��O�WZQ)SZO�R.b�W2����� � �)��b�N/Q#W�V/W/�#�}¬

� P+N�O�N{O�W 6 �}�V/�)P%W 6 �DN � ��P%N�T.� 6
b

c
I���DN{T.R 6*� N

a1
�kMlMlM1�

an

O��e�}�V-�#P*W 6 �DN � ��P+N�T1� 6 W�\ � �)��b�N]TfN 6 ��\�T.R 6*� N{O��
a1
��MlMlM1�

an

O��iT.W 6 �#T1�#V-�#� � W 6 � 6 RZ��©kR 6�� �#�n�3�Z��� 6 W3�BVÛ�T � R1Y�T1W 6Q)W3VB����� 6 O�� b  c M
��f#���=���?���,�dÛ	��ã�ÈBY���� � W 6 áÎmN�Y�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OwO��/�����-���xW3P%O��)�DN�O�W�P�Ê?N�\�P*R.Q#N�O�W:YgW�PC����N�Q#R1�#P � N:�#V-Y�P%� 6 NY�P%� 6 �#� � �/���xO��åÊ,�#Q � W��#� 6 �GO�R 6 Q#W:O���P%WÇã?Y�W3P<�#T7Q)�m«�T7�)T7W3P*O��#�DN=O�W3P<��W 6 �(Y����)O��� � R.T1R¡ä�N=P�áCN$T.W$TfN�P*b3W$O��)T[Y�P*R.V-�#PBN���W�O�� h R.O�N$� 6

p
yT.N_Y�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=Oy�����:���DN

Y�N�� � N�T.T.NàÊ?N=\�P%R1Q�N�O�N"Y�W3P0TfN/V/R 6 V/N-�#V-Y�P%� 6 N 6 �B� 6�� P%W�Y��#� O���P%N�� � �B�#TcY�P*R.V-�#P0N���WO�� h R1ODN(� 6
q
Mã?R á0ã Ø Y���� � W*á��!�#Y��BQ)W3V-Y�P+N Ô W3P*O��#�DN=O�W3P%� 6 2â-YDN�� � N�T1TfN 6 O��t� 6�� N"�)V/Y�P*� 6 N�M÷ N=T.Q#��TfN�P"TfNyY�P*W3\DN=\�R.T1R1ODN�OLO����Z�����^O�� 6 Y��ZÐ 6 O��w����N���W����!�)Y�� � �#��b�N@��� 6 W3T1WW�P%O��)�DN�O�W3P[X���DN 6 W3TfNBYDN�� � N�T1TfNæÊ,����Q)R.W3�DN=��O�W�Mã?R1R�áæã Ø Y���� � W*á Ó ��Y�W���b�N�V-W 6 �����à�!�#Y��(Q)W3���#Q � �(T.W 6 Ô W3P*O��#�DN=O�W3P%� 6 � O1

�
O2

O3
��Q#W3�:TfN 6 âBYDN=� � N=T.T.N 6 �

P1
�
P2
�
P3
�
P4

P5
��Y�W3P[V/�)O�R.WBO��<T.N 6[6 R1b3��R1�#� � � 6Q)W3���ª©�R1W3��� 6 ¶

(O1, P1), (O2, P2), (O2, P4), (O2, P5), (O3, P3).

É]� � �)P%V-R.�DN=P^TfN"Y�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�O_O�� �Z�����mQ)W3�w� 6�� N 6 V/R 6 V/N 6 Q)W3���ª©�R1W3��� 6 $O�� 6 Y��	Ð 6O��&���(N���W^O��&T.N0Q)W3V/Y�P+N����!�#Y��&Y����)ODN � P%N�\DNÄÖ%N�PcQ)W3� �#T�W3P*O��#�DN=O�W3P8Ë�È]BN=T�V-�#��W 6���DN(YDN�� � N�T1TfNjO��ITfN 6 Q#W3���#Q � N�ODN 6 Q)W3�uÐ#T�M
��f#���=���?���,� Ü ��ã Ø M�âBY���� � W 6 áÓ ��N

R
TfN 6 R1b3��R1�#� � �<P%�)TfN�Q)R.S��:O��åËD��R1ODN 6 W3\�P*� N7

M

R = {(1, 1), (2, 2), (4, 5), (3, 3), (4, 4), (5, 4), (5, 5), (6, 6),

(5, 6), (2, 3), (4, 6), (6, 5), (6, 4), (7, 7), (3, 2)}.R�á�ãôÚkMêâtY���� � W 6 á�É0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R h �#P%R�ËDQ�NjTfN 6 Y�P*W3Y�R.�)ODN�O�� 6 P%�}�D��©kR h N�� 6 R.VàÐ � P%R1Q�N��N=� � R 6 R1VàÐ � P*R1Q�Nt � P%N�� 6 R � R h N�MR.R á
ãôÚkMêâ{Y���� � W 6 áRÉ0� � �)P%V-R.�DN�P 6 Rk� 6 ���DN0P%�#T.N�Q)R.S3�tO��i�#����R h N�T.�)��Q#R.N�MRÉ]� � �)P%V-R.�DN=P
6 RU� 6 ���DN(P%�)TfN�Q)R.S3�XO��IW3P*O��#�nMR.R1R áPã�Ú�M�â Y���� � W 6 á Ó RU� 6 ���DN(P*�#TfN=Q#R.S��:O��I�#����R h N�T1�#��Q)RfN���O�� � �)P%V-R.�DN=P 6 � 6 Q)TfN 6 � 6O��^�#����R h N�T1�#��Q)RfN�M Ó Rn� 6 O��^W3P*O��#�n��O�� � �#P%V-R1�DN�P 6 Rg� 6 ����NBP*�#TfN=Q#R1S3�"O��0W3P%O��)� � W � N�T�M

��f#���=���?���,� � ��ã Ø Y���� � W*á



Ù Ô Ø
4 Ê,�#Q � �DN�P]T.N 6{6 R1b3��R1�#� � � 6 W3Y��#P%N�Q#R1W3��� 6 V/SZO���T.WØâZ��W3\ � �#��R1�#��O�W 6 R.�)V/Y�P%�C���_P%�ª¬

6 ��T � N�O�W(�)� � P%�0Ú  Ù MR�áPãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 á
2143 + 80100

�
R.R á�ãôÚ�M�È�âBY���� � W 6 á 224× 2513

�
R.R1R á�ãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 á

27
�

R h á�ã�Ú�MêÈ�âBY���� � W 6 á 312013 M
�nf#�����������,� Ú �0ã Ø MêâBY���� � W 6 áÓ �#N

G′ = (V ′, E ′)
���tb3P%N Ê,W 6 R1V/Y�T.�a

A′
����N]O�� 6 � 6 V"N � P%R1Q#� 6 O��iN=O��N�Q)�#��Q)RfN 6 ¶

A′ :=

























0 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























R�áPãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 áKÉ0� � �#P*V/R1�DN�P 6 R G′ � 6 Q)W3���ª©�W�MR.R á�ãôÚ�M�È�âBY���� � W 6 áMÉ]� � �)P%V-R.�DN=P 6 R
G′
� 6 �#��T1�#P*RfN���W�MR.R1R á�ãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 áKÉ0� � �#P*V/R1�DN�P 6 R G′ � R.�)���I���?«=P%\�W3T	b3�)���#P%N�O�W3P)MR h á�ãôÚkMêß�âCY���� � W 6 á ÷ W3V-Y�� � N=P#� 6 R�� 6 �����0��©kR 6*� �)�	��Wt���ø«=P%\�W3Tub3�)���#P%N�O�W3P)�kWj���Q#R.P*Q#��R � W �#��T.�#P*RfN=��W(O��

G′
M
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ü?ý�þ ³ üòÿ �A�'ÿ9þ�� E3üwFIHEüx�[JLK
Ó �#Y � R.�)VB\�P%�0È�Ú�Ú Ô

ÎmN O���P+N=Q#R1S3�:O��#TU��©�N�V-�)�A� 6 O�� Ô ¬�W3P+N 6 XV-�#O�R.N�MÓ �CY�WZO�Pî«���� � R.T1R¡ä�N�PiT.R1\�P%W 6 :N�Y���� � � 6 �#� 6 ��P%�#N�T.R¡ä�N�Q)R.S��	Mû{W 6 �IY��#P*V/R � �^�#TU� 6 W/O��IQ#N�T.Q)��TfN=O�W3P+N 6 M{�WZODN_P%� 6 Y���� 6*� Nw�����2��W$� 6*� ÐXN�O��)Q#�DN=ODN�V-�#� � �2P+N ä#W3�DN=ODN 6 �2Q)W3� 6 R.O��)P+N�Pî«$R1��Q)W3P�¬P*�#Q � N�M
4 T��ª©�N�V/�)�_� 6*� «+Ê,W�P%V/N�O�W-Y�W3P Ú ��f#�������?���?� k M�ÎmN/Y���� � �DN�Q#R1S3�AO��tQ�N�O�N/��Ö*�)P%Q#R1Q#R1W
6 �CR1��O�R.Q#NB�#���#TUV-R 6 V-W�M

��f#���=���?���,�q�D��ã�ÈBY���� � W 6 áR�á�ãôÚkMêâtY���� � W 6 á�É0� � �#P%V-R1�DN�P 6 Rn�#T 6 R.b���R.�)� � �]P+N�ä)W3�DN�V-R.�)� � Wj� 6 WB��W ���:P%N�ä#W��[¬N=V/R1�#� � W Q#W�P%P%�)Q � W�¶
� ªe�}©�¨vÎD¡�o`��§B¡}¢c¡*Í���£"¡}¤�§5¡}¨*Ò�§7í�¡}¢éª��5î� ªi¡`§}¥?Î�«3ª?��§I£ ÎDÑ�öD�(¤n�X¡}¨+¡`§7í�¡}¢éª��5î� §}¥�Î�«�ª?��§C£ ÎDÑ�öD��îï ©�¨+��o`��¨*Ò�§B¡}¢c¡*Í���£"¡}¤�îÓ ��N=�LT.N 6 h N�P%R.N�\�T1� 6(6 R1b3��R1�#� � � 6 ¶ a := �}©�¨vÎD¡�o`��§�¡}¢0¡*Í���£"¡}¤ � s := §5¡}¨*Ò�§Ií�¡}¢éª�� �

e := ¡`§}¥�Î�«�ª?��§C£ ÎDÑ�öD� M4 TUP+N�ä)W3�DN�V-R.�)� � W �Z��� 6 �IY�P%� 6 �#� � N � R1�#��� � P*� 6 ¬�R.Y�S � � 6 R 6 ¶
H1 := (a⇒ s),

H2 := (e⇒ ¬s),
H3 := e.ÏðTfN � � 6 R 6 � 6 T := a

Mn�cN=P+NI�����]�)TuP+N ä#W3��N�V/R1�#� � W 6 ��NCQ#W�P%P%�)Q � W 6 �{O��#\�� � �)���#Pe�����T.N 6 R.b3��R.�#� � �<Y�P*W3Y�W 6 R.Q#R1S3�X� 6 ���DN � N=� � W3T1W3b�è.Nk¶
(H1 ∧H2 ∧H3)⇒ T.

�!�)P%W^TfN 6 R.b3��R.�#� � �iN 6 R.b3�DN=Q#R1S3�jO�� h N�T.W3P*� 6 N]TfN 6�h N=P%R.N�\�T.� 6 Y�P%W�Y�W 6 R1Q#R1W3�DN�T1� 6 VB��� 6�� P%N�����I��W-T.W � 6 ¶
a := F, s := F, e := v.
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R.R áuã�Ú�M�âxY���� � W 6 á"�DW3P*V"N=T1R¡ä#N�P-T.N 6 R.b3��R1�#� � � 6 �)� � �#��Q)RfNyO��)T0T1�#��b��DNÄÖ*�_��N � ��P%N�TsM
486 Q#P*R.\�R1P 6 �����#b�N=Q#R1S3���)�AT1�#��b��DNÄÖ*�PÊ,W3P%V/N�TgX�)�AT1�#��b��DNÄÖ*�I��N � ��P%N�Ts¶
� ¤�¥¦�#«���§C¢l��§7í)��£ ªµ¢éª?��§�ö��� -Îk¤�£ ªs¡}£ào#¨+�-��¢cÑ}Î�Ò�¢U¤n�(¢.¡]Õ�Î�§}¥s�"¢l�"¢.¡`Ñ�öZÎ�Õ���îÓ �#N

F
�#TgQ#W���Ö*��� � WBO��^T.N 6 Ê?N�V/R1T1R1N 6 M Ó �#N

P
�#TgQ)W3��Ö*��� � WBO��^T.N 6 Y��#P 6 W3�DN 6 M Ó �#N

f ∈ F

p ∈ P

��O��åË���R.V-W 6 O�W 6 Y�P%�#O�R.Q�N=O�W 6 ¶ P (p, f) := ¢l�]©D¡}¨`§��=¤u� p ¡`§]£ ªs¡}£ào#¨+�
«Z¡-¢l�tí)��£ ªµ¢éª?� f  L(p) := � p ¢.¡tÕ�Î�§}¥s�_¢l�_¢.¡`Ñ�öZÎ�Õ�� M 4 � � W���Q#� 6 T.N 6 �#� � �)��Q#R.NAO��#T�#�Z����Q#R.N�O�W-� 6 ¶

∀f ∈ F ∃p ∈ P (P (p, f) ∧ ¬L(p)).ÎmN(���#b�N�Q)R.S�� h R.�)���CN 6 �#P)¶
∃f ∈ F ∀p ∈ P (¬P (p, f) ∨ L(p)).

Á^��� 6 �]T1�#�'�#�"�)TuT.�#��b3�DNÄÖ*�'�DN � ��P+N�T�¶ ¡*Í3ª.§}¥�¡{Îk¤��ií)��£ ªµ¢éª?�-¡}¤:¢l�(Ï#ÎD¡<�B¥¦��«Z�5§&§}Î�§
£ ªs¡}£ào#¨`�5§<¢.¡`§]Õ�Î�§}¥ê�"¢l�/¢.¡`Ñ�öZÎ3Õ�� MR.R1R áPã Ø Y���� � W*áMÉ0�)V/W 6*� P%N�P{Y�W�P{R.��O���Q#Q)R.S3�������tYDN=P+N(Q�N�ODN-�*�V-�#P%W-�DN � ��P+N�T

n6 � � R.�)���I�����
n
∑

k=1

(2k)3 = 2n2(n+ 1)2.

Î�N \DN 6 �CO��IR1��O���Q)Q#R1S3�:� 6'h �)P%ODN=O��#P%N��uY���� 6
23 = 2× 1× 22

M�cN�P+N �#TUYDN 6 W-O��IR.��O���Q#Q)R.S3�:\DN 6*� N W3\ 6 �)P h N=P{������¶
Σn+1

k=1(2k)
3 = Σn

k=1(2k)
3 + 23(n+ 1)3.

ì 6 N=P'TfNB¬�R.Y�S � � 6 R 6 O��IR.��O���Q#Q)R.S3�:YDN=P+N � 6 Q)P%R1\�R.P)¶
Σn+1

k=1(2k)
3 = 2n2(n+ 1)2 + 23(n+ 1)3.

Ó N�Q�N=PKÊ?N�Q � W3P&Q)W3VÛ��
2(n+ 1)2

O��IV/WZO�W(����� 6 � � R1�#���=¶

2(n+ 1)2(n2 + 22(n+ 1)) = 2(n+ 1)2(n+ 2)2

Q#W3V-W(�����)PîèfN=V/W 6 O��#V-W 6*� P+N�P)M
�nf#�����������,�x�	�0ãôÈ Y���� � W 6 áR�áwã Ø Y���� � W'á 476 Q#P%R1\�R.P^���GN�T.b�W3P%R � V-W"�#�GY 6 �#��O�WZQ#SZO�R1b3W������ � �#��b�NXQ)W3V-W:�)�[¬
� P+N=ODN:����N�T1R 6*� N

a1,
MlM1Ml�

an,
O��(�}�V-�#P*W 6 �#� � �)P%W 6 �O�� h ���)T h NAT.N 6 ��\�T.R 6�� NXO��

a1,
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an

O��IT1W 6 �*�V/�)P%W 6 ����� 6 W3��O�R 6�� R1� � W 6 M 486�� W-� 6 �D�Z���CW3\ � �#��b3N(�)TUQ#W3�ÄÖ*��� � W-O��T1W 6 �)T.�#V-�#� � W 6 O��ITfNBT.R 6*� N
a1,
M1MlM1�

an

M
É0R 6 ���DN=V/W 6 ���AN�T1b3W3P*R � V(W N��}©�R1T.R.N�P9�����IO�� � �#P%V-R1�DN 6 R	�����)T.�#V-�)� � W � 6�� «(W(��W�)�A����N(T.R 6*� Nk��T.W T.T.N�V-N�V(W 6 ©D¡}¨v¥�¡}¤n¡`Ñ`¡ ¶

4 � � P%N�ODN�¶ a1, ..., an
�
a

s := 0�DW3P
i = 1

� W
n Ò ¬�R.T.� s := 0R¡Ê

a = ai
� ¬��#�

s := 1Ó N�T1R.ODN�¶
s�cN�P+N^Q)W3� 6*� P%��R1Pa�#T�N�T.b�W3P%R � V-W0����� 6 �&��W 6 Y�R1O��[\DN 6�� N � W3V/N�Pc����N<T.R 6*� N^N��}©�R1T.R.N=P#�O�R.b�N�V-W 6

b
�c�����2R1��R.Q)RfN=T1V(�#� � �-Q)W3� � R.�)���"�)T9Y�P*R.V-�#PC�)T.�#V-�#� � WAO��"TfN��)� � P%N�ODNA�"R.PN=V/Y�T1Rç«���O�W3T.NjQ)W3��T.W 6&6 ��Q#� 6 R h W 6 �)T.�)V/�)� � W 6 O�R 6*� R.� � W 6 O��CT.N T1R 6�� NBO��IT.N �)� � P%N�ODN�M
4 � � P%N�ODN�¶ a1, ..., an

b1 := a1
�
j := 2�DW3P

i = 2
� W

nR¡Ê
pertenece(ai, b) = 0

� ¬��)�
bj := ai

�
j := j + 1Ó N�T1R.ODN�¶

bR.R á�ã Ø Y���� � W*á 476 Q#P%R1\�R.P{���$N�T.b�W3P%R � V-W(�#�$Y 6 �#��O�WZQ)SZO�R.b�W2����� � �)��b�N/Q#W�V/W/�#�}¬
� P+N�O�N{O�W 6 �}�V/�)P%W 6 �DN � ��P%N�T.� 6

b

c
I���DN{T.R 6*� N

a1
�kMlMlM1�

an

O��e�}�V-�#P*W 6 �DN � ��P+N�T1� 6 W�\ � �)��b�N]TfN 6 ��\�T.R 6*� N{O��
a1
��MlMlM1�

an

O��iT.W 6 �#T1�#V-�#� � W 6 � 6 RZ��©kR 6�� �#�n�3�Z��� 6 W3�BVÛ�T � R1Y�T1W 6Q)W3VB����� 6 O��
b

c
M

4 � � P%N�ODN�¶
a1, ..., an

�
b
�
c

j := 1�DW3P
i = 1

� W
nR¡Ê

ai mod c = 0
N���O

ai mod b = 0
� ¬��)�

bj := ai

�
j := j + 1Ó N�T1R.ODN�¶

b

��f#���=���?���,�dÛ	��ã�ÈBY���� � W 6 áÎmN�Y�P*W3\DN�\�R.T.RlODN�OwO��/�����-���xW3P%O��)�DN�O�W�P�Ê?N�\�P*R.Q#N�O�W:YgW�PC����N�Q#R1�#P � N:�#V-Y�P%� 6 NY�P%� 6 �#� � �/���xO��åÊ,�#Q � W��#� 6 �GO�R 6 Q#W:O���P%WÇã?Y�W3P<�#T7Q)�m«�T7�)T7W3P*O��#�DN=O�W3P<��W 6 �(Y����)O��� � R.T1R¡ä�N=P�áCN$T.W$TfN�P*b3W$O��)T[Y�P*R.V-�#PBN���W�O�� h R.O�N$� 6
p
yT.N_Y�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=Oy�����:���DN

Y�N�� � N�T.T.NàÊ?N=\�P%R1Q�N�O�N"Y�W3P0TfN/V/R 6 V/N-�#V-Y�P%� 6 N 6 �B� 6�� P%W�Y��#� O���P%N�� � �B�#TcY�P*R.V-�#P0N���WO�� h R1ODN(� 6
q
Mã?R á0ã Ø Y���� � W*á��!�#Y��BQ)W3V-Y�P+N Ô W3P*O��#�DN=O�W3P%� 6 2â-YDN�� � N�T1TfN 6 O��t� 6�� N"�)V/Y�P*� 6 N�M÷ N=T.Q#��TfN�P"TfNyY�P*W3\DN=\�R.T1R1ODN�OLO����Z�����^O�� 6 Y��ZÐ 6 O��w����N���W����!�)Y�� � �#��b�N@��� 6 W3T1WW�P%O��)�DN�O�W3P[X���DN 6 W3TfNBYDN�� � N�T1TfNæÊ,����Q)R.W3�DN=��O�W�M
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ã?R1R�áæã Ø Y���� � W*á Ó ��Y�W3��b�N=V/W 6 �����à�!�)Y��-Q)W3���)Q � �(T1W 6 Ô W�P%O��)�DN�O�W3P*� 6 �

O1
�
O2

O3
��Q#W���T.N 6 âjYDN�� � N�T.T.N 6 �

P1
�
P2
�
P3
�
P4

P5
��Y�W�P&V-�#O�R1WBO��IT.N 6[6 R.b3��R1�#� � � 6Q#W3���ª©kR.W3��� 6 ¶

(O1, P1), (O2, P2), (O2, P4), (O2, P5), (O3, P3).

É0� � �#P%V-R.��N�P^T.N2Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O_O�� �������UQ#W3�w� 6*� N 6 V-R 6 V/N 6 Q#W3����©kR.W3��� 6 _O�� 6 Y��ZÐ 6O��&���-N���W<O��[TfN0Q)W3V-Y�P+N����!�#Y��&Y����#ODN � P+N�\�N�Ö%N�P!Q#W3� �#T�W3P*O��#��N�O�W3P8Ë�È{BN�T�V-�)��W 6���DN(YDN=� � N=T.TfNjO��IT.N 6 Q#W����#Q � N�ODN 6 Q#W3�uÐ)TsM
R�á Ó � � P%N � N O��CO�W 6 ��©kY��#P*R.V-�#� � W 6 O��0éi�)P%��W3��T.T1R	R1��O��)Y��#��O�R.�#� � � 6 MÎ�NtY�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O-O��0��������O�� 6 Y��ZÐ 6 O��0���XN ��W��[�!�#Y�� � �#��b3Nj��� 6 W3T1WtW3P%O��)�DN�O�W�Pi� 6R.b3�DN=T	N(TfNBY�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�OXO��C����� 6 �C� 6*� P*W3Y��#�)�_�ª©�N=Q � N�V/�)� � �CO�W 6 W�P%O��)�DN�O�W3P*� 6 ¶

p1 =

(

3

2

)

p2 (1− p).

Ê 6 ègTfNtY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�O/O��^��������O�� 6 Y��ZÐ 6 O��^���:N���W��Z�!�)Y�� � �)��b�Nj���DN 6 W3TfNtYDN=� � N=T.TfN� 6 R.b3��N�TnNBTfNjY�P*W3\DN�\�R.T1R1ODN�O"O��<����� 6 �<� 6�� P*W3Y��#�)�A�ª©�N�Q � N�V/�)� � �<Q#�DN � P%W YDN�� � N�T1TfN 6 ¶

q1 =

(

5

4

)

q4 (1− q) = 5q4 (1− q).

4 � � W3��Q#� 6 TfNBY�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�OX\�� 6 Q�N=ODN-� 6
P = p1q1 = 15p2 q4 (1− p)(1− q).

R.R á�Î�NCY�P%W�\DN�\�R1T.R1O�N�O
Q
O��0�����=��Q)W3�"TfN 6 Q)W3���ª©�R1W3��� 6 O��åË���R.O�N 6 �)�2�)T�Y�P%W�\�T.�)V"N-O�� 6 Y��ZÐ 6 O��]���2N���WtO��]T.NCQ)W3V-Y�P+N��}�!�)Y��0Y����#O�N � P+N�\DNÄÖ%N�P8Q#W��"�#T�W�P%O��)�DN�O�W3PiË�È2N=TgV-�#��W 6 ���DNBY�N�� � N�T.T.NC� 6 �)TnY�P%WZO���Q � WBO��^T.NtY�P%W3\�N�\�R.T1R1ODN=O

p2 = 1− p
O��^�����

�#TUW�P%O��)�DN�O�W3P
O2
Ê,����Q)R.W3���IY�W�P'T.N Y�P%W3\DN=\�R.T1R1ODN�O

q2 = 1− q3
O��C������Ê,����Q)R.W3���CN�T

V/�)��W 6 ���DN(O��ITfN 6 YDN�� � N�T1TfN 6 O��#TUQ#W���Ö*��� � W {P2, P4, P5}.4 � � W3��Q#� 6 TfNBY�P*W3\DN�\�R1T.RlODN�OX\�� 6 Q�N=ODN-� 6
Q = p2q2 = (1− p)(1− q3).

�nf#�����������,� Ü �0ã Ø MêâBY���� � W 6 áÓ �#N
R
T.N 6 R.b3��R.�#� � �<P*�#T.N�Q#R1S3�XO��åË���R.ODN 6 W3\�P*� N7

M

R = {(1, 1), (2, 2), (4, 5), (3, 3), (4, 4), (5, 4), (5, 5), (6, 6),
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(5, 6), (2, 3), (4, 6), (6, 5), (6, 4), (7, 7), (3, 2)}.
R�á�ãôÚkMêâtY���� � W 6 á�É0� � �)P%V-R.�DN�P 6 R h �#P%R�ËDQ�NjTfN 6 Y�P*W3Y�R.�)ODN�O�� 6 P%�}�D��©kR h N�� 6 R.VàÐ � P%R1Q�N��N=� � R 6 R1VàÐ � P*R1Q�Nt � P%N�� 6 R � R h N�MR.R á
ãôÚkMêâ{Y���� � W 6 áRÉ0� � �)P%V-R.�DN�P 6 Rk� 6 ���DN0P%�#T.N�Q)R.S3�tO��i�#����R h N�T.�)��Q#R.N�MRÉ]� � �)P%V-R.�DN=P

6 RU� 6 ���DN(P%�)TfN�Q)R.S3�XO��IW3P*O��#�nMR.R1R áPã�Ú�M�â Y���� � W 6 á Ó RU� 6 ���DN(P*�#TfN=Q#R.S��:O��I�#����R h N�T1�#��Q)RfN���O�� � �)P%V-R.�DN=P 6 � 6 Q)TfN 6 � 6O��^�#����R h N�T1�#��Q)RfN�M Ó Rn� 6 O��^W3P*O��#�n��O�� � �#P%V-R1�DN�P 6 Rg� 6 ����NBP*�#TfN=Q#R1S3�"O��0W3P%O��)� � W � N�T�M

R�á 486 P%�}�D��©kR h N-Y���� 6
R
Q#W�� � R1�#���ITfNBO�RfN�b�W3�DN�T

∆.476{6 R1V+Ð � P*R.Q�Nt�N(�Z��� 6 R
(x, y) ∈ R,

�#� � W3��Q)� 6'� N�VB\�R¡Ð#�
(y, x) ∈ R.û]W2� 6 N=� � R 6 R1VàÐ � P*R1Q#N-�N"�������	Y�W�P0��Ö*�)V/Y�T1W��

(2, 3)

(3, 2)

6 W3���)T.�#V-�)� � W 6 O��
R. 476'� P%N�� 6 R � R h N�MnÎUW 6 Q�N 6 W 6 ��W � P%R h RfN�T1� 6[6 W3�

(4, 5), (5, 6) ∈ R

(4, 6) ∈ R, (4, 6), (6, 5) ∈ R


(4, 5) ∈ R,

(6, 5), (5, 4) ∈ R

(6, 4) ∈ R, (6, 4), (4, 5) ∈ R


(6, 5) ∈ R.

R.R áÁ�!W�P!�#TZN�YDN�P � N�O�W]N�� � �#P%R1W3P
R
� 6 O��9�#����R h N�T1�#��Q)RfN 6 R.�)��O�W0P*�)�D�ª©�R h N�� 6 R.VàÐ � P*R.Q#N � P+N=� 6 R � R h N�Mnû]W(� 6 O��CW�P%O��)���N(�����I��W-� 6 N�� � R 6 R.VàÐ � P%R1Q#N�MR.R1R áWÎmN 6 Q#T.N 6 � 6 O��C�)����R h N�T.�)��Q#R.N O��

R
6 W3��Q#��N � P*W�¶

C1 = {1}, C2 = {2, 3}, C4 = {4, 5, 6}, C7 = {7}.

��f#���=���?���,� � ��ã Ø Y���� � W*á
4 Ê,�#Q � �DN�P]TfN 6'6 R.b���R.�)� � � 6 W�Y��#P+N=Q#R.W���� 6 V-SZO���T1WØâk��W�\ � �)��R.�)��O�W 6 R.�#V-Y�P*�t���$P*��¬

6 ��T � N�O�W(�#� � P*�æÚB Ù MR�áPãôÚ�M�È�âBY���� � W 6 á
2143 + 80100 ≡ 3 mod 5

�
R.R áPã�Ú�MêÈ�âBY���� � W 6 á 224× 2513 ≡ 4 mod 5× 3 mod 5 ≡ 2 mod 5

�
R.R1R á�ãôÚ�M�È�âBY���� � W 6 á

27 ≡ (22)3 × 2 ≡ 3 mod 5
�

R h á�ãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 á
312013 ≡ 34

3003 × 3 ≡ 3 mod 5
M

��f#���=���?���,� Ú ��ã Ø M�âBY���� � W 6 áÓ ��N
G′ = (V ′, E ′)

���tb3P+NcÊ,W 6 R.V-Y�T1�a
A′
���DN{O�� 6 � 6 V/N � P%R.Q)� 6 O��iN�Ok�N�Q#�)��Q#R.N 6 ¶
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A′ :=

























0 1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























R�áPãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 áKÉ0� � �#P*V/R1�DN�P 6 R
G′
� 6 Q)W3���ª©�W�M

÷ W3V-W<T.NP�T � R1V/N�ËDTfN0O��&TfN0V/N � P*Rçäi� 6*� «�Ê,W�P%V/N�ODN0Y�W3PaQ#�)P%W 6 ���#T�b�P+N Ê,W^��WIY����#O��
6 �#P'Q#W�����©kW�M
R.R á�ãôÚ�M�È�âBY���� � W 6 áMÉ]� � �)P%V-R.�DN=P 6 R

G′
� 6 �#��T1�#P*RfN���W�M

4 T!b3P%N Ê,W/� 6 �#��T1�#P%R.N���W/Y�W3P*�Z��� � WZODN 6 T.N 6 N=P%R 6�� N 6 � 6�� «��$�#�$TfN-V-R 6 V"N(Q)W3V/Y�Wc¬���#� � �jQ#W3���ª©�NïãCÊ,W�P%V/N�ODN-Y�W3P � WZO�W 6 T1W 6'h Ð#P � R.Q)� 6 �ª©kQ#�)Y � WX�#T��T � R.V-W'ái � WZO�W 6 T1W 6
h Ð#P � R.Q)� 6'� R.�)���#��b3P%N�O�W(YDN=P#M
R.R1R á�ãôÚkMêÈ�âBY���� � W 6 áKÉ0� � �#P*V/R1�DN�P 6 R G′ � R.�)���I���?«=P%\�W3T	b3�)���#P%N�O�W3P)MÊ0T	��W 6 �#P'Q#W3���ª©kW/��W-Y����#O�� � �)���)P{���?«�P*\gW�T	b3�#���)P+N�O�W3P#M
R h á�ãôÚkMêß�âCY���� � W 6 á ÷ W3V-Y�� � N=P#� 6 R�� 6 �����0��©kR 6*� �)�	��Wt���ø«=P%\�W3Tub3�)���#P%N�O�W3P)�kWj���Q#R.P*Q#��R � W �#��T.�#P*RfN=��W(O�� G′ Mì]��Q#R1P%Q)��R � W(�#��T.�)P%RfN=��W(� 6 �#T 6 R.b���R.�)� � �+ã,O�W3��O��CT.W 6&h Ð)P � R.Q#� 6 � 6�� «��A����V-�#P+N=O�W 6

6 R.b���R.�)��O�W(�)TUW3P%O��#��O��ITfNBV"N � P%R¡ä.áv¶
v5, v4, v3, v2, v1, v3, v5, v2, v6, v5, v7, v6, v1, v5
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ûýü&þ ü W 6 �#�	� ÿ M ù M�� ª.§5Ñ}¨+¡}¥¦¡��w��¥�öD¡}£-��¥�ªsÑ`§ ��¤�« ªµ¥,§ �}©�©�¢éªsÑ%��¥?ªs��¤�§ ���Q5¼<P+N Ò ¬ ù R1T.T Ø Í�Í'âx Ø Í�Í�ÍkM&�_N��Z��N�T^YDN�P+Ny�#T^Q#��P 6 W�M0ã 4 O�R.Q)R.S3�|�)�� 6 YDN���W3T���È�Ú�Ú Ù á
û é þ é9R.b3b 6 �mûCM ����¥�¡}£-Ò�¥?ªsÑ%� � ª.§5Ñ}¨`¡}¥s� ���0R.Q)�#� 6 �^R h � 6IØ Í�Í Ù M
û ¼ þ ¼<P%R1V/N�TlO�R�� ü M
	�M �w��¥¦¡}£-Ò�¥�ªsÑ%��«�ª.§5Ñ}¨+¡}¥s�Ç ßÑ`��£��#ªµ¤���¥¦�=¨vª?� MIÊ&O�O�R 6 W3��x� 6 T.�}3� Ø Í��ÍkM
û��[þ � P*� 6%6 �g��M�ÿ M�� ª.§5Ñ}¨`¡}¥¦¡��w��¥�öD¡}£-��¥?ªsÑ`§8í���¨BÑ`��£0©�ÎZ¥�¡}¨^§5Ñ}ªs¡}¤D¥?ª.§}¥µ§ �m×¦� � �#P�¬��N � R1W3�DN�T ÷ W�V/Y�� � �#P Ó Q#R1�#��Q)� Ó �)P%R.� 6 � Ø Í�Í Ø M
û ÿ�é ü&þ ÿ{W3T.V/N��	��é9� 6 \�3� ü W 6%6 M�� §}¥?¨}ÎDÑ}¥?Îk¨*��§^«Z¡'£-��¥�¡}£-Ò�¥?ªsÑ%��§]«�ª.§5Ñ}¨+¡}¥s��§a©���¨%�

¢l�:Ñ`��£0©�Îk¥s�ZÑ}ªsç�¤ ��	7P%�)� � R1Q#� ù N=T.T�� Ø Í�Í'âkM
û ÷ é��Pé þ ÷ P*RfN�O�W�� ü Ml�0éi��Ö*W 6 N��IÊjMl���8�)b�N�� ÷ M1�æéiN����#PµÖ*�#�=� ü M�� ÎZ¤�«���£"¡}¤D¥¦�Ä§

����¥¦¡}£-Ò�¥�ªsÑ`�5§�� � ÷ �#� � P%WGO�� 476*� ��O�R1W 6 ü N=V/S3�@Ê]P%�#Q)� 6 � Ø Í�Í��M�	cN�P%N�)T ÷ N�YZè � ��T1W Ø M
û � þ �D�)P%�m«=��O���äª¬ Ó «=��Q`¬���ä �eN�Q�N 6 � � Îk¤u«���£"¡}¤D¥¦�5§ «Z¡ �}¤�í���¨v£-Ò�¥?ªsÑ%� �Ê]T.R.N��Zä#Nc¬A×¦�	Ê,W�P%Và« � R1Q#N�� Ø Í�'ßkM�	cN�P%N(�#T ÷ N=YZè � ��T.W Ø M
ûýü È þ ü W 6 �#�	�!ÿ(M ù M � ¥?Î�«Z¡}¤D¥µ§ §5��¢éÎk¥?ªs��¤�§jÕ�ÎZª?«Z¡'í���¨ � ª.§5Ñ}¨`¡}¥¦¡��w��¥�öD¡}£-��¥�ªsÑ`§

��¤�«/ªµ¥µ§j�}©�©�¢éªsÑ%��¥�ªs��¤�§ ���AQ�¼IP+N Ò ¬ ù R.T1T Ø Í�Í�Í�MZÉ0�CY�P*W3\�T1�#V/N 6 M
ûýü Ô þ ü W 6 �#�	� ÿ M ù M�� Í)©�¢.��¨}ªµ¤ZÕ � ª.§5Ñ}¨+¡}¥¦¡����3¥�öD¡}£-��¥?ªsÑ`§��7ªµ¥Cö �w�}©�¢.¡ ���Q5¼<P+N Ò ¬ ù R1T.T Ø Í�Í'ßZM�	cN�P%N(�)TUY�P%W�b3P+N�V/N(�_N�Y�T.�=M
û � þ ü M���M ù N�V-V/R1��b�� �9�#«�ªµ¤ZÕ���¤�«:ªµ¤�í���¨v£/��¥?ªs��¤G¥�öu¡`��¨v  � 	7P%�#� � R1Q#� ù N�T1TØ Í��Ú�M Ó W3\�P%�IQ#SZO�R1b3W 6 M
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